
Solução T3 IPhO 2017 – Lucas Shoji 
A1 
Considerando uma massa 𝑚 na borda da esfera, usando as leis de Newton: 

𝑚�̈�(𝑡) = −𝐺𝑀𝑆𝑚/𝑅2(𝑡) 

onde 𝑀𝑆 é a massa dentro da esfera.  

Sabemos que para forças desse tipo vale a conservação de energia: 

−
𝐺𝑀𝑠

𝑅(𝑡)
+

�̇�2(𝑡)

2
= 𝐶 

Fazendo 𝑀𝑠 = 4𝜋𝑅3(𝑡)𝜌(𝑡)/3 e �̇� = �̇�𝑅𝑆, temos 

(
�̇�

𝑎
)

2

=
8𝜋𝐺

3
 𝜌(𝑡) −

2𝐶

𝑅𝑆
2𝑎2(𝑡)

 

Comparando, identificamos 𝐴1 = 8𝜋𝐺/3. 

A2 
Primeira lei da termodinâmica em um sistema adiabático: 

𝑑𝐸 = −𝑝𝑑𝑉 + 𝑑𝑄 = −𝑝𝑑𝑉 ⇒ �̇� + 𝑝�̇� = 0 

Para uma esfera, �̇� = (
4𝜋𝑅3

3
)

̇
= 4𝜋𝑅2�̇� ⇒ �̇� =

3�̇�

𝑎
 e 𝐸 = 𝜌(𝑡)𝑉(𝑡)𝑐2. 

 Logo, �̇� = (�̇� + 3
�̇�

𝑎
) 𝑉(𝑡)𝑐2 = 0 ⇒ �̇� + 3 (𝜌 +

𝑝

𝑐2)
𝑎

𝑎

̇ = 0 

Assim, 𝐴2 = 3. 

A3 

Substituindo p = 𝑤𝜌(𝑡)𝑐2 na expressão do item anterior: 

�̇� + 3𝜌(1 + 𝑤)
𝑎

𝑎

̇
= 0 ⇒ ∫

𝑑𝜌

𝜌
= −3(1 + 𝑤) ∫

𝑑𝑎

𝑎
⇒ 𝜌 ∝ 𝑎−3(𝑤+1) 

(i) No caso da radiação, 𝐸𝑟 ∝ 𝜆−1 ⇒ 𝐸𝑟 ∝ 𝑎−1. Também, 𝑉 ∝ 𝑎3. 

𝜌𝑟 =
𝐸𝑟

𝑉
⇒ 𝜌𝑟 ∝ 𝑎−4 ⇒ −3(𝑤𝑟 + 1) = −4 ⇒ 𝑤𝑟 = 1/3 

(ii) No caso da matéria não relativística, a energia não muda com o 𝑎 

𝜌𝑚 =
𝐸𝑚

𝑉
⇒ 𝜌𝑚 ∝ 𝑎−3 ⇒ 𝑤𝑟 = 0 

(iii) Quando a densidade de energia é constante, 𝜌Λ ∝ 𝑎0 ⇒ 𝑤𝛬 = −1 

A4 

Quando 𝑘 = 0, a equação (1) se torna (
�̇�

𝑎
)

2
=

8𝜋𝐺

3
𝜌(𝑡). 

(i)  Para a radiação, 𝜌𝑟 ∝ 𝑎−4 ⇒ 𝜌𝑟𝑎4 = 𝜌𝑟0𝑎0
4 ⇒ 𝜌𝑟 = 𝜌𝑟0𝑎−4 ⇒ 

⇒ 𝑎�̇� = (
8𝜋𝐺

3
𝜌𝑟0)

1

2
⇒ ∫ 𝑎𝑑𝑎 = (

8𝜋𝐺

3
𝜌𝑟0)

1

2
𝑡 ⇒

1

2
𝑎2 + 𝐶 = (

8𝜋𝐺

3
𝜌𝑟0)

1

2
𝑡  



  

Como 𝑎(𝑡 = 0) = 0, substituindo, 𝐶 = 0. Assim,  

𝑎(𝑡) = 2
1

2 (
8𝜋𝐺

3
𝜌𝑟0)

1

4
𝑡

1

2 ⇒ 𝑎(𝑡) = (2𝐻0𝑟)
1

2 𝑡
1

2 onde 𝐻0𝑟 = (
8𝜋𝐺

3
𝜌𝑟0)

1

2
. 

(ii)  Analogamente,  𝜌𝑚 = 𝜌𝑚0𝑎−3 e 𝑎(𝑡) = (
3𝐻0𝑚

2
)

2

3
𝑡

2

3 onde 𝐻0𝑟 = (
8𝜋𝐺

3
𝜌𝑚0)

1

2
. 

(iii) Como 𝜌Λ = 𝜌Λ0 ⇒ �̇� = 𝑎 (
8𝜋𝐺

3
𝜌Λ)

1

2
⇒

𝑎

𝑎0
= 𝑒𝐻0𝛬(𝑡−𝑡0) ⇒ 𝑎 = 𝑒𝐻0𝛬(𝑡−𝑡0) 

onde H0Λ = (
8𝜋𝐺

3
𝜌Λ)

1

2
 

A5 

Substituindo  𝐴1 =
8𝜋G

3
⇒ 𝜌𝑐 =

3𝐻2

8𝜋𝐺
 

Como 𝜌 = Ω𝜌𝑐 e 𝐻 = �̇�/𝑎 : 

(
�̇�

𝑎
)

2

=
8𝜋𝐺

3
Ω𝜌𝑐 −

𝑘𝑐2

𝑅0
2𝑎2(𝑡)

⇒ 𝐻2 = 𝐻2𝛺 −
𝑘𝑐2

𝑅0
2𝑎2

⇒ 𝑘 = (
𝑅0𝑎𝐻

𝑐
)

2

(Ω − 1) 

A6 

(
𝑅0𝑎𝐻

𝑐
)

2
> 1 ⇒ (Ω − 1) decide o sinal de 𝑘. 

Ω > 1 ⇒ 𝑘 = +1 , Ω < 1 ⇒ 𝑘 = −1 ,  Ω = 1 ⇒ 𝑘 = 0. 

B1 

Como Ω − 1 =
𝑘𝑐2

𝑅0
2

1

�̇�2, 

Radiação: 𝑎 ∝ 𝑡
1

2 ⇒ �̇� ∝ 𝑡−
1

2 ⇒ Ω − 1 = �̅�𝑡 

Matéria: 𝑎 ∝ 𝑡
2

3 ⇒ �̇� ∝ 𝑡−
1

3 ⇒ 𝛺 − 1 = �̅�′𝑡
2

3 

B2 
Nesse caso,  𝑎 = 𝑒𝐻𝑡 ⇒ �̇� = 𝐻𝑒𝐻𝑡. 

Ω − 1 =
𝑘𝑐2

𝑅0
2

1

�̇�2
⇒ Ω − 1 =

𝑘′

𝐻2
𝑡−2𝐻𝑡 

B3 
Na fase de expansão,  

𝜌 ∝ 𝑎0 ⇒ 𝑤 = −1 ⇒ 𝑝 = 𝑤𝜌𝑐2 < 0 

�̇� = 𝐻𝑒𝐻𝑡 ⇒ �̈� = 𝐻2𝑒𝐻𝑡 > 0 

  

�̈� =
𝑑�̇�

𝑑𝑡
=

𝑑(𝐻𝑎)

𝑑𝑡
> 0 ⇒

𝑑

𝑑𝑡
(𝑎𝐻)−1 < 0 



B4 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑎𝐻)−1 =

�̇�𝐻 + 𝑎�̇�

𝑎2𝐻2
=

1

𝑎
(𝜖 − 1) < 0 ⇒ 𝜖 < 1 

C1 
Diferenciando a equação (4) e usando a equação (3): 

2𝐻�̇� =
1

3𝑀𝑝𝑙
2 [�̇��̈� + (

𝜕𝑉

𝜕𝜙
) �̇�] =

1

3𝑀𝑝𝑙
2 [−3𝐻�̇�] 

⇒ �̇� = −
1

2

 �̇�

𝑀𝑝𝑙
2 ⇒ 𝜖 = −

�̇�

𝐻2
=

1

2

�̇�2

𝑀𝑝𝑙
2 𝐻2

 

Equação 4 e assumindo �̇�2 ≪ 𝑉: 𝐻2 ≈
𝑉

3𝑀𝑝𝑙
.  

Aproximação slow-roll: 3𝐻�̇� ≈ −𝑉′. 

Com isso, 𝜖 ≈
𝑀𝑝𝑙

2

2
(

𝑉′

𝑉
)

2

. 

Diferenciando a equação (4): 3�̇��̇� + 3𝐻�̈� = −𝑉′′�̇� e usando 3𝐻2 ≈ 𝑉/𝑀𝑝𝑙
2 : 

𝛿 = −
�̈�

𝐻�̇�
=

𝑉′′

3𝐻2
− 𝜖 ⇒ 𝜂𝑉 = 𝛿 + 𝜖 ≈ 𝑀𝑝𝑙

2
𝑉′′

𝑉
 

𝑑𝑁 = 𝐻𝑑𝑡 = (
𝐻

�̇�
) 𝑑𝜙 ≈ −

1

𝑀𝑝𝑙
2 (

𝑉

𝑉′
) 𝑑𝜙 ⇒

𝑑𝑁

𝑑𝜙
≈=

1

𝑀𝑝𝑙
2 (

𝑉

𝑉′
) 

D1 

A inflação termina quando 𝜖 =
𝑀𝑝𝑙

2

2
(

𝑉′

𝑉
)

2

= 1.  

Substituindo 𝑉 e 𝑉′:  

𝜖 =
𝑀𝑝𝑙

2

2
[

𝑛

𝜙𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙
]

2

= 1 ⇒ 𝜙𝑒𝑛𝑑 =
𝑛

√2
𝑀𝑝𝑙   

𝑑𝑁

𝑑𝜙
= −

1

𝑀𝑝𝑙
2 (

𝑉

𝑉′
) ⇒ 𝑁 = − [

𝜙

𝑀𝑝𝑙
]

2
1

2𝑛
+ C 

𝑁(𝜙 = 𝜙𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙) = 0 ⇒ 𝐶 =
𝑛

4
⇒ 𝑁 = − [

𝜙

𝑀𝑝𝑙
]

2
1

2𝑛
+

𝑛

4
⇒ [

𝑀𝑝𝑙

𝜙
]

2

=
𝑛2

2
− 2𝑁𝑛 

𝜂𝑉 = 𝑀𝑝𝑙
2

𝑉′′

𝑉
= 𝑛(𝑛 − 1) [

𝑀𝑝𝑙

𝜙
]

2

=
2(𝑛 − 1)

𝑛 − 4𝑁
  

𝜖 =
𝑛2

2
[
𝑀𝑝𝑙

𝜙
]

2

=
𝑛

𝑛 − 4𝑁
⇒ 𝑟 = 16𝜖 =

16𝑛

𝑛 − 4𝑁
 

𝑛𝑠 = 1 + 2𝜂𝑉 − 6𝜖 = 1 −
2(𝑛 + 2)

𝑛 − 4𝑁
 

Verificando a condição 𝑛𝑠 = 0.968, chegamos em 𝑛 = −5.93, o que substituído na equação 

de 𝑟 dá 𝑟 > 0.12. Logo, não há número inteiro 𝑛 próximo que respeitem as observações. 


