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Nesse texto apresentamos uma simples demonstra�c~ao de que se as gal�axias est~ao afastando da Via
L�actea de acordo com a lei de Hubble, ent~ao o Universo deve ser homogêneo e isotr�opico para
qualquer observador. Para isso utilizamos apenas �algebra de vetores, de maneira que pode ser
aplicada facilmente a um curso introdut�orio de cosmologia em cursos de gradua�c~ao.

In this work we present a simple proof that once the Hubble law is valid, the Universe is
isotropic and homogeneous. For this purpose we use only simple vector algebra, such that
it is adequated to undegraduated courses.

I Introdu�c~ao

Ao apresentarmos um curso introdut�orio de cosmologia
para alunos de gradua�c~ao, uma das principais di�cul-
dades �e a de discutir de maneira concisa os modelos
de Friedmann. A principal di�culdade decorre da for-
mula�c~ao matem�atica da Relatividade Geral. Para evi-
tar a utiliza�c~ao de todo aparato matem�atico de tenso-
res, usualmente recorremos a uma formula�c~ao newto-
niana [2], discutimos alguns dados observacionais[1] e
comparamos com as previs~oes te�oricas dos modelos de
Friedmann. Apesar das vantagens pedag�ogicas desse
tipo de aproxima�c~ao, muitos pontos se mant�em obscu-
ros. Em particular d�uvidas relativas a homogeneidade
e isotropia do Universo s~ao frequentes. Por exemplo, a
validade da lei de Hubble como uma prova da expans~ao
do Universo do ponto de vista de um observador na Via
L�actea �e aceita sem muita di�culdade. No entanto, que
essa expans~ao �e isotr�opica para qualquer observador �e
muito mais dif��cil de ser aceita. Normalmente assumi-
mos que uma discus~ao completa desse tipo de problema
requer uma boa compreens~ao da Relatividade Geral, o
que em geral causa uma certa decep�c~ao nos estudantes.
E sem o conhecimento de Relatividade Geral, n~ao �ca
claro ao estudante de que a lei de Hubble �e uma con-
sequência das propriedades do espa�co-tempo, tal como
estabelecido no Princ��pio Cosmol�ogico: de que o Uni-
verso em grande escala e homogêneo e isotr�opico. De-
mostra�c~oes como as apresentadas em [4] ou em [5] re-
querem um aparato matem�atico muito al�em do que �e

ensinado nos cursos de gradua�c~ao. No entanto, em es-
calas de gal�axias e aglomerados de gal�axias utilizamos
a cosmologia newtoniana sem grandes problemas [3], e
a lei de Hubble �e testada essencialmente nessas escalas
(veja por exemplo alguns artigos reimpressos em [1]).
Dessa forma esperamos que possamos utilizar a cosmo-
logia newtoniana para apresentar uma prova simples
de que sendo a lei de Hubble v�alida, o Universo deve
ser homogêneo e isotrt�opico para todos os observado-
res. E de fato podemos efetuar isso, utilizando apenas
rudimentos de �algebra de vetores. �E o que ser�a feito a
seguir.

II A lei de Hubble e a expans~ao

do Universo

Para o nosso trabalho assumiremos apenas que:

1 as gal�axias est~ao se afastando da Via L�actea;

2 a velocidade de afastamento sendo linear com a
velocidade1.

No entanto n~ao assumiremos a priori que a expans~ao �e
isotr�opica.

Dessa forma, vamos considerar uma forma generali-
zada da lei de Hubble

~vi = �i(~di + ~�i) (1)

onde o subscrito i indica uma gal�axia arbitr�aria, ~vi a sua
velocidade de recess~ao, ~di a sua distância �a Via L�actes,

1A hip�otese de lineriadade n~ao �e crucial, no entanto devido a sua simplicidade torna a demosntra�c~ao mais transparente.
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~�i um vetor e �i uma constante a serem determinadas.
Utilizando essa lei de Hubble generalizada, a expans~ao
pode ser diferente para distintas gal�axias essa pos��vel
anisotropia sendo representada pelo vetor ~�i.

O m�odulo da equa�c~ao 1 �e dado por

vi = �i

h
d2i + �2i + 2~di � ~�i

i1=2
(2)

= �i

"
1 +

�2i
d2i

+ 2
~di � ~�i

d2i

#1=2
di (3)

� Hidi: (4)

Dessa forma qualquer dependência angular e de posi�c~ao
�ca contida na fun�c~ao Hi.

Consideremos agora duas gal�axias arbitr�arias i; j,
respectivametne com velocidades de recess~ao vi; vj.
Utilizando simples �algebra vetorial temos que

~vij = ~vj � ~vi: (5)

(N�os estamos assumindo uma geometria Euclidiana,
que �e uma boa aproxima�c~ao em v�arias situa�c~oes as-
trof��sicas). Assim

v2ij = v2i + v2j � 2vivj cos�ij (6)

onde �ij �e o ângulo entre vi e vj . Utilizando a equa�c~ao
4 para vi e vj obtemos que

v2ij = H2

i d
2

i +H2

j d
2

j � 2HiHjdidj cos �ij: (7)

Dessa equa�c~ao temos de imediato que em geral vij n~ao
�e proporcional a distância dij entre as gal�axias i e j.

Sendo que m�odulo de ~dij �e dado por

d2ij = d2i + d2
2
� 2d1d2 cos �ij; (8)

onde �ij �e o ângulo entre os vetores ~di e ~dj
Para estabelecermos qual a condi�c~ao necess�aria para

que a velocidade de reces~ao vij seja proporcional �a
distância, vamos mudar a origem do sistema de coorde-
nadas da Via L�actea para uma outra gal�axia, por exem-
plo a gal�axia i. Nesse novo sistema de coordenadas, a
Via L�actea possue uma velocidade vMW = vi = Hidi.
Qualquer outra gal�axia j que est�a se afastando da Via
L�actea com velocidade vj = Hjdj, ser�a ent~ao vista pelo
observador i com uma velocidade ~vij. Notemos que
a princ��pio n~ao existe nenhuma raz~ao para assumirmos
que essa velocidade tenha a mesma forma funcional que
a equa�c~ao (1).

Sem perda de generalidade podemos escrever

~vij = g(~dij; qij)dij ~m; (9)

onde ~m = ~vij=vij e ~dij �e a distância entre as gal�axias i; j
e qij representa um conjunto gen�erico de parâmetros,
que pode representar poss��veis anisotropias na expans~ao
e g(~dij; qij) �e uma fun�c~ao arbitr�aria a ser determinada.

Dessa forma da equa�c~ao 9 obtemos

vij = [g(~dij; qij]dij � Hijdij: (10)

Na equa�c~ao acima o fatorHij �e uma fun�c~ao da distância
e da orienta�c~ao relativa das gal�axias i e j e poss��veis ou-
tros parâmetros2.

Dessa forma a equa�c~ao 7 se reduz para

c

H2

ij(d
2

i + d2j � 2didj cos �ij) = H2

i d
2

i +H2

j d
2

j � 2HiHjdidj cos�ij: (11)

d

Se a rela�c~ao acima �e v�alida para quaisquer pares de
pontos ent~ao necessariamente obtemos que

H2

i = H2

ij (12)

H2

j = H2

ij (13)

HiHj cos�ij = H2

ij cos �ij: (14)

Dessa forma H2

i = H2

j = H2

ij e

Hi

Hj
=

cos �ij
cos�ij

= �1: (15)

Mas sabemos pelos dados observacionais que o Universo
est�a se expandindo tal como visto pela Via L�actea, logo
Hi > 0 para qualquer i , assimHi = Hj > 0 e �ij = �ij.

Mas

Hi = �i

"
1 +

�2i
d2i

+ 2
~di � ~�i

d2i

#1=2
; (16)

deve ser independente da posi�c~ao e orienta�c~ao da
gal�axia. Isso somente ser�a poss��vel se Hi for indepen-
dente da distância. Isso so ser�a obtido se ~�i = 0 para
qualquer i. Nesse caso obtemos que visto da Via L�actea,
a expans~ao deve ser isotr�opica.

Entretanto n~ao temos nenhuma informa�c~ao a res-
peito de Hij. Sem essa informa�c~ao, sabemos apenas
que a expans~ao do Universo como visto da Via L�actea
deve ser isotr�opica, porque Hi = Hj. Portanto �e im-
portante obtermos alguma informa�c~ao mais detalhada
a respeito do sinal de Hij. Se Hij �e positivo para todo

2Note que Hij �e uma fun�c~ao arbitr�aria, portanto vij n~ao �e necessariamente proporcional a distância dij.
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par i; j ent~ao a expans~ao do Universo ser�a homogênea
enquanto a expans~ao ser�a n~ao homogenea se Hij < 0
pelo menos para um par i; j.

Vamos considerar a velocidade relativa entre duas
gal�axias arbitr�arias ~vij = ~vj �~vi. At�e o momento obti-
vemos que ~v = H~r para qualquer gal�axia em rela�c~ao �a
Via L�actea. O que precisamos mostrar agora �e a igual-
dade ~vij = H~dij. Para isso vamos considerar o produto

~vj � ~dij = ~vj � (~dj � ~di): (17)

O lado esquerdo da equa�c~ao (17) pode ser reescrito

como ~vj � ~dij = (~vij + ~vi) � ~dij e o lado direito como

~vj � (~dj � ~di) = H(d2j �
~dj � ~di). Logo, obtemos que

~vij � ~dij = H(~dj � ~di) � (~dj � ~di) (18)

logo ~vij = H~dij, o que �naliza a nossa demonstra�c~ao.
Com isso obtemos que se o Universo �e isotr�opico

visto da Via L�actea e que a taxa de expans~ao �e apenas
fun�c~ao da distância o Universo deve ser isotr�opico em
todos os pontos, isto �e, deve ser homogêneo.

III Coment�arios Finais.

O ponto crucial da demonstra�c~ao apresentada est�a na
hip�otese de que a equa�c~ao 11 deve valer para qualquer
distância di. Ao assumirmos que todos os pontos no
espa�co s~ao equivalentes, j�a estamos estabelecendo que
o espa�co �e homogêneo e isotr�opico (Esse ponto �e exata-
mente o que �e estabelecido pelo Princ��pio Cosmol�ogico.)

�E a partir dessa hip�otese que obtemos as rela�c~oes 12 a
14. Notemos que em nenhum momento foi necess�ario
considerar qualquer lei de gravita�c~ao (apesar de termos
assumido desde o come�co que estamos trabalhando com
uma cosmologia baseada na lei de gravita�c~ao Universal
de Newton). Isso �e um ind��cio de que a lei de Hubble
deve ser uma consequência direta das propriedades do
espa�co-tempo. De fato, podemos obter a lei de Hub-
ble apenas com as propriedades da m�etrica do espa�co-
tempo (como �e feito por exemplo em [5]). Portanto a lei
de Hubble n~ao depende por exemplo da validade da Te-
oria da Relatividade Geral ou da Gravita�c~ao Universal
de Newton.

Esse trabalho foi parcialmente �nanciado pela FA-
PERGS (Funda�c~ao de Amparo a Pesquisa do Rio
Grande do Sul).
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