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Nesse texto apresentamos uma simples demonstragao de que se as galdxias estdo afastando da Via
Lactea de acordo com a lei de Hubble, entdao o Universo deve ser homogéneo e isotrépico para
qualquer observador. Para isso utilizamos apenas algebra de vetores, de maneira que pode ser
aplicada facilmente a um curso introdutério de cosmologia em cursos de graduagao.

In this work we present a simple proof that once the Hubble law is valid, the Universe is
isotropic and homogeneous. For this purpose we use only simple vector algebra, such that

it 1s adequated to undegraduated courses.

I Introducao

Ao apresentarmos um curso introdutério de cosmologia
para alunos de graduagao, uma das principais dificul-
dades é a de discutir de maneira concisa os modelos
de Friedmann. A principal dificuldade decorre da for-
mulac¢ao matematica da Relatividade Geral. Para evi-
tar a utilizacdao de todo aparato matematico de tenso-
res, usualmente recorremos a uma formulag¢ao newto-
niana [2], discutimos alguns dados observacionais[1] e
comparamos com as previsoes tedricas dos modelos de
Friedmann. Apesar das vantagens pedagdgicas desse
tipo de aproximacao, muitos pontos se mantém obscu-
ros. Em particular dividas relativas a homogeneidade
e isotropia do Universo sao frequentes. Por exemplo, a
validade da lei de Hubble como uma prova da expansao
do Universo do ponto de vista de um observador na Via
Lactea é aceita sem muita dificuldade. No entanto, que
essa expansao € 1sotropica para qualquer observador é
muito mais dificil de ser aceita. Normalmente assumi-
mos que uma discusao completa desse tipo de problema
requer uma boa compreensao da Relatividade Geral, o
que em geral causa uma certa decep¢ao nos estudantes.
E sem o conhecimento de Relatividade Geral, nao fica
claro ao estudante de que a lei de Hubble é uma con-
sequeéncia das propriedades do espago-tempo, tal como
estabelecido no Principio Cosmolégico: de que o Uni-
verso em grande escala e homogéneo e isotrépico. De-
mostragdes como as apresentadas em [4] ou em [5] re-
querem um aparato matematico muito além do que é

ensinado nos cursos de graduacao. No entanto, em es-
calas de galaxias e aglomerados de galaxias utilizamos
a cosmologia newtoniana sem grandes problemas [3], e
a lei de Hubble é testada essencialmente nessas escalas
(veja por exemplo alguns artigos reimpressos em [1]).
Dessa forma esperamos que possamos utilizar a cosmo-
logia newtoniana para apresentar uma prova simples
de que sendo a lei de Hubble valida, o Universo deve
ser homogéneo e isotrtépico para todos os observado-
res. E de fato podemos efetuar isso, utilizando apenas
rudimentos de algebra de vetores. E o que serd feito a
seguir.

IT A lei de Hubble e a expansao
do Universo

Para o nosso trabalho assumiremos apenas que:
1 as galdxias estao se afastando da Via Lactea;

2 a velocidade de afastamento sendo linear com a
velocidade! .

No entanto nao assumiremos a priori que a expansao é
isotrépica.

Dessa forma, vamos considerar uma forma generali-
zada da lei de Hubble

onde o subscrito 7 indica uma galdxia arbitraria, ¢; a sua
velocidade de recessao, d; a sua distancia & Via Lactes,

1A hipétese de lineriadade nio é crucial, no entanto devido a sua simplicidade torna a demosntracio mais transparente.
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Xi um vetor e X; uma constante a serem determinadas.
Utilizando essa le1 de Hubble generalizada, a expansao
pode ser diferente para distintas galdxias essa posivel
anisotropia sendo representada pelo vetor XZ

O modulo da equacao 1 é dado por

= 1/2
vi = N |di 4+ +2d; ) (2)
- s q1/2
A2y X

Dessa forma qualquer dependéncia angular e de posi¢ao
fica contida na funcao H;.

Consideremos agora duas galaxias arbitrarias ,j,
respectivametne com velocidades de recessdao v;,v;.
Utilizando simples algebra vetorial temos que

vij = Uj — Ui ()

(Nés estamos assumindo uma geometria Fuclidiana,
que é uma boa aproximacao em varias situacoes as-
trofisicas). Assim

viz]» == UJZ — 20;v; cos ¢;; (6)

onde ¢;; é o angulo entre v; e v;. Utilizando a equagao
4 para v; e v; obtemos que

Uizj IHZZdlz—l—H]Zd]z—QHZH]dZd] COSd)Z']'. (7)

Dessa equacao temos de imediato que em geral v;; nao
¢ proporcional a distancia d;; entre as galdxias ¢ e j.
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Sendo que modulo de ci;j é dado por
d?j = d? + d% — 2d,d; cos &ij, (8)

onde &;; ¢ o angulo entre os vetores ci; e ci;

Para estabelecermos qual a condicao necessaria para
que a velocidade de recesdo w;; seja proporcional a
distancia, vamos mudar a origem do sistema de coorde-
nadas da Via Lactea para uma outra galaxia, por exem-
plo a galaxia i. Nesse novo sistema de coordenadas, a
Via Léctea possue uma velocidade vyw = v; = H;d;.
Qualquer outra galaxia j que esta se afastando da Via
Lactea com velocidade v; = H;d;, sera entao vista pelo
observador ¢ com uma velocidade ¥;;. Notemos que
a principio nao existe nenhuma razao para assumirmos
que essa velocidade tenha a mesma forma funcional que
a equacao (1).

Sem perda de generalidade podemos escrever

-

i = 9(dij, qij)dijm, 9)

onde m = Uj; /vsj e ci;j é a distancia entre as galdxias i, j

e ¢;; Tepresenta um conjunto genérico de parametros,

que pode representar possivels anisotropias na expansao

e g(ci;j, ¢;;) é uma funcao arbitrdria a ser determinada.
Dessa forma da equacao 9 obtemos

-

vij = [9(dij, qij]diy = Hijdy;. (10)

Na equagao acima o fator f;; ¢ uma funcao da distancia
e da orientacao relativa das galaxias i e j e possiveis ou-
tros parametros?.

Dessa forma a equacao 7 se reduz para

HE(d] + di — 2did; cos &) = Hidy + Hid; — 2H; H;d;d; cos ;. (11)

Se a relagao acima é valida para quaisquer pares de
pontos entao necessariamente obtemos que

H = H} (12)

2 _ 2

H? = H} (13)
H;Hjcos ¢y = H%Cosfz’j~ (14)

Dessa forma H? = H]Z = HZ?]. e

Hi COS&]’
— = —— =+l 15
H]' COSd)Z']' ( )

Mas sabemos pelos dados observacionais que o Universo
estda se expandindo tal como visto pela Via Lactea, logo
H; > 0 para qualquer 7 , assim H; = H; > 0e&;; = ¢y;.

Mas
- - ql/2
A2 di X

deve ser independente da posicao e orientagao da
galaxia. Isso somente serd possivel se H; for indepen-
dente da distancia. Isso so sera obtido se XZ = 0 para
qualquer i. Nesse caso obtemos que visto da Via Lactea,
a expansao deve ser isotrépica.

Entretanto nao temos nenhuma informacao a res-
peito de H;;. Sem essa informacdo, sabemos apenas
que a expansao do Universo como visto da Via Lactea
deve ser isotrépica, porque H; = H;. Portanto é im-
portante obtermos alguma informacao mais detalhada
a respeito do sinal de H;;. Se H;; é positivo para todo

2Note que H;; é uma fungao arbitraria, portanto v;; nao é necessariamente proporcional a distancia d;;.
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par ¢,j entao a expansao do Universo sera homogeénea
enquanto a expansao serd nao homogenea se H;; < 0
pelo menos para um par ¢, j.

Vamos considerar a velocidade relativa entre duas
galaxias arbitrarias ¥;; = U; — ¥;. Até o momento obti-
vemos que ¥ = H7 para qualquer galixia em relacdo a
Via Lactea. O que precisamos mostrar agora ¢ a igual-
dade ¥;; = Hd;;. Para isso vamos considerar o produto

G diy =T (4 = do). (17)

O lado esquerdo da equacdo (17) pode ser reescrito

como ¥ - d;j = (¥i; + ¥;) - dij e o lado direito como
U - (dj —d;) = H(djz» —d; - d;). Logo, obtemos que

Vij - dij = H(dj —d;) - (dj — d;) (18)

logo ¥ = Hci;j, o que finaliza a nossa demonstracao.

Com isso obtemos que se o Universo é isotrépico
visto da Via Lactea e que a taxa de expansao é apenas
funcao da distancia o Universo deve ser isotrépico em
todos os pontos, isto é, deve ser homogéneo.

IIT Comentarios Finais.

O ponto crucial da demonstracao apresentada esta na
hipétese de que a equacao 11 deve valer para qualquer
distancia d;. Ao assumirmos que todos os pontos no
espaco sao equivalentes, ja estamos estabelecendo que
0 espaco é homogéneo e isotrépico (Esse ponto é exata-
mente o que é estabelecido pelo Principio Cosmolégico.)

Ea partir dessa hipdtese que obtemos as relagoes 12 a
14. Notemos que em nenhum momento foi necessario
considerar qualquer lei de gravitacdo (apesar de termos
assumido desde o comeco que estamos trabalhando com
uma cosmologia baseada na lei de gravita¢ao Universal
de Newton). Tsso é um indicio de que a lei de Hubble
deve ser uma consequéncia direta das propriedades do
espaco-tempo. De fato, podemos obter a le1 de Hub-
ble apenas com as propriedades da métrica do espago-
tempo (como é feito por exemplo em [5]). Portanto a lei
de Hubble nao depende por exemplo da validade da Te-
oria da Relatividade Geral ou da Gravitacao Universal
de Newton.

Esse trabalho foi parcialmente financiado pela FA-
PERGS (Fundagao de Amparo a Pesquisa do Rio
Grande do Sul).
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