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Prova Teoérica

INSTRUCOES

1. Vocé esta recebendo um caderno de questoes e um de respostas, ambos devem ser devol-
vidos ao final da prova.

2. Este é o caderno de questoes. A prova é composta por duas questoes. Confira seu caderno.
Ele deve conter um total de 8 péaginas, identificadas de 1 a 8. Em caso contréario, peca
sua substituigao.

3. A duracao da prova é de quatro horas, devendo o aluno permanecer na sala por no
minimo 120 minutos.

4. Leia atentamenta as demais instrucoes no caderno de respostas.

Questao 1 (valor: 30 pontos)
Discutiremos neste problema um modelo microscopico classico capaz de descrever a depen-
déncia da funcao dielétrica de um gas com respeito & variacao do comprimento de onda A
da luz. Esse fenomeno possibilita, entre outros efeitos, a formacao de arco-iris. Ele também
é o fundamento fisico através do qual um prisma 6ptico é capaz decompor a luz branca em
diferentes cores.

Considere um gas, de densidade volumétrica de particulas /N, em uma regiao atravessada
por uma onda eletromagnética plana e monocromatica

—

E(z,t) = Eycos(Kz — wt)z,

em que Z é a direcao de propagacao da onda, e o campo elétrico, E(z,t) tem a direcao
do eixo z. A interagao atrativa entre a molécula do gas e um de seus elétrons pode ser
modelada, em primeira aproximagao, por uma mola de constante elastica k = mw?, em que
m representa a massa do elétron e wy uma frequéncia angular caracteristica elevada. Veja
a figura a seguir.
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Em algum momento a aproximagao (1 + x)" &~ 1 + nx, para |z| < 1, podera ser utilizada.

Parte I. O campo elétrico exerce uma forca que polariza a molécula tirando o elétron da
posicao de equilibrio x = 0. Despreze mecanismos de perdas e a componente magnética
da forca de Lorentz. Considere w < wy e a carga elétrica do elétron representada por —e.
Faca o que se pede nos itens a seguir.

(a) Determine a forca elétrica F,(t) sobre o elétron na posicao z = 0.

Solucao: Campo elétrico em z = 0:
E(t) = Eq cos(wt)i. (1)
Forca elétrica sobre a carga

F, = —¢E = —¢E, cos(wt)i. (2)

(b) Escreva a equacdo de movimento desse elétron.

Solucao: Forca resultante
Fres = FPelastica T Feletm'ca (3)
ma” = —kx — eEy cos(wt). (4)
Equacao de movimento
E
2’ +wir = ) cos(wt). (5)
m

(c¢) Considere que, em regime estacionario, a fun¢ao horaria da posigao do elétron pode
ser escrita como x(t) = Acos(wt — ¢), determine A e ¢.

Solucgao: Substituindo a solugao fornecida na Eq. 5, segue que

(wg — w?)Acos(wt — ¢) = _e_nElo cos(wt). (6)

De onde obtém-se que

p=m (7)
€E0
A= m(ws — w?) (8)
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Parte II. Ao deslocar o elétron, o campo elétrico polariza a molécula, induzindo um
momento de dipolo elétrico p’ proporcional ao deslocamento do elétron e sua carga. No
cenario macroscopico, um vetor polarizacao 15, definido como o momento de dipolo elétrico
por volume, é observado.

(d) Determine o vetor de polarizacio instantanea P(t).

Solugao: Momento de dipolo induzido em uma molécula

€2E0 eEO

p(t) = —ex(t) = —W cos(wt + ) = W cos(wt) (9)

Vetor de polarizacao macroscopico

N€2E0

P(t) = Np(t) = e — w?)

cos(wt) (10)

Determine a susceptibilidade elétrica do gas xe.

Solucgao: A susceptibilidade elétrica do géas é definida como

P(t) = cox.E(1) (11)
Dai

Ne?
Xe =

aE st (12)

(f) Considerando o gas fracamente dispersivo e nao-magnético (u ~ pg), determine seu

indice de refracao n.

Solugao: A constante dielétrica €, é dada por

Ne?

=l =1 —
¢ Xe meo(wd — w?)

(13)

Utilizando a relacao de Maxwell, segue que

2

(g) No caso limite de frequéncias wy muito elevadas, demonstre que o indice de refracdo

do gas considerado obedece a formula de Cauchy

n:1+A(1+Bw2)

e determine as constantes A e B.
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Solugao: Para wy >> w, segue que
Ne?
~ 1 15
" * 2meg(wg — w?) (15)
Para reescrever a expressao anterior na forma da férmula de Cauchy,
Ne2 2\ —1 Ne? 2
n=l+— (1-2) m14+—v(1+2). (16)
2meowj wp 2meowg wg
Segue, portanto, que
N 2
A= (17)
2meowg
1
B=—. 18
2 (18)
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Questao 2 (valor: 30 pontos)
O teorema virial estabelece uma relacao entre o valor médio da energia cinética e dos
trabalhos realizados pelas forcas internas do sistema. Este teorema tem véarias aplicacoes
importantes na Fisica, e aqui vamos estudar como ele foi aplicado em Cosmologia para
permitir antecipar a descoberta da matéria escura.

Parte I. Considere um sistema com N corpos de massas iguais, m, sujeitos a um potencial
central V(r), e com vetores posi¢do, r;, e momento linear p;, sendo i o indice que identifica
0 i-ésimo corpo do sistema. Definimos uma grandeza

onde a soma ¢é feita sobre todas as particulas que compoem o sistema.

(a) Determine d\/dt em termos da energia cinética média (T') dos corpos que compodem
o sistema e das forcas resultantes sobre as galaxias F; e seus vetores posicoes r;.

Solucgao: Considere a quantidade
onde a soma é feita sobre todas as particulas que compoem o sistema. A derivada
temporal de A é

d\ . .

o Z piT'; + Z piT’; . (21)
O primeiro termo do lado direito na equacgao acima pode ser escrito como

Zpif‘i = Zmif‘if‘i =2T. (22)

O segundo termo do lado direito resulta

Z pir; = Z Fir;. (23)

Substituindo estes resultados na equacdo (21), temos

— =2T+> Fr;. (24)

4 pts (b) Considerando que o sistema se encontra em equilibrio estacionério (valores médios
temporais nao variam), determine a relagdo entre os termos envolvendo a energia
cinética média a energia potencial média.

Solucao: A média temporal de d\/dt tomada num intervalo de tempo 7 é

% /O %dt = (2T) + (2 Fir;) (25)
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e portanto )
—[A(T) = A(0)] = (2T) + <Z F.r;) . (26)

T

Considerando que o numerador é finito e 7 pode ser infinito segue que

(T) = —% <Z Fir;) , (27)

resultado conhecido como virial de Clausius.

¢) Considerando que o sistema esta sujeito a um potencial central V(1) = e¢r™*! e usando
(c) q ] p ,

o resultado anterior, determine d\/dt em termos da energia cinética média e do po-
tencial médio dos corpos do sistema.

Solucao: Neste caso temos

1 1 av .
e a equagao (27) resulta em
() = =0 ) (29)

e portanto, usando novamente a expressao da energia potencial, obtemos que

my=-"12w). (30)

Observe que no caso de forcas centrais que variam com o inverso do quadrado da
distancia, o teorema virial leva ao resultado

2(T) + (V) =0. (31)

Este resultado ¢ conhecido como identidade de Lagrange para sistemas gravitaci-
onais.

Parte I1. O resultado obtido acima é o Teorema Virial para um potencial central. Vamos
aplica-lo ao estudo de um aglomerado de galaxias. Astronomos podem medir a velocidade
radial de cada estrela, e com isso determinar a velocidade do aglomerado em relagao ao Sol e
também a velocidade relativa das estrelas, chamada velocidade de dispersao do aglomerado.

Suponha que um aglomerado estelar de forma globular é formado por N estrelas, cada
uma tendo a mesma massa m. Sao medidas a velocidade radial (em km/h) e as posicoes
observadas (em segundos de arco), como mostrados na tabela abaixo. O aglomerado se
encontra a 100 Mpc de distancia da Terra, e tem luminosidade equivalente a 8 x 107 sois.
Considere que 1 pc = 3x10' km, que a constante gravitacional é G = 6,7x 1071*Nm?2kg~2,
e a massa do Sol Mg = 2 x 10%° kg.

(d) A Tabela 1 mostra as medidas realizadas na regido coberta pelo campo visual do
aglomerado. Isso inclui a observacao de galdxias que se encontram na mesma regiao
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(e)

(f)

(2)

(h)

angular, mas ainda assim muito distantes do aglomerado. Quais os dados observados
devem ser descartados? Justifique.

Solucgao: A velocidade das galaxias em relagao a Terra varia com a distancia entre
o planeta e a galédxia. com base nas velocidades radiais medidas, é facil identificar
8 (ou 9) galaxias que devem ser excluidas, e que sao identificadas pelos nimeros:
7,12, (ou 13) 15, 16, 19, 26, 27 e 30.

Considerando que no referencial do centro de massa do aglomerado a distribuicao de
velocidades das galédxias é isotrépica, determine a velocidade quadratica média das
galaxias em relacdo a esse referencial. Se necessério use (z%) = (x)? + 02, sendo 02 a
variancia de z. Use o sistema internacional.

Solugao: A velocidade relativa quadratica média é calculada em relacao ao centro
de massa do aglomerado, e resulta

(v*) = 3(v;). (32)

e resulta ser (v?) = 3,5 x 10'? (m/s)?. A energia cinética média é (T) = (m/2)(v?).

Usando as posicoes angulares da Tabela 1, determine a distancia tipica entre as estrelas
e o centro de massa do aglomerado.

Solugdo: A distancia média é (d) = /3(d,.), e resulta (d) = 8,1 x 10*! m.

Assumindo que (1/d) ~ 1/1/(d?), e usando o teorema virial, determine a massa total
do aglomerado em unidades de massa solar.

Solucao: Usando o teorema virial temos (T)(V) entao M = 2(T)/(G(1/d)) =
2,13 x 10,

Determine a razao entre a massa do aglomerado calculada pelo Teorema Virial e a
massa do aglomerado esperada em termos de luminosidade.

Solugdo: v = M,/M; = 2,7 x 10°

Com base nesses dados, e observando a discrepancia entre as massas de aglomerados
de galaxias obtidas pelos diferentes métodos, o fisico F. Zwicky, em 1933, formulou
4 possiveis explicagoes para essa discrepancia, sendo uma delas a presenca de uma
massa invisivel que interage apenas pela forca gravitacional, e que hoje é conhecida
por matéria escura.
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Galaxia Pos. Ang. Vel. Radial

(arcsec)
1 1310
2 1322
3 1380
4 1393
5 1451
6 1451
7 1470
8 1478
2] 1525
10 1594
11 1624
12 1665
13 1721
14 1724
15 1740
16 1758
17 1762
18 1791
19 1797
20 1855
21 1867
22 1877
23 1887
24 1896
25 1913
26 1950
27 1980
28 2060
29 2076
30 2085
31 2141
32 2182
33 2434
34 2454

Tabela 1: Dados sobre um aglomerado globular de galaxias.

Kmis
7452
5749
7606
7653
4915
5186
20220
4915
7335
B318
7226
49310
1721
7304
-154
15865
6055
7694
38272
5504
4811
7442
5709
8203
6819
-101
-354
6205
7323
-202
8122
7012
7545
7310
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