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Instrucgoes:

. Este caderno de questoes contém QUATRO folhas, incluindo esta com as instrugoes.
Confira antes de comecar a resolver a prova.

. A prova é composta por TRES questoes. Cada questdo tem o valor indicado no seu
inicio. A prova tem valor total de 100 pontos.

. Use as Folhas de Resposta fornecidas para as resolugoes. Em cada pagina, identifique
o numero da questao que esta sendo respondida na posi¢ao indicada no cabegalho
da pagina. Use somente a parte da frente das folhas de resposta na resolucao, o
verso podera ser utilizado para rascunhos. item A limpeza e a clareza das respostas
serao levadas em consideragao.

. As Paginas de Rascunho devem ser identificadas como tal e nao serao levadas em
consideragao.

D permitido apenas o uso de calculadora nao programavel, Casio fx-82MS, HP10s
-+ ou similar.

. Este caderno dever ser devolvido ao final da prova juntamente com as folhas de
respostas e de rascunhos dentro do envelope disponivel sobre sua mesa.

. O estudante deverd permanecer na sala, no minimo, 90 minutos.

. A prova tem duracao de QUATRO HORAS.
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Questao 1:

Questao 2:

QUESTOES
No modelo de Van der Walls para um gas nao ideal a equagao de estado é dada por

a
(P-%) (V- =AT, (1)
onde P ¢é a pressao do gas, V é o volume total do gas, T é a temperatura, e a e
b sao constantes. A constante b estd relacionada ao fato de que, no gas nao ideal,
as moléculas tem um volume nao despresivel, e o volume ocupado por elas deve
ser subtraido do volume total disponivel. O diagrama P vs V mostrado na figura
ilustra a forma geral da curva representada por uma isoterma. Fisicamente, porém,
Maxwell mostrou que a isoterma real para 7' < T, sendo T, uma temperatura
critica, é obtida substituindo-se por uma linha reta a pressao constante a regiao em
que aparecem os extremos locais nessa curva. A pressao correspondente € tal que as
area acima e abaixo da reta sao iguais. A medida em que a temepratura aumenta, o
intervalo de volume em que o sistema se encontra a mesma pressao para uma dada
isoterma diminui, e para T' = T, o intervalo se reduz a apenas um ponto, chamado
ponto critico.

a) Determine as constantes a e b em termos de T, e P..

b) Sabendo que para a dgua T, = 647 K e P, = 2.2 x 107 Pa, e considerando que
o gas tem N, moléculas, sendo N4 o numero de Avogadro, e que o diametro
de cada molécula é d. determine o diametro da molécula de agua.

Solugao: Da equagao de estado temos PV? — (bP+ RT)V?—aV +ab = 0. O ponto
critico se d4 quando a solucao dessa equacao é uma raiz tripla, isto ¢ P.(V —V,)? = 0.
Expandindo-se esta expressao e comparando-se as duas equacgoes para P = P,, segue

que
o = 2IR*T?
e 2)

T 8P

Sendo b = (47/3)(d/2)3, segue que

1/3
Shide | 10
. Pj 4x 107 m. (3)

Estrelas de néutron sao objetos do universo que sao muito massivos e podem apre-
sentar elevadas velocidades de rotagao, e por isso assumem uma forma ligeiramente
oblata (achatada nos polos), caracterizada pela excentricidade, €, definida por

~ R.— R,
=5

€ (4)
onde R, e R, sao, respectivamente, os raios da estrela nos pélos e no equador. Sendo
T o periodo de rotacao da estrela, M a sua massa e a o seu raio médio, determine
a excentricidade.
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Questao 3:

Solucgao: Para um volume de massa m na superficie da estrela, temos que a energia
potencial é

GMm
Up = (5)
,
e a energia cinética é
Uc = (1/2)mw?rcos*y. (6)

Na superficie da estrela devemos ter Up — UC' constante. Sendo ¢ = 0 no equador
e ¢ = m/2 no polo, temos

GM GM
T (12)me?, (7)
Tp Te
de onde segue que
T w?r3
—~=1 = 8
Tp + 2GM (®)

Substituindo este resultado na equacao da excentricidade, temos

2,.3
1+ 2
Ezw—w]\%_ (9)
1_|_2GM

Como a massa das estrelas de néutrons é muito grande e seu raio é de apenas
algumas dezenas de quilometros, a excentricidade pode ser aproximada para

2,.3
wore

“TooM

(10)

Os elétrons de um atomo se distribuem em torno do niicleo de modo que a densidade
linear de carga é p(r) = o,r2e™"/% sendo o, e R constantes caracteristicas do 4tomo.
Determine:

a) O potencial elétrico correspondente a nivem eletronica em todo o espago.

b) O campo elétrico devido a carga negativa em todo o espago.

¢) A energia total associada ao campo eletronico.

Considere que €, é a impermeabilidade elétrica do vacuo, que
/xZe_‘”dx =—(2+2z+2%e ™", (11)

e que o gradiente me coordenadas esféricas é

10U - 1
VU:a—Uf—i-—a—U@—l— P

or r 00 rsen Op (12)

Solugao: Aplicando a Lei de Gauss numa superficie esférica imaginaria S, de raio
7, temos

/ R,.dS, = 47r*E, = Q(r) /e, (13)
S,
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Questao 4:

e portanto
o
E=_—2¢"R. 14
4me, (14)
Usando o gradiente em coordenadas esféricas, temos a‘g—gf) = —F,, e portanto
UOR —-r/R
o(r) Ime, (15)

Usando (do formuldrio) pr = (€,/2) E? temos

2
ET:% dr(aoR) . (16)

Usando a férmula dada [ 2?e *dx = —(2 4 2z + 2)e™ ", segue

2 p3
lopdis

Er = )
r 32me,

(17)

Uma mangueira emite um jato de agua a velocidade de escape v,. O bico da man-
gueira, de tamanho desprezivel comparado com as distancias relevantes neste pro-
blema, é fixado na origem do sistema de coordenadas, e pode se movimentar apenas
num plano vertical mudando o angulo de inclinacao com a horizontal, #. No intante
t = 0 a torneira ¢ ligada e a 4gua comeca a sair do bico da mangueira. Sabe-se que
em algum momento enquanto lanca dgua a mangueira passa pela posigao 6 = 7/4.
Decorrido um tempo t = ¢; a primeira porcao de adgua lancada pela mangueira toca
o solo, e nesse instante uma fotografia do jato de dgua mostra sua disposi¢ao como
mostrado na figura. O trecho AB é uma parabola, e o trecho OA é uma reta ver-
tical. (a) Qual a posicao inicial, 6,, do bico da mangueira? (b) Qual a sua posigao
final? (c) Qual o instante ¢; em que a fotografia é feita? (d) Qual a equagao que
descreve a velocidade angular § do movimento realizado nesse intervalo de tempo
pelo bico da mangueira, em funcao de v, e g7

Solugao: O problema pode ser resolvido reconhecendo que no instante ¢t em que
a primeira por¢ao de dgua atinge o solo, como foi emitido a um angulo 6 — /4
este corresponde a um ponto da parabola de seguranca. Por outro lado, quanto
a parabola BC' atinge o eixo vertical, este tmbém correspnde ao ponto de alcance
maximo, ja que nao ha agua em pontos superiores aquele na figura. Assim, a
parabola de seguranca corresponde a parabola BC'.

A equacao da pardbola de seguranca pode ser obtido a partir da euqacao geral do

movimento balistico,

g 2

0) = xtgh — 18
y(x,0) = xtg 2 2ot (18)
e maximizando a altura y para um valor arbitrario x, de modo que
P 2
8—‘1; = xsec’l) — %tg@secQH =0, (19)
v

o
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Figura 1: Problema 4: Aspecto do jato de dgua lancado por uma mangueira como foto-
grafado no instant ¢.

de onde segue que o angulo de lancamento para que se atinja o ponto da pardbola
de seguranca na coordenada x é

xtgh = 2. (20)

Com esta condigcao sendo usada na equacao geral da trajetoria, obtemos a equagao
da parébola de seguranca,

ys(r) = 5% — =52, (21)

O instante t pode ser obtido calculando o tempo necessario para que a porcao de
agua langada a # = /2 demora para atingir novamente o solo, e resulta t = 2v,/g.
A posicao final da mangueira é a vertical, e o tempo em que ela permanece nessa
posicao, até o momento da figura, é t' = v,/g, que corresponde ao tempo gasto pela
primeira porcao de agua lancada verticalmente atingir o ponto méaximo.

A parabola AB na figura é formada por porcoes de agua lancadas em instantes 7
diferentes, e o tempo de percurso dessas porcoes de agua é t — 7, e foram lancadas
a angulos 6, diferentes. As equacoes horarias das coordenadas x e y ficam

(22)

{ z(t —7) = vocosl.(t — )
y(t — 1) = vosenb, — (9/2)(t — 7)?,
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e portanto a equacgao da tragetéria do jato pode ser escrita na forma

2
g T
y(x) = atgb; — 20200520, (23)

Como cos 20, = 1 + tg*0,, temos

9

(o) = atgy — (e + (o1g0,)?), (24)
de onde segue que

(@) = [otgb, — L (atgd, ) - 22 (25)

y(z) = [otghr — 5 (xtgf; R

Comparando esta equacao com a equacao da pardabola de seguranca, temos

2
v
xtgl, = =2, (26)
g
e como r = v,cos0,(t — T), segue que
v
senfl, = ———, (27)
gt =)

expressao que descreve como deve variar o angulo de lancamento da agua em funcao
do tempo, 7.

Como o intervalo de tempo para uma por¢ao de dgua emitida no angulo 7/4 atin-
gir o ponto correspondente na parabola de seguranca é 6t = \/§(vo/ g), € como o
correspondente intervalo de tempo para aporgao de dgua emitida no angulo /2 é
dt = v,/g, o amgulo inicial de langamento deve ser 7/4, e portanto o instante ¢ em
que a fotografia é registrada deve ser t = v/2(v,/g). Assim, temos

Vo
senb, = . (28)
g[\/ﬁ(vo/g) - T]
O instante em que o bico da mangueira atinge a posigao vertical é quando
senf, =1 = Yo (29)

g[ﬂ(”o/g) - T] 7

de onde resulta que

= (v2-1). (30)

Daqui se vé que a medida que 7 aumenta o denominador diminui e temos maiores
valores de senfl,. Assim, a posicao inicial da mangueira, em 7 = 0, deve ser 6, = 7/4
e a posicao final em 0y = /2. Como a fotografia é obtida quando a por¢ao de agua
lancada a /4 toca o solo, temos t; = V20,/g, e a mangueira atinge a vertical em

T = \/500/9_”0/9‘
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Questao 5: Isaac Newton ja observava anéis de interferéncia ao encostar uma lente de pouca
curvatura contra um vidro plano. No reflexo, uma sequéncia de cores aparecia e
no centro, apenas uma franja escura. Em uma lamina de sabao vemos as mesmas
sequéncias de cores, mas com luz refletida em vidros, nao. Um interferometro é
feito separando em duas partes a luz de uma mesma fonte, geralmente por meio
da reflexdo na face de uma lamina, desconsiderando a outra (divisao de feixe por
amplitude da onda). Elas sdo recombinadas depois e, dependendo da diferenga de
caminho percorrido, obtém-se as franjas. Mas, com luz branca, um intreferometro
como o de Michelson somente consegue gerar franjas quando o caminho ao longo de
um braco difere somente uns sete micrometros do caminho ao longo do outro braco.
Com lampadas de géds de sédio ou de mercurio de pressao mais baixa que as de
iluminagao de rua se consegue obter interferéncia em caminhos pouco menores que
1m. Nesses casos a luz sai com cor amarela ou verde, respectivamente. Com alguns
laseres se consegue interferéncia com diferencas de caminho de muitos metros. Isto
depende da largura de banda, ou seja, a diferenca entre os valores extremos dos
comprimentos de onda. (c.d.o.).

Modelando uma radiacao luminosa de banda larga a um caso simplificado onde a
consideramos como composta de somente dois valores extremos de c.d.o., encontre
qual é a diferenca de caminho méaxima que pode-se ter em um interferometro em
que possam se ver franjas?

Resposta: Na diferenca de caminho L entra um certo nimero N de c.d.o. do valor
menor, \; , suponhamos ele inteiro, temos entao:

L

N = —
A’

(31)
ou seja, que essa onda interferira construtivamente. A diferenca do nimero de c.d.o.
que entra para o c.d.o. maximo, o Ay, sendo um valor préximo da metade dele,
vai resultar em um encontro de uma parte da onda defasada a respeito da outra.
Sendo essa diferenca meio comprimento de onda, elas vao se anular em interferéncia
destrutiva. Assim, vendo a situagao simultanea para um e outro c.d.o. percorrendo

o0 mesmo caminho, temos:
NA =Ny — \y/2, (32)

ou seja, quando uma brilha, a outra escurece. Ir mudando o caminho, s6 vai mudar
quem brilha e quem nao, mas, em média, a intensidade nao vai passar por maximos
e minimos. Resulta assim de (32):

A
N =) =5 (33)
entao
U V] (34)
LR TN

Entao L = A Aa/(2A)), onde AX = Ay — A2 é um valor limite do caminho que pode
ser percorrido pelas duas radiagoes gerando interferéncia. Como os comprimentos
de onda sao proximos, se nos referirmos a um valor médio, serfa: L = (A\y/2AN)
Nos textos temos um valor duas vezes maior, mas trata-se de uma largura de banda
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Questao 6:

continua e de um critério para indicar quando o contraste das franjas diminui sig-
nificativamente. Dando alguns valores, veriamos exemplos praticos de luz podendo
ser usada em casos de interferéncia.

Um anel supercondutor fino (resisténcia zero) é segurado acima de uma barra
cilindrica magnética, como mostrado na figura abaixo. O eixo da simetria do anel é
o mesmo daquele da barra. O campo magnético simetricamente cilindrico em torno
do anel pode ser descrito aproximadamente em termos das componentes do vetor
campo magnético como B, = B,(1-«az) e B, = B,fr, onde B, , a e # sdo constantes,
e z e r sao as coordenadas de posigoes verticais e radiais, respectivamente.

Inicialmente, o anel nao tem corrente fluindo nele. Quando é solto, ele comeca a
se mover para baixo com seu eixo ainda na vertical. A partir dos dados abaixo,
determine: (a) Como o anel se move nos momentos subsequentes? (b) Que corrente
flui no anel?

Dados:
e Propriedades do anel: massa m = 50mg, Raio r, = 0,5cm, Indutancia L =
1.3 x 1078%H.
e Coordenadas iniciais do centro do anel: z, =01, = 0.

e Constantes do campo magnético: B, = 0.01T, A=2mte B=32m™ .

Figura 2: Campo magnético atravessando anel condutor.

Solucgao: O fluxo magnético total na posicao do anel é devido a duas partes: o
campo magnético externo e aos efeitos da auto-inducao,

®— B,ar2+ LI. (35)

Qualquer mudanca no fluxo magnético induz uma corrente no anel de acordo com

_Ad

[ =—.
r At

(36)
Entretanto, isto deve ser igual a zero ja que a resisténcia 6hmica de um anel super-
condutor é nula. De acordo, o fluxo magnético através do anel deve ser constante,

le.
® = B,(1 — az)wr? + LI = const . (37)
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Questao 7:

A partir das condigoes iniciais (z = 0,1 = 0), o valor da constante é ® = B,mr. A
corrente no anel pode ser determinada usando as equagoes acima o que fornece

arrlz. (38)

A forca de Lorentz agindo no anel (a qual sé pode ser vertical, devido a simetria do
sistema) pode ser expressa como
B,B2m%r3

Fz = —BT[<2)27T7’0 = To =—kz. (39)

A forca de Lorentz é portanto diretamente proporcional ao deslocamento vertical
do anel com o coeficiente de prop. orcionalidade calculavel a partir dos dados
fornecidos. (Este resultado é vélido somente para pequenos deslocamentos, ja que a
inducao magnética nao é adequadamente descrita pelas formulas dadas para os de
deslocamentos grandes).

A equacao do movimento do anel é
ma, = F, —mg=—kz—mg. (40)

Isto significa que o anel realiza oscilagoes harmonicas em torno da posicao de
equilibrio z, = —mg/k com

2(t) — z, = Acoswt , (41)

onde w = \/k/m.

(a) A partir das condigoes iniciais, A = z, e portanto

2(t) — 2o = %(coswt —-1). (42)

(b) A coordenada vertical ndo é nunca positiva, e segue-se que a forga de Lorentz
estd sempre orientada para cima, sendo zero no ponto mais alto da oscilacao. A
corrente flui sempre na mesma direcao em torno do anel. Substituindo os dados
numéricos fornecidos dd w = 31.257' ¢ A = 1em. A dependéncia do tempo da
corrente fluindo no anel pode ser expressa em termos de z(t) como

2
_ Boamr; A

1) = =%

[cos(wt) —1]. (43)

O valor maximo da corrente, que flui no ponto mais baixo da oscilagao, é I,4, =

39 A.

Uma pequena conta (bead) carregada pode deslizar num fio isolante circular, sem
friccao. Um dipolo elétrico pontual é fixo no centro de um circulo com o eixo do
dipolo fixo no plano do circulo. Inicialmente a conta estd no plano de simetria do
dipolo, como mostrado na figura. Ignore o efeito da gravidade, assumindo que as
forcas elétricas sao muito maiores que a forca gravitacional.
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Figura 3: Figura mostrando uma conta ligada a um fio na presenca de campo magnético.

a) Como a conta se move apés ela ser solta?

b) Onde ird parar a conta pela primeira vez apés ser solta?

¢) Como iréd a conta se mover na auséncia do fio?
Solucao: Vamos aplicar a lei da conservagao de energia para uma particula de
massa m e carga Q:

Podemos expressar a velocidade da conta com angulo # como
K
v =1/ —QQ—QCOSQ, (44)
mr

O movimento circular requer uma forca radial com a componente mv?/r. A com-
ponente radial da forga em uma carga unitéria devido ao dipolo (isto é, o efeito da
componente radial do campo elétrico) pode ser calculado como menos a derivada de
um potencial elétrico com respeito a 7,

para /2 < 0 <.

Usando a expressao anterior para velocidade, notamos que Q) Er é justamente igual
a —muv2/r, a forga centripeta requerida.

a) A conta se move em circulo com velocidade v acima.

b) Entdo o fio ndo precisa exercer qualquer for¢a sobre a conta para sustentar o
movimento circular. Se o fio nao estivesse 14, a conta se moveria ao longo do passo
circular até ela atingir o ponto oposto a posicao de partida.

c) A conta pararia naquele ponto, e entao tragar o passo repetidamente, executando
um movimento periédico.

Nota: A dependéncia temporal deste movimento € justamente o mesmo daquele de
um pendulo simples sujeito a gravidade apés ser solto de um deslocamento de 7 /2.



