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PROVA EXPERIMENTAL Ensino Médio
1° e 2° anos.

LEIA ATENTAMENTE AS INSTRUCOES A SEGUIR:

01 — Esta prova destina-se exclusivamente aos alunos do 1° e 2° anos do Ensino Médio.

02 — O Caderno de Resolucdes possui instrucdes que devem ser lidas cuidadosamente antes do inicio
da prova. As resolugdes devem ser transcritas no local indicado no caderno de resolugdes. Respostas
fora do local indicado ndo serdo consideradas.

03 — Leia com aten¢do os ANEXOS A e B, que encontram-se logo depois das questdes da prova.

04 — Todos os resultados numéricos de medidas e célculos devem ser expressos de acordo com as
instrugdes especificas. E permitido o uso de calculadoras ndo programaveis.

05 — A duragdo desta prova ¢ de trés horas, devendo o aluno permanecer na sala por no minimo
noventa minutos.

EXPERIMENTOS COM A LEI DE HOOKE (100 pontos)

Considere a Lei de Hooke. Um experimentador tem a sua disposi¢ao os seguintes materiais, que podem
ser visualizados na Figura A-1 do ANEXO A:

— duas molas idénticas com constante elastica k;

— dez arruelas (massas) idénticas, cada uma com massa m = (5,78 = 0,14) g;

— um gancho para pendurar as massas na(s) mola(s);

— uma haste;

— uma base vertical de madeira equipada com um suporte para molas e escala milimetrada com

precisdo de + Imm.

Para o caso em que se quer determinar experimentalmente a constante elastica £ de uma tnica
mola através da relacdo entre sua elongacdo em func¢io do nimero de arruelas N, com massas
idénticas e conhecidas, anexadas a ela:

l.a — Escreva a equacdo da elongacdo da mola em fun¢do do nimero de arruelas presas a ela. (3
pontos)

1.b — Como pode-se obter experimentalmente o valor de £ em func¢do do nimero de arruelas presas a
mola? (4 pontos)

I.c — Como ¢ escolhido o valor da posicao inicial das medidas (ponto de referéncia) com a mola presa
ao suporte da base, sem nenhuma arruela presa a ela? (3 pontos)

1.d — Como a elongacao da mola ¢ medida no experimento? (3 pontos)

l.e — Como ¢ determinada a incerteza nas medigdes da posicao inicial das medidas e da elongacao da
mola? (2 pontos)
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Tabela 1 Tabela 2 Tabela 3
Numero de Elongacio Nimero de Elongacio Numero de Elongaciao
arruelas (£0,1 cm) arruelas (£0,1 cm) arruelas (£0,1 cm)

1 1,8 1 0,5 1 0,1
2 4,8 2 2,2 2 0,4
3 8,4 3 4,0 3 1,2
4 11,9 4 5,6 4 2,1
5 15,5 5 7,4 5 2,9
6 18,7 6 9,2 6 3.8
7 22,1 7 11,0 7 4,7

8 12,8 8 5,7
9 14,3 9 6,6
10 16,1 10 7,4

Sabe-se que ao serem realizadas associagdes de molas, mesmo que com constantes elasticas
distintas, pode-se interpretar o conjunto de molas como uma Unica mola com constante elastica
equivalente k..

Considere as tabelas 1, 2 e 3, que contém dados de elongag¢do de molas em func¢dao do numero de
arruelas anexadas. Uma das tabelas corresponde a dados obtidos com apenas uma mola. Em outra os
dados sdo para duas molas idénticas associadas em paralelo e outra com dados para duas molas
idénticas associadas em série.

Escreva as equagdes da elongacdo das associacdes de molas em funcio apenas do nimero de
arruelas NV e dos parimetros k, m e g para:

2.a—a associagdo em série. (4 pontos)
2.b —a associagdo em paralelo. (4 pontos)

3. Em um mesmo grafico, coloque os dados das tabelas 1, 2 e 3, com as respectivas barras de erro. (7
pontos)

4. Trace uma reta equivalente para cada uma das curvas, explicando em detalhes o método utilizado e
com os valores numéricos correspondentes. (5 pontos)

5. Identifique no gréfico as curvas correspondentes a cada associacao de molas (uma mola, duas molas
em série e duas molas em paralelo). (5 pontos)

Obtenha o valor da constante eléastica equivalente k. com suas respectivas incertezas, ou seja, calcule k.
+ Ak, para:
6.2 — 0 caso de uma unica mola. (7 pontos)
6.b — o caso de duas molas em série. (7 pontos)
6.c — o caso de duas molas em paralelo. (7 pontos)
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Considere que o valor médio da aceleracdo da gravidade g na terra seja (9,81 + 0,02) m/s?.

7.a — Qual(is) o(s) motivo(s) de as curvas terem inclinag¢des (coeficiente angular) diferentes. (5 pontos)
7.b — Qual(is) o(s) motivo(s) de as curvas terem coeficientes lineares diferentes. (5 pontos)

7.c — Qual o significado de coeficientes lineares diferentes de zero em experimentos com a Lei de
Hooke? (5 pontos)

Uma vez que vocé tenha obtido o valor da constante elastica k£ para o caso de uma nica mola,
considere que este seja o valor padrdo para a constante k£ da mola.

Com base no valor padrdo de £, calcule o valor esperado da constante elastica equivalente k. para:
8.a — a associacdo em paralelo. (5 pontos)
8.b — a associag@o em série. (5 pontos)

Compare os valores esperados com os obtidos experimentalmente, dizendo quanto os valores
experimentais estdo de acordo com os esperados para:

9.a — a associacdo em paralelo. (5 pontos)

9.b — a associacao em série. (5 pontos)

10. Os resultados que vocé obteve nos experimentos confirmam ou contradizem a Lei de Hooke? Por
que? (4 pontos)
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ANEXO A — MATERIAIS DISPONIVEIS E EXEMPLOS DE MONTAGENS PARA
EXPERIMENTOS COM A LEI DE HOOKE
A.1. Materiais e montagens

Detalhe do suporte para molas

Figura A-1: Materiais a disposicao
para realizacdo do experimento sobre a
Base vertical Molas, arruelas, gancho ¢ haste lei de Hooke.

Detalhe da mola e gancho

Figura A-2: Montagem inicial para
Mola simples Mola simples e gancho experimento com mola simples.
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Mola simples sujeita a agdo do peso de  Mola simples sujeita a agdo do peso de Figura A-3: Exemplos de uso da
uma arruela quatro arruelas montagem com mola simples.

Figura A-4: Montagem com molas em
Molas em série Molas em série sob acgdo do peso de série ¢ exemplo de uso com uma
uma arruela arruela.
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Molas em paralelo Molas em paralelo sob agdo do peso de Molas em paralelo sob agdo do peso de
uma arruela quatro arruelas

Figura A-5: Montagem com molas em paralelo e exemplos de utilizagdo.

ANEXO B - TRATAMENTO E ANALISE DE DADOS EXPERIMENTAIS

B.1. Tracado de uma reta estatistica

Em geral os dados experimentais podem ser representados por uma reta estatistica, onde coeficiente angular,
coeficiente linear, R (coeficiente de correlagdo), e ¢ (desvio padrdo) fornecem informagdes importantes sobre
parametros do experimento, qualidade de medidas, e os erros estatisticos resultantes.

Em um grafico de uma reta ¢ necessario saber qual ¢ a varidavel independente e a dependente. A
independente ¢ aquele valor imposto inicialmente, variavel que vocé escolhe inicialmente, e a dependente é o
valor resultante desta imposigdo. Na forma de equago escrevemos como:

Y=a-X+b (B1)

Note que primeiro € colocado o valor de X para depois obter o valor de Y. Entdo X ¢é a variavel
independente e Y a dependente.

Para obtermos os valores do coeficiente angular “a” e do coeficiente linear “6” podemos utilizar o Método
dos Minimos Quadrados, uma Regressao Linear ou o Método Grafico.

B.1.1. Método dos Minimos Quadrados
Considerando que sdo realizadas N medidas de pontos experimentais que se distribuem ao longo de uma
treta em um grafico y vs x, formando um conjunto de dados {(x:,y:),(x2)2),....(xx,pn)}, onde para cada medida y;
ha uma incerteza Ay; = Ay associada a ela, os estimadores do coeficiente angular a e do coeficiente linear b da
equacao:
y=a-x+b (B2)
sdo dados pelas expressoes:

g==1 ! (B3)
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i=N
onde D, p=2. p,
i=1

b=y—ax (B4)
Ja a variancia dos y; é dada por:
2 Z (yi_a xz_b ’
S N> (B5)

A partir destas expressdes, podemos calcular os erros padrao dos estimadores dos coeficientes angular e
linear como:

S

Ag=———— (B6)
\/Z(xi_)_c)z
e
1 X
Ab=S||—+=—"— B7
\/N+Z(xi—)_c)2 ®7

B.1.2. Regressdo Linear

Para 0 mesmo caso em que sdo realizadas N medidas de pontos experimentais (x;,);) que se distribuem ao longo
de uma treta em um grafico y vs x, com incertezas Ay iguais associadas a cada medida de y;, podemos encontrar
os coeficientes a ¢ b para a reta que melhor descreve os pontos experimentais pelas expressoes:

BDIESSDIEPIN
Nfo—(z xi)z

_Z sz yi—z xiz XiYi

b= (B9)

Nfo—(z xi)2

(B8)

com as incertezas Aa e Ab dadas por:

Aa:\/ N )sz (B10)

NZ Xf—(zxi

2%
Nzxf—(z X;

Ab=

)sz (B11)

B.1.3. Método Grdfico
Descrevemos a seguir um método alternativo para estimar os parametros de uma reta, onde as unicas ferramentas
necessarias sdo um lapis (ou caneta) e uma régua (de preferéncia transparente).
Antes de tragar um grafico devemos sempre:
i.  Definir quem ¢ a variavel independente e dependente. A variavel independente sempre deve ser
colocada no eixo x e a variavel dependente no eixo y de acordo com a equagdo y=a-x+b .
ii.  Verificar o intervalo de variacdo dos dados experimentais a serem colocados nos eixos x e y para
ocupar boa parte do espago da folha ou grafico fornecido. Ocupe 0 maximo de espago possivel.
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Dividir os eixos x € y com valores que sejam faceis de serem visualizados. Evite utilizar ntimeros
impares (exceto nimero 5 e seus multiplos), porque ¢ dificil de subdividir.

Nao congestione os eixos x € y com numeros, sempre facilitando a leitura.

Nunca coloque os nlimeros experimentais nos €ixos x ou y, a ndo que seja para chamar a atengdo para
algo especifico.

Definir qual a dimensao (unidade) das varidveis que serdo colocadas nos eixos x e y, na forma de
poténcia se necessario, e escrever abaixo ou no final dos eixos x e y bem legivel.

Colocar os dados experimentais na forma de um ponto para cada par (x,y), um pequeno circulo cheio.
Note que se colocarmos um circulo cheio muito grande para os pontos podera ser dificil adicionar
barras de erros posteriormente, e se os pontos forem muito pequeno sera dificil visualiza-los.

LI I L I LI LI I L I LI
- Quadrante 1 Quadrante 2 -
amax
a
| Amin |
ym *
rad cG
Quadrante 3 Quadrante 4 i
buax
;/ 3 7]
b Xm
Figura B-1: M¢étodo grafico para
buin determinar os coeficientes angular e linear
L1 1 1 I L1 1 | I L1 1 1 L1 1 1 I L1 1 1 I L1 1 1 .
0 0.5 1 15 5 25 3 de uma reta e suas incertezas. As
x (unidade do pardmetro x) incertezas no parametro y sdo todas iguais

as do primeiro ponto experimental.

as barras de erro se forem todas iguais, basta colocar uma vez s6 e anotar o procedimento em um lugar

proximo ao grafico e se forem muito pequena em relago a divisdo da escala do grafico pode ser omitido.
Para ilustrar o método vamos considerar os dados representados na Figura B-1, ¢ seguir os seguintes

passos:

a)

b)

¢)

Inicialmente determine um ponto no meio dos dados experimentais de modo que os pontos estejam
metade para cada lado ao tragcarmos uma linha vertical e horizontal. Este ponto ¢ chamado também de
centro de gravidade dos pontos (CG) no grafico, e € igual a coordenada correspondente aos valores
médiosde x;e yi: (X=x,,, Y=V, ).

Coloque ponta de lapis neste ponto CG e com ajuda de uma régua trace duas retas perpendiculares,
horizontal e vertical, dividindo grafico em 4 quadrantes.

Girando a régua levemente em torno do ponto CG, sempre com ponta do lapis no centro da gravidade
dos pontos, determine uma reta que coloque em torno de 16% dos pontos acima da régua e trace uma
reta, definindo a inclinagdo maxima da reta (a...). Para esta reta, a equagdo que a descreve pode ser
escrita como Y=y, +a,.. (x— xm) .
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d) Novamente, gire em sentido contrario ¢ agora deixe 16% dos pontos abaixo da régua e trace uma reta,
definindo a inclinagdo minima (a.). Esta reta pode ser descrita pela equagdo y=y,+a,.;, (x— xm) .

e) Prolongue as duas retas ja definidas até que elas cruzem o eixo y em x = 0 para determinar os pontos de
interceptagdo de cada uma delas com o eixo y. Obtenha os valores de b,. para a reta de menor
inclinagdo e de b,., para a de maior inclinacdo e, em seguida, obtenha o ponto médio entre os pontos
méximo e minimo de interceptagdo b=(b . +bmin)/2 -

f) A partir do ponto (0,b), trace uma reta passando pelo ponto (x,.,y.), onde se cruzam as retas de inclinagdo
maxima e minima, obtendo assim a reta média.

Note que na regido delimitada pelas retas de inclinacdo méxima e minima ficam aproximadamente 68% dos
pontos experimentais em concordancia com o conceito de desvio padrdo para uma distribui¢do normal. No
exemplo mostrado na Figura B-1, dos 22 pontos experimentais, 15 (68,18 %) estdo confinados entre as retas de
inclinagdo maxima e minima.

Os valores numéricos a reta média podem ser obtidos utilizando-se as expressoes:

a:%(amax-'-amin) 5 b:%(bmax-l-bmin) (Blz)
com suas respectivas incertezas dadas por:
Aa=—o1 a Ab=—1_ 18 e = Boin (B13)

2W |amax mm| ’ 2\/(—]\[)

Perceba que os valores das incertezas sdo inversamente proporcionais & raiz quadrada do numero de
medidas N, assim, quanto maior nimero de medidas, menor o erro correspondente.

O método grafico pode ter algumas varia¢des, sejam na execugdo ou nos resultados obtidos por cada
experimentador. Porém € necessario que em torno de 68% dos pontos experimentais fiquem confinados nas retas
de inclinagdo maxima e minima (note que se tivermos 10 medidas isto pode significar 6 ou 7 medidas). Quanto
maior o numero de medidas, mais preciso se torna o método.

Se os pontos t€m barras de erros diferentes, siga 0 mesmo procedimento descrito, mas levando em
consideragdo os pesos relativos de cada ponto. O peso de cada ponto deve ser aproximadamente proporcional ao
inverso da barra de erro.

B.2. Algarismos Significativos

REGRAS

1. Os erros das medidas s@o representados sempre com um algarismo significativo. Exceto quando o algarismo
significativo for os nimeros 1 ou 2, utilizamos dois algarismos significativos.

2. Primeiro obtemos o valor do erro para depois obter a posi¢do do ultimo algarismo significativo do valor
principal.

3. O valor principal deve sempre ter seu ultimo algarismo significativo na mesma casa do ultimo algarismo
significativo do erro.

4. O valor principal e o seu erro devem sempre estar na mesma poténcia.

5. Os erros lidos diretamente nos instrumentos, ou fornecidos pelo fabricante, sdo escritos apenas com um
algarismo significativo, exceto se vier com 2 algarismos escritos no instrumento.

6. Para arredondamento: de 0,000 até 0,499 mantém-se o Gltimo algarismo significativo. De 0,500 até 0,999
acrescentamos uma unidade ao ultimo algarismo significativo.

7. O numero zero colocado a esquerda do valor principal ou do erro nao ¢ algarismo significativo, mas colocado
a direita ¢ um algarismo significativo do nimero.
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8. Para o efeito de calculo, trabalhamos com todos os nimeros disponiveis no instrumento, mas a representacao
final sempre deve obedecer as regras acima.

B.3. Propagacio de erros em um calculo matematico
Quando obtemos qualquer medida experimental, sempre teremos o envolvimento do erro da medida. Ao
realizarmos calculo com essas medidas terd uma propagacdo destes erros e o resultado também deve ser
representado com um erro.

Se tivermos duas medidas do tipo, x £ Ax, ¢ y = Ay, e realizarmos uma operacdo matematica qualquer, o

resultante f{x,y) também terd um erro Af{x,y). O valor do erro Af{(x,y) pode ser obtido pela equagao:
1/2

2 2
A7 )=|| L] (axpe| SL  (ayy (B14)
0x oy
onde O f/0z ¢é a derivada parcial da fungdo f com relacdo a variavel z (z corresponde a x ou y, na expressio

B14).
Para um calculo rapido e simplificado, apresentamos na Tabela B-1 uma lista de formulas para operagdes

mais comuns.
Tabela B-1: Exemplos de expressodes para calculos de propagacio de erros.

W= w(X, Y, Zyees) Expressao para a incerteza o,
— 2__ 2 2 2
w=x+tytz+t... 0,=0,+0 ,+0.+...
m 0—|mxm_l‘0 ou &—mﬂ
wW=X w x w X
o, |o
— wl__ X
w=ax O“W—|a‘0“x ou [(—|=|—
w X
_| ‘ OW_OX
w=ax+b o,=lalo, ou |—|=—
w X
o, (0.\ (o,V
— 2 2 2 2 2
w=axy o,=(ay)’ o;+(ax)’c) ou || =|—=|+=2
w X y
2 o,V (0. (0,
X 2_|a 2 X 2 )
w=a = 0,=|—| oy+a=| o, ou |—|=—|+—
y w X y
o,\ o\ [ o,
2 -1 2 2 -1\2 2
w=ax’ y’ o, =(apx""" Y or+(ax" gy Vo, ou || =|p—| +{g—
w X v
w=a sen(bx) 0, =|abcos(bx) o, —com bx e bo, em radianos

B.4. Precisao e exatidao de medidas
Dado um conjunto de N medidas de um determinado pardmetro, podemos verificar duas relagées importantes em
relacdo a elas: a precisdo ¢ a exatiddo das mesmas.

A precisdo indica o quanto as medidas efetuadas estdo proximas umas das outras. Ja a exatiddo indica o
quanto o valor medido experimentalmente estd préximo do valor real ou esperado ou de referéncia. Uma
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maneira de representar graficamente os conceitos de precisdo e exatiddo ¢ mostrado com o exemplo do “tiro ao
alvo”, onde um atirador quer acertar o centro do mesmo, que equivale ao valor de referéncia. Na Figura B-2
podem ser vistos as situagdes possiveis:
— em a): ndo houve precisdo nem exatiddo, pois todos os tiros acertaram pontos distantes do centro do alvo
¢ entre si;
— em b): houve precisdo, pois os tiros acertaram pontos bem proximos uns dos outros, mas ndo houve
exatidao, pois os pontos estdo distantes do centro;
— em c¢): houve uma boa exatiddo (tiros proximos ao centro), mas a precisao ndo foi tdo boa, pois os tiros
acertaram pontos distantes entre si;
— em d): houve exatiddo e precisdo, pois os tiros acertaram pontos muito proximos ao centro ¢ também
proximos entre si.

a) Impreciso e inexato b) Preciso mas inexato c¢) Exato mas impreciso d) Preciso e exato

Figura B-2: Representacgdo grafica dos conceitos de precisdo e exatidao.

Podemos estimar quantitativamente a precisdo de uma medida w, que possui uma incerteza Aw, através da
expressao:

AWl 1009% (B15)
w

Quanto mais baixo o valor obtido com B15, maior a precisdo da medida.
Se um parametro w possui um valor de referéncia w,.; mas experimentalmente foi obtido o valor wey,, a
exatidao da medida pode ser obtida pela expressao:
Wea ™ Wewl 1009 (B16)
Wref
De um modo geral, podemos utilizar as expressdes B15 ¢ B16 em conjunto com a incerteza de uma
determinada medida para dizermos se a mesma foi boa ou ruim.

B.5. Incertezas dos instrumentos de medida
De um modo geral, a incerteza de uma medida € proporcional a escala do instrumento de medicao. Por padrao,
adota-se como incerteza na medida o valor correspondente a metade da menor divisdo do instrumento. Nos casos
em que o instrumento ndo € confidvel ou se a escala ¢ de dificil leitura, pode-se adotar como incerteza na medida
o valor correspondente a menor divisdo do mesmo.
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