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Abstract

FORTRAN program developed for a Mathematical-Physics undergraduate course level is
presented. This program can be used to obtain high accuracy values of special functions
with computational time relatively small. Students who now how to program can be use
this article and develop their own program to calculate special functions or modify our
program to improve their knowledge about special functions properties. The programs pre-
sented are based on definitions, recurrence relations or mathematical relations as simple as
possible, associated to the functions, to be useful as an auxiliary educational tool. Program-
ming procedure to avoid numerical convergence problems on Bessel and Neumann function
calculation are also discussed.

Resumo

Apresenta-se um programa, em linguagem FORTRAN, desenvolvido para disciplina de
Fisica Matematica a nivel de graduagio. Este programa pode ser usado para obter valores
numéricos das fungoes especiais com grande precisio, gastando-se um tempo computaci-
onal consideravelmente pequeno. Os estudantes que dispéem de algum conhecimento de
programagio também podem usar as discussdes aqui apresentadas para criar seus proprios
programas para cilculo de fungoes especiais, ou modificar o programa apresentado para au-
mentar seus conhecimentos em relagio as propriedades dessas fun¢des. Os programas aqui
apresentados sio baseados nas préprias definigdes ou em férmulas matematicas mais simples
possiveis associadas as fungdes, a fim de servir de material complementar ao ensino. No de-
correr do artigo, discute-se alguns cuidados que devem ser tomados durante a programagéo
de fungdes de Bessel e de Neumann, de modo a evitar problemas de convergéncia numérica.

1. Programa Principal

O programa discutido neste artigo ¢ formado por
uma série de fungbes-subrotinas acessadas por um pro-
grama principal. O programa principal ¢ usado ba-
sicamente para gerenciar o uso das diferentes fungoes
especiais, de forma interativa, semelhante a uma calcu-
ladora cientifica.

Neste programa, apresenta-se um breve cabegalho,
e em seguida, a lista de fungdes disponiveis. Uma vez
escolhida a fungiio, sio solicitadas as informagoes es-
pecificas da fungdo, e o valor do argumento. Apéds o

cilculo da fungao, é dada a opgdo de novo cilculo de
fungdo ou de encerrar a execugao do programa.

A primeira fungio listada no programa ¢ a fungao
fatorial, que discutiremos juntamente com as fungdes
de Bessel.

2. Fungoes de Bessel

Em problemas envolvendo solugdes da “Equagio da
Onda™ (v. ref.[1], p. 336)
1 8%

Vig= i (1)
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e “Equagao da Difusao” (v. ref. [2] p. 437)

2, 18¢
V== x (2)
Em coordenadas cilindricas, temos as equagdes di-
ferenciais de Bessel

d dP
”ﬁ( ?F) +(nlp-—ml) P=0 (9

como resultado da técnica de separagio de varidveis,
com:

¥(p,0,2) = P(p)O(0)2(z) (4)

As solugdes da equagio diferencial de Bessel podem
ser escritas como uma combinagio linear de funcées de
Bessel de primeira espécie e de segunda espécie, esta
ultima, também conhecida como fung¢des de Neumann.

3. Fungoes de Bessel de Primeira Espécie

Para programar as fungdes de Bessel, podemos fazer
uso da definigiio sob a forma de expansio em série de
poténcias, (v. ref. [1], p. 360 ou ref. [2] p. 575)

= -=]1)* ryn+2s
Inlz) = X_; Jlfn +)5)! (5) (5)
na medida que, em principio, tal definigio pode ser
usada para fungoes de Bessel de qualquer ordem, tanto
positiva quanto negativa, tanto inteira quanto nio-
inteira. O uso desta definigio é particularmente 1itil
para valores pequenos de .

3.1 Estratégias de Programagio

O primeiro cuidado que se deve ter antes de comegar
a programar um algoritmo qualquer, é evitar a di-
vergéncia numeérica em cdlculos intermedidrios. No
nosso caso especifico, discutimos algumas formas de evi-
tar certos problemas que podem surgir durante a pro-
gramagao dos algoritmos.

Funcao fatorial

Ao calcular uma fungio a partir da expansiao em
série, muitas vezes ¢é possivel identificar a presenca
de fungdes que, isoladamente, divergem rapidamente,
como é o caso da fungio fatorial. Mas o programador
mais atento percebera que a divergéncia numérica de-
vido ao fatorial na maioria das vezes pode ser evitada
programando diretamente o inverso do valor da fungio
fatorial, no lugar do fatorial, propriamente dito. Sendo
assim, podemos definir uma fungao subrotina que cal-
cula o inverso do valor da fungio fatorial.
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Fungao z"

A presenga de fungdes do tipo z" na expansdo
em série também podem acarretar problemas de con-
vergéncia numeérica.
atengiio, pode-se observar que na maioria das vezes na
expansao de fungao em série de poténcia, tem-se a razio
entre a fungio =" e a fungao fatorial. Sendo assim, uma
forma de se evitar divergéncia numérica, é calcular a
razio entre as duas fungoes diretamente, sem a neces-
sidade de calcular cada fungio isoladamente. Isso pode
ser feito, se observarmos que a fungdo fatorial (de um
nimero inteiro) pode ser escrito como o produto de n
termos e a fungiio z" também pode ser expresso como
o produto de n termos, de modo que podemos escrever:

Mas, com um pouco mais de

zMif 121 (J:,-) (6)
n! =1 i
onde z; = z , para qualquer-valor de i entre 1 e n.
No caso especifico da fungéio de Bessel, tem-se a pre-
senga de fatorial na forma: (n + s)!. Aplicando a regra
de recorréncia:

2= z(z—1)! (7)

que é vilido para qualquer valor de : real, podemos
escrever:

(n+s)!= n!f[(i +n) (8)
i=1

Sendo assim, a expansio em série para a fungio de
Bessel eq.(5) pode ser escrita na forma:

@)= ELE Sy [T (g

=0 i=0 Yk

onde w; no produtério ¢ igual a /2 para qualquer valor
de i.

Usando a equagiio (9), pode-se programar as fungoes
de Bessel de ordem inteira nio negativa reduzindo pro-
blema de divergéncia numérica. Para as fun¢es de or-
dem inteira estritamente negativa, pode-se adotar uma
das duas estratégias a seguir; uma ¢ usar a definigio de
que o valor do inverso da fungio fatorial de nimeros
inteiros estritamente negativos é identicamente nulo, e
a outra €, usar a relagao existente entre as fungdes de
Bessel de ordem inteira positiva e negativa.

J-n(z) = (=1)"Jn(z) (10)

Adotamos a segunda estratégia neste programa.
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Table 1: bg(x) - Teste de convergéncia para z = 6

n Sn

1 9.0000000000000E+00
2 2.0250000000000E+01
3 2.0250000000000E+01
4 1.1390625000000E+01
5  4.1006250000000E+00
6 1.0251562500000E+00
7 1.8829400510204E-01
8 2.6478844467T474E-02
9 2.9420938297194E-03
10 2.6478844467T4T4E-04
11 1.9695008281593E-05
12 1.2309380175995E-06
13 6.5552912179857E-08
14 3.0100827021363E-09
15 1.2040330808545E-10
16 4.2320287998792E-12
17 1.3182131210696E-13
18 3.6617031140823E-15
19 9.1288997303991E-17

2 (=1)"sn
-8.0000000000000E+-00
1.2250000000000E+-01
-8.0000000000000E+-00
3.3906250000000E+00
-7.1000000000000E-01
3.1515625000000E-01
1.2686224489796E-01
1.5334108936543E-01
1.5039899553571E-01
1.5066378398039E-01
1.5064408897211E-01
1.5064531991013E-01
1.5064525435721E-01
1.5064525736730E-01
1.5064525724689E-01
1.5064525725113E-01
1.5064525725099E-01
1.5064525725100E-01
1.5064525725100E-01

Um dltimo ponto que merece discussio refere-se ao

fato que na expansio em série o nimero de termos é
infinito, mas em programagio numeérica torna-se ne-
cessirio fazer um truncamento, levando-se em consi-
deragio, um compromisso entre a precisio numeérica e
a performance computacional. A solugio que adotamos
foi o de estabelecer um niimero superestimado de ter-
mos na expansao (no caso, 10000 termos), mas com um
teste do valor de cada termo da expansio, durante o
processo de soma. Assim que o valor do n-ésimo termo
da expansio atinge um certo valor a série ¢ truncada
automaticamente. No programa colocado a disposigio
do leitor, foi fixada uma precisio da ordem de 10-17. O
niimero de termos necessirios para atingir tal precisio

In(z!) = -ln2:+(

onde By, sio os nimeros de Bernoulli, definidos a par-
tir da expressio(v. ref.(2] p. 327}

B..z
== (12)

3 s

¢ consideravelmente pequeno (da ordem de 20 termos
ou menos como pode-se ver na tabela 1).

No caso das fungdes de Bessel de ordem nao-inteira,
também é possivel usar a mesma expansio em série.
Por conveniéncia, definimos uma nova fungao subrotina
para essas fungoes de Bessel. Agora a dificuldade é a
programagao da fungdo fatorial (ou do inverso do valor
dessa fungao) para argumentos reais.

3.2 Funcao Fatorial

Uma forma simples e razoavelmente eficiente de
programar o fatorial de um nimero real é através da
formula de Stirling. (v. ref. [2] p. 556)

_.2(211)(2!!-1) Lo (an

[

que podem ser obtidos por comparagio dos termos das
expansoes em série. Na tabela 2, apresentamos alguns
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valores dos nimeros de Bernoulli.

Os niimeros de Bernoulli também podem ser obtidos
a partir da expressio(v. ref.[2] p. 328)
n-1 o0
By, = et 2n(2")!2p"" g n=1,2...
(27) =1
(13)

A férmula (11) permite o cileulo do fatorial com
pelo menos 10 digitos significativos, se truncarmos a
expansio no vigésimo termo da série, como colocado no
nosso programa. Quanto a forma de programar, é con-
veniente levar em consideragiio, a possibilidade de agru-
par as duas fungGes exponenciais dentro de um mesmo
argumento, de modo a evitar erros numéricos que po-
dem ser introduzidos ao multiplicar um mimero muito
grande por um niimero muito pequeno.

Um ponto importante na programagio da fungio
fatorial é assegurar que os valores obtidos tenham o
mesmo grau de precisao. A estratégia para isso, é o de
se calcular a fungio dentro de um intervalo conveniente
(entre 9 e 10), e obter o valor da fungio fora desse in-
tervalo, através da regra de recorréncia. Para valores
inteiros, pode-se aproveitar o programa discutido ante-
riormente.

3.3 Teste da expansio da em série

Para testar o programa desenvolvido, pode-se com-
parar os resultados numeéricos com os valores apresen-
tados em manuais de tabelas e fungdes especiais (v.
ref. [3]). O programa discutido neste artigo reproduz
os resultados numéricos do manual citado acima, em
todos os quinze digitos apresentados na tabela, para a
fungdo de ordem zero quando se usa programa em pre-
cisao dupla, para valores de argumentos pequenos, até
valores préximos a 6 (v. tabela 1).Mas o erro numérico
torna-se extremamente elevado para argumentos supe-
riores a 40. Cabe salientar que tal erro nio decorre do
truncamento da expansio em série, mas sim do fato que
para tais valores de argumento, termos intermedidrios
da série assumem valores superiores a 10'%, a0 passo
que o resultado da soma da série ¢ da ordem do valor
unitdrio, o que provoca erros nuéricos da ordem de cem
porcento, quando se usa programa em precisio dupla.
Para confirmar que tal erro realmente decorre da pre-
cisio dos cdlculos, apresentamos na tabela 3 os valores
de alguns termos da expansio em série para x = 40.

4. Limite Assintético

Como vimos, para valores grandes do argumento,
o problema de erros numéricos no cilculo da fungio
através da expansio em série torna-se cada vez mais
acentuados devido ao fato de ser necessirio realizar
soma e subtragio de termos muito grandes com ter-
mos muito pequenos. Felizmente as fungdes de Bessel
atingem um comportamento assintético muito rapida-
mente (para valores de argumento da ordem de 10 ou
menos). Sendo assim, é possivel usar a férmula para o
limite assintético da fungio de forma satisfatéria. (v.
ref.[2] p. 619)

Julz) = \/wz [P.(z) cos€ — Qu(:)oeng]  (14)

onde:

5:.--(»4-%)% (15)

sendo P,(z) e Q.(z), as séries: (v. ref.[2] p. 345)

n
- il [w-(za- 1)’]
+Y e n a=1
P.(z) 1+§( 1) BT

(16)

A i [1v2 - 25 177]
ol g+ 1)+l a=1
Qu(2) 2‘1( ey (L
com
n=4?
—r<argz <«

de fato as séries P, (z) e Q,(z) sdo divergentes, se consi-
deradas como séries infinitas, mas para valores suficien-
temente elevados de z, pode-se obter o valor assintético
da fungdo com um grau de precisio desejado, para uma
expansio limitada das séries. (v. ref.[2] p. 343)

Testes comparativos entre a forma assintdtica e va-
lores tabelados (v. ref. [3] p.392), nos leva a concluir
que ji em valores de argumento da ordem de 10, o
erro cometido ao se cilcular o valor da fungio a partir
da férmula para o limite assintético é inferior a 10~° |
atingindo-se a precisio maior que 1072, para valores
do argumento superiores a 17.
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Table 3: Teste de convergéncia para z = 40

n 8y
3 LITTTITTTTTTT8EA4A06
9 1.9907368525828E+12
15 6.2791469610199E+14
21 1.684B917145936E+15
27 1.5103372438453E+14
33 9.7860704046731E+11
30 7.2638941691798E+08
45 B.6511907430736E+04
51 2.1075001099382E+00
57  1.2645392620733E-05
63 2.1642400341068E-11
GO 1.1899400498225E-17

n Sn

6 7.9012345679012E+409

12 7.3121647477790E+13
18 1.6764777865938E+15
24  7.3118698351168E+14
30 1.6386250509952E+13
36 3.4120314559543E+10
42 9.7985814096451E4-06
48 5.1411705074504E+02
54 6.0898064306054E-03
60  1.9197725646046E-08
66 1.8374310395737E-14

5. Férmula de recorréncia

Para o leitor descontente com a baixa precisao dos
cilculos na faixa intermedidrias de valores do argu-
mento (entre 6 ¢ 18), existe a opgiao de calcular as
fun¢oes de Bessel de ordem inteira usando a férmula
de recarrencia (v, ref, [2] p. 576)

2n

Jn-1(2) + Jngr (x) = ';Jn (x) (18)
no caso, escolhe-se um valor para n suficientemente ele-
vado (para a precisao de 107'%, n = 30 ¢é o suficiente),
a0 qual associa-se o valor Jy, 4y (2) = 0 ¢ um valor a,
consideravelmente pequenc para J, (z). Em nossos tes-
tes a = 10% ¢é o suficiente para evitar problemas de
divergencia pumérica. O valor de J,,_; (z) pode ser
calculado usando-se a regra de recorrencia e os valo-
res das fungoes de Bessel de ordens inferiores também
podem ser obtidas aplicando-se a mesma férmula de
recorrencia. Como a é arbitrario, todos os valores de
Jys (2) caleulados estarao multiplicados por um fator ar-
bitrario em comum. Este fator pode ser determinado
usando-se a condigio(v. ref.[2] p. 577)

Jo(@) 42 Jam(2) =1

m=1

(19)

Para obter a precisio numérica do cdlculo realizado,
basta repetir © mesmo procedimento acima, tomando-
se um valor n' = n = 3, de modo que Juiyy (z) = 0.
Uma vez obtido o valor da fungio de Bessel desejada,
compara-se a diferenca entre os dois cilculos (v. ref.[2]
p. 577). Os resultados apresentados na tabela 4 foram
obtidos a partir do procedimento descrito acima.

Tabela 4: bo(z) - Teste de convergéncia para r = 12
usando regra de recorréncia

n Jo{z)e=12 erro

4 4.3750000000000E-01  -8.4169307654803E-01
8  -5.7040656080963E-01 4.3771589294820E-01
12 -1.1703864997278E-02 6.0093491580376E-02
16 4.8008227153057TE-02  -2.8899000191402E-04
20 4.7694583836821E-02  -5.0812178547660E-06
24 4.7689334053994E-02 -2.2658044912527E-08
28 A.7TGBO310850156TE-02  -5.2205017596368E-11
32 ATGROZIOTIGO04E-02  -6.8972605404838E-14
36 A.7689310796834E-02 -8.3266726846887E-17

Para finalizar as discussdes referentes acs cilculos
da fungdo de Bessel a partir das diferentes formulas dis-
poniveis, apresentamos na tabela , uma comparagio dos
resultados obtidos a partir da férmula de recorréncia,
expansio em série ¢ limite assintético. Como esperado,
podemos perceber uma boa precisiio dos resultados ob-
tidos a partir da expansio em série para valores peque-
nos do argumento da fungdo e boa precisao dos resul-
tados obtidos a partir do limite assintético, no caso de
valores elevados do argumento da funcio.

Em termos de tempo de processamento, a pro-
gramagio aqui apresentada pode ser considerada ine-
ficiente quando comparado com algoritmos especial-
mente desenvolvidos para cilculo das fungges de Bessel,
tais como os programas que expandem as fungdes de
Bessel em forma polinomial. Alguns testes realizados
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Tabela 5: bo(x) usando a regra de recorréncia e comparagao com o erro cometido ao usar a expansio em série e 0

limite assintético

Jo(t)

€rro: exp. em série

erro: lim. assintdtico

F
1 7.65197686557T97E-01
4 -3.9714980986385E-01
7 3.0007927051956E-01
10 -2.4593576445135E-01
13 2.0692610237707E-01
16 -1.7489907398363E-01
19 1.4662943965965E-01
22 -1.2065147570487E-01
25 9.6266783275958E-02
28 -7.3157010549000E-02
31 5.1208145304542E-02
34 -3.0421191021793E-02
37 1.0862369724900E-02

40  7.3668905842372E-03

1.1102230246E-16

-3.1635462905E-02

0.0000000000E+00  -1.8954901574E-05
5.7731597280E-15  -2.3658848380E-08
-1.7347234759E-14  -3.41209643555E-11
1.5097090244E-12  -5.0154325137E-14

1.3805345755E-12

1.1102230246E-16

-3.5800734828E-12  -5.5511151231E-17
9.7139852689E-09 8.3266726846E-17
1.4987325538E-07  -4.1633363423E-17
-2.4772830062E-06 1.9428902930E-16
1.0726715355E-04  -2.0122792321E-16
4.4309265498E-04  -4.3021142204E-16
7.6088389931E-03 3.4174052476E-16
-4.8656427167E-01  -2.8796409701E-16

por nds indicam que nossos algoritmos demoram cerca
de duas vezes mais do que os programas que usam a
expansio polinomial (v. ref. [4] p. 232). Mesmo as-
sim, nosso programa pode ser considerado competitivo
quando usado em microcomputadores 486 ou mesmo
386, na medida que cada resultado solicitado demora
uma fragio de tempo consideravelmente pequena (da
ordem de milésimo de segundo ou menos), com a van-
tagem adicional de ser possivel obter o resultado com
o grau de precisio desejado, sem a necessidade de uma
pesquisa aprofundada em bibliotecas de subrotinas. De
qualquer maneira, nosso programa nao tem a finalidade
de competir com os melhores programas desenvolvidos
para calculo de fungdes especiais, mas sim o de servir
de material para estudo das propriedades das fungdes
especiais.

6. Funcao de Neumann

A programagio das fungio de Neumann, pode ser
feita a partir da definigao (v. ref.[4] p. 230)

cosvwl, (z) = Joy (z)

Ny (3) & senvw

(20)

no caso de fungdes de ordem nao-inteira ou a partir da
equagao

Nn(z) = An(z) — Ba(z) — Ca(2) (21)

para o caso de fungdes de ordem inteira, onde: (v. ref.[2]
p- 598)

An(z) = [ (3 )+1--Ep ] Ja(z)  (22)

1 — “zf2 L e
Bue) = £ -y G Z[

PP+

Calz) = E {(n—r - 1)l ( i " ()
r:D
onde 7 é a constante de Euler-Mascheroni (v. ref.[2] p.
284)

A programagdo das fun¢des de Neumann de ordem
inteira segue basicamente a mesma estratégia de pro-
gramagio adotada durante a programagio das fungdes
de Bessel de primeira espécie e, naturalmente, a pro-
gramagao das fungoes de Neumann de ordem néo in-
teira é realizada aproveitando-se das fungoes de Bessel
previamente progamadas. Mais uma vez, tal procedi-
mento de programagio “esbarra” na limitagdo de pre-
cisdo numérica no limite de grandes valores do argu-
mento da fungdo. Neste iltimo caso, podemos usar a
expressao para o limite assintético (v. ref.[2] 619)

M) = [ Z (Pa(eJsent + Qu(e)cose] (25

onde §, P, e Q,, sio os mesmos das equagdes (15),
(16) e (17), respectivamente, apresentados durante as
discussdes relativas ao limite assintético das fungdes de
Bessel. ¥

7. Funcgoes esféricas de Bessel e de Neumann

Para programar a fungéo esférica, optamos em utili-
zar as formas polinomial-trigonométrica, para a fungio
esférica de Bessel, (v. ref.[2] p. 630)
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=]

; 1 nw nm 1
in(2)= 7 [sen (~ - '2—) Pin (-) + cos (t = -2—) P2n (;)] (26)
c (=1 1 1
- nx nx :
na(z)= - [cm (: S —2—) Pin (;) + sen (z + T) Pan (-;)] (27)
onde i A
(1) R gy (i 2t as)
milzis e eE, Ty P
P \Z) T & @) en)” (n-20)!
e
(1) S e a1 (na 201 )
Pl & {28+ )12 (n—2s— 1)1
[
8. Fungoes de Bessel modificadas K.(z)= %,‘Hl [Jy (iz) +iN, (i) {33)
As funges de Bessel modificadas, particularmente Para z real, podemos escrever
util em problemas de difusao, pode ser obtida a partir
da fungio de Bessel, multiplicando-se o argumento real Ko (0)= T I_., (z) -1, (z) (34)
por i(v. ref.[2] p. 610) H senpw
1, (kp) = J, (ikp). (30) para v inteiro, devemos tomar o valor limite
Em termo da expansiao em série temos: Kn(z) = Fa(z) + Ga (2) + Ha () (35)
e 1 r\ Jakw
= — d
I, (z) ga!(1+u)! (2) (31) onde
] 12y 2 (n=k—=1)1 ( z?\*
vilido para qualquer valor de v. Fa(z)= 3 (5) E v e b (36)
A segunda solugao para o problema de difusio pode k=0 ¢
ser dada a partir da equagio de Hankel modificada, na A
forma (v. ref.(2] p. 612 ou ref.[4] p. 236) Gn(z) = (=1)""'In (5) In(2) (37)
K, (z)= %i’*“HE”(:‘:) (3 e
il
l) n+k 47 1 k
=@ E e S e (9) o
|
9. Fungoes de Bessel esféricas modificadas p. 633)
- =
in(2) = /57 Tnv1/2(2) (39)
A programagio das fungdes esféricas modificadas 2
ky (2) = \/ 2 Ene1/2(2) (40)

podem ser obtidas a partir das relagdes: (v. ref. [2]
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10. Polinémios de Legendre

Dados os polinomios de Legendre de ordem mais
baixa,
Py(z)=1 (41)

Pi(z)=12z, (42)

pode-se calcular os polinomios de ordem superior,
usando-se a férmula de recorréncia, (v. ref.[d] p. 646
ou ref.[1] p. 349)

Pas (2) = =7 (@0 D) 2Pa (2) = nPacs (2)] (43)

11. Polinémios associados de Legendre

Para os polinomios associados de Legendre, deve-
mos tomar alguns cuidados de modo a preservar a pre-
cisdo dos resultados. Para efeito de cilculo, um bom
procedimento é (ver ref.[4] p. 253 ou ref.[1] p. 378)

(I=m) P = (2 = 1) P, — (I4+m— 1) P, (44)

Os valores iniciais podem ser calculados com auxilio da
expressao

P7 = (=1)™(2m - 1)1t (I i za)mh (45)

303

onde
@m-Y=(2m—-1)-(2m-3)-...-3-1  (46)

usando a equagio (44) para-l = m + 1 e considerando

que P'_, =0, temos

Po,=z(2m+1)PD (47)

12. Polinémios de Hermite

Dados os polinomios de Hermite

Ho(z)=1 (48)

Hy(z) =2z, (49)

podemos calcular os polinomios de ordem superior
usando a regra de recorréncia (v. ref[2] p. 712 ou
ref.[1] p. 475)

Hpygr () =2zH, (z) = 2nH, oy (2) (50)

13. Polinémios de Laguerre

Os polinomios de Laguerre também podem ser cal-
culados a partir de uma regra de recorréncia (v. ref.[2]
p. 724)

[(1 = 2) Ly (2) = Ln-1 ()]

Lt (2) = 2Ln () = Ln-1 (2) - o (51)
na medida em que se conhega os polinomios de ordem mais baixa,
Lo(z)=1 (62)
c
Li(z)=-z+1 (63)
14. Polinémios associados de Laguerre
Os polinomios associados de Laguerre podem ser calculados diretamente da expressao (v. ref. [2] p. 725)
n
k ik, —_1ym (n+ k)! m Pl
L“(z)-EE;( 1) TR T > —1. (54)
ou entdo, a partir da regra de recorréncia
S Ay k
(e (2n+k+1-2)L,(z) = (n+k) L., (2) (55)

(n+1)
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usando o fato que

LE(z)=1 (56)

Li(z)=-z+k+1 (57)

15. Consideragoes finais

O uso de computadores pessoais de boa performance
permite obter resultados numéricos para as funcoes es-
peciais com grande precisio. No programa colocado
a disposigio dos leitores, tanto o programa-fonte, em
linguagem FORTRAN, quanto o modo executdvel po-
dem ser obtidos por carta enderecada ao autor. O
programa-fonte também pode ser obtido através de
correio eletronico, enviando a solicitagio ao enderego
eletronico: nilo@fis.unb.br

Cépias deste programa também estio a disposigio
na secretaria geral da SBF. Cabe salientar que o
programa-fonte pode ser compilado em grande parte
dos computadores, desde microcomputadores a siste-
mas de grande porte sem grandes problemas de com-
pilagiao. Porém, deve-se levar em consideragao as dife-
rengas intrinsecas dos compiladores, o que pode levar
a resultados com precisao diferente em maiquinas dife-
rentes. Por exemplo, ao compilar o programa usando
o compilador {77 do sistema VAX/ultrix, deve-se le-

var em consideragiio o fato que a definigio de valores
das varidveis de dupla precisio deve ser feito com um
certo cuidado. Por exemplo, a definigido de valor z = 0
pode nio acarretar um valor exatamente igual a “zero”,
Ji que nesta definigio de valor, o compilador assume
o valor “zero” apenas & primeira palavra reservada a
variavel. Para que o compilador dssuma o valor zero
em ambas as palavras reservadas a variavel, é necessirio
definir o valor da varidvel na forma z =0.D0 .
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