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Resumo

A grande maioria dos livros texto de éptica, nas seqoes referentes a propagagio da luz em
meios anisotropicos, apresentam, sem provar, a propricdade destes materiais transformarem
um feixe incidente de luz nio polarizada, em dois linearmentes polarizados ortogonalmente.
Neste artigo vamos provar esta propriedade e desenvolver a equagio que nos permite deter-

minar a separagao angular entre eles,

Abstract

The great number of optics textbooks, in the sections concerning to light propagation
through anisotropic media, present to modify an whithout proving the property of these
materials incident beam of unpolarized light into two orthogonal linearly polarized beam.
In this paper we prove this property and develop the equation which allows to determine

the angular separation betweem them.

Introdugao

Certos cristais, embora homogencos sio ani-
soLropicos, isto €, através deles as propriedades opticas
nao sio idéenticas em todas dire¢oes. Um feixe lumi-
noso refratado por um destes cristais, divide-se em dois.
O ordinario, que se associa um indice de refragao or-
dinario, ng, ¢ o extraordinairio, que seu indice de re-
fracio, n,, varia com a dire¢io. Cristais com estas pro-
priedades sao chamados birrefringentes. Os cristais bir-
refringentes que apresentam apenas uma diregio parti-
cular, eixo dptico, na qual as velocidades dos dois feixes
520 iguais, sao chamados uniaxiais.

Como o indice de refragao do feixe extraordinirio
varia com a dire¢ao, ¢ comum tomar como referéncia o
valor na dire¢ao perpendicular ao eixo éptico.

Os livros textos de dtica, em sua maioria, além
de afirmarem, sem provar, o aparecimento dos dois
feixes, afirmam também que sdo linearmente polari-
zado ortogonalmente. Neste artigo vamos provar estas
afirmagoes e desenvolver a equagao que da a separagio
angular entre os feixes.

2. Polarizagao linear

O valor instantaneo do campo elétrico de uma onda
eletromagnética plana; com frequéncia angular w, vetor
de onda k ¢ angulo de fase ¢, é [1]:

E(r,1) = Egexpli(F - 7 — wt) + @] (2.1)

Uma onda é polarizada quando, ¢ e Eg;/FEo; sio
constantes®l.  Eg; ¢ Egj, sio as componentes de Ey
scgundos os eixos x,y e z. Quando:

¢=nr n=012,..

A onda ¢ linearmente polarizada.

3. Equagoes bdsicas
As equagoes de Maxwell para um meio, uniforme,

nio condutor, livre de fontes e nao magnético, sio [1):

v.-D=0, (3.1)

V-B=0, (3.2)
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Vx E= YT (3.3)
aD
VixH= T (3.4)
Onde:
D=¢E (3.5)
B = poH (3.6)

Aplicando o rotacional na equagao (3.3) e usando a
identidade, V x V x E = V(V x E) — V2E, podemos
CcScrever:

= = OE
7 G =
V(V-E)-VE= ~Hot

Para uma onda eletromagnética plana, com fase

(3.1

constante, a equacao (3.7), pode ser escrita por:
V(V-E) - V'E + poew®E =0 (3.8)

Em um meio anisotrépico, ¢ ¢ uma matriz, se uti-
lizarmos um sistema de eixos caracteristico do meio,

chamado principal, a matnz ¢ diagonal. Assim:
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Em um meio uniaxial, em que o eixo 6tico coincide
com o eixo , € = ¢, # ¢;. Como n = /efeo (1], €@
é a permissividade do vdeuo, entdio n; = n, = ng e
n, = n.. Assim, a equagao (3.1) fica:

OE, . OF, aE,
& (79?*'5;7)*"37‘”' (3.9)

Clomo consequeéncia,

aE.
V-Ez(l_-,’)a—j, (3.10)
Onde, 7% = ¢, fe. = n?/nj.

Aplicando o gradiente na equagio (3.10) e
comparando-a com a equagio (3.8), temos:

VIE - (1 -9V (%) — e’ E=0.  (3.11)

e 00
= 0 ¢ 0 2
0 0 e

A equagao (3.11) escrita para cada componente ¢:

P E,  E, O'E, L, OE, .,
(’Jl“‘ W —E;':—]——“ ol )m-“-ﬂnw (,-E, —0 . (3126)
&E,  O'E,  O°F, P’E ;
ik el ¥ _(1-4+2 A 2 —
arz * o2 T o (-7 )Oya: T & By =0 238
ME, O0'E, ,0°E. T
W’—‘{-W*-’ F—jlnw GE:=0. (3.12(:)

v, = 1/ ity ny = ¢fv,, e ko = w/e. [1] O conjunto de equagdes (3.12) nos permite estudar a propagagao de ondas

eletromagnéticas em um meio anisotropico uniaxial homogeneo.

Substituindo as componentes da equagao (2.1), para ¢ = 0, no conjunto de equagées (3.12), temos o sequinte

sistema:
[—(k7 + k] + k7) + ngkd] Eos + (1 = ")k k; B, = 0, (3.13a)
(= (&7 + &) + k7) + ngk3) Eoy + (1 = 77 )ky k. Eo. = 0, (3.13b)
=k 4 k] + ¥ k3) + nlkg] Eos = 0, (3.13¢)
|
Se, entao:
Eo, =0, (3.14) Eos + Eoy #0, (3.15)




Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 17, n? 2, junho, 1995 131

B4k 4k 03 =0. (3.16)

A equagdo (3.16) define um vetor de onda com médulo
constante, independente da diregio. Ele gera uma es-
fera de raio ngky. Neste caso o meio comporta-se como
1sotrépico.

A partir da equagao (3.1), podemos determinar a

razao entre Epz e Eoy.

EO: = ky
B =i (3.17)

Logo, a onda é linearmente polarizada.

Se chamarmos de plano principal o plano formado
pelo eixo 6ptico e a diregio de propagacao, entio a onda
estd polarizada perpendicularmente ao plano principal.

I'sta ¢ a onda ordinaria.

Se,
Eo: #0, (3.18)
B S k;’;r(J,; b gljl:iffaz) s )
ok kg,(:é = ?:)III;,E:L) A2
lzklg._fs"‘f;,:T'*I;TU (3.21)

A equagao (3.21) define um vetor de onda cujo modulo
varia entre n.ko ¢ ngko, portanto, dependente da
diregao. Ele gera um elipsoide de revolugio, o que mos-

tra um meio anisotrépico. Figura 1.

sod

Figure 1. Onda ordiniria e extrordiniria em um cristal bir-
tefningente uniaxial, com o eixo éptico paralelo ao eixo =.

n. < ng.

A razao entre os valores das amplitudes das compo-
nentes do campo elétrico mostra, novamente, uma onda
linearmente polarizada, porém no plano principal. Esta
onda é a extraordinaria.

‘ As equagoes (3.14), (3.15) e (3.17), nos permite che-
gar ao vetor Eg(orq), amplitude da onda ordinaria.

ED(ord) = Eori +(—krjk,)E0:j .

Da mesma forma, com as equagoes, (3.18)-(3.20), po-
demos chegar ao vetor Egg.zr), amplitude da onda ex-
traordinaria.

[(1 — Tz)k:EO:]

= ei + kyj) + Boss -
k;{ng-(kﬁ-q-ks.{.k';')u‘ i+ kyj) + Eoz

Eu(u—u =

A ortogonalidade entre Eqg(ord) ¢ Eo(ers) ¢ verificada fa-
cilmente devido ao produto escalar nulo entre eles.

4. Equagao de separagao entre os feixes

A clipse cujos semi-eixos sao os indices de refragiao
ny e n,, figura 2, tem a seguinte equagao

nl (scn-"ﬂ " cosg‘ﬂ) =i (@.1)
L]

n?

dn  n® 12 152
iy (I) +(T¢.) sen20 .

A tangente do angulo 7, entre a diregio de propagagio
dos feixes ordinario ¢ extraordinario, é:

Ldn _ (n} —n?)sen20
ndd ~ 2(nisen?0 + nicos?0)

tgy = (4.2)

Sed =0, n = ng ey =0. Como nesta situagao Fy, = 0
e k; =k, = 0. Entao, pelas equagoes, (3.19) e (3.20),
temos:

En.--:[fn,:().

Logo, nio existe onda extraordinaria propagando-se pa-
ralela ao eixo 6tico. Somente a solugao para onda or-

dinaria é possivel.
,d

Figure 2. Elipse, cujos semi-eixos sio: n. e ng.
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Figure 3. Feixe luminoso dividido em duas componentes,

ordindna e extraordinana.

Para 0 = =/2, temos n = n, ¢ ¥ = 0. Se a pro-
pagagao é segundo o eixo r, entio ky = k. = 0. Logo:

Hu: = 'Hl)y =0,

Eo: #0
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A onda extraordindria se superpoe a ordindria. De
forma idéntica ocorre quando a propagagao ¢ na diregio
y. Separagao angular ocorre para 0 < & < =/2. Ti-
gura 3.

Os meios materiais com a propriedade de transmi-
tir ondas polarizadas, recebem o nome de polarizado-
res. A polarizagao causada nos melos birrefringentes,
recebe o nome de polarizagao por dupla refragio. Os
meios birrefringentes sio classificados como: positivos
on negativos, bastando para isso, n, > ng ou n. < ng.
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