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Resumo

A representagio de Heisenberg da Mecanica Quantica ¢ utilizada para calcular de forma
simples, em virios exemplos, propriedades de propagagao e alargamento de pacotes de onda.

A discussao se dd em nivel elementar.

Abstract

The Heisenberg picture of Quantum Mechanics is used to compute in a simple way the
propagation and spread of wave packets in some examples. The presentation is made in an

elementary level.

1. Introdugao

A maioria dos livros textos de Mecanica Quantica,
dos mais introdutériost!! aos mais avangados(®l dedica
um limitado espago a discussao da representagiao de
Heisenberg. Elaé geralmente apresentada rapidamente,
de forma perfunctéria, dada talvez uma presumida inu-
tilidade pratica. A motivagao mais frequentemente in-
vocada para sua introdugdo ¢ o fato de que as equagoes
de movimento dos operadores quanticos sio similares
as equagoes classicas de Hamilton.

Passa-se ao largo até mesmo da curiosidade historica
que ela deveria suscitar, ja que na formulagao origi-
nalmente utilizada por Heisenberg para introduzir a
Mecanica Quantica, a nogao de estado quantico de um
sistema, representado por sua fungao de onda, era ine-
xistente, sendo a evolugio temporal do sistema fisico
descrita exclusivamente através da dependéncia tem-
poral dos observiveis posigdo e momento, que eram re-
presentados por matrizes.

Nesta despretenciosa nota, revisitamos a repre-
sentagiio de Heisenberg da Mecanica Quantica com a
finalidade de exibir através de exemplos sua utilidade
pritica ao permitir notivel simplificagio e generalidade
no cileulo da propagagio de pacotes de onda no estudo
de alguns sistemas. Trata-se da apresentagio de uma

experiéncia didatica no ensino de Mecanica Quantica
em curso de dois semestres ao nivel de graduagio no
Instituto de Fisica da Universidade de Sio Paulo que,
esperamos, possa ser estimulante para aqueles envolvi-
dos no desafio do ensino da fisica quantica.

Concretamente, consideramos sistemas para os
quais pode-se resolver exatamente as equagoes de Hei-
senberg e a partir da solugio mostramos como ob-
ter, de forma elementar, informagoes relevantes sobre
a evolugao de pacotes de onda. Em particular, e esta
pretende ser a principal contribuigao desta nota, mos-
tramos como obter as propriedades de alargamento dos
pacotes ao longo do tempo. Deve ser salientado que,
na maioria dos textos, a discussiio sobre o alargamento
de pacote de ondas se limita ao caso de uma particula
livre com um estado inicial dado por uma fun¢io de
onda gaussiana. Nossa técnica, além de evitar cilculos
tediosos, permite estudar o alargamento para qualquer
estado inicial para todos os sistemas onde se possa re-
solver exatamente as equagoes de Heisenberg. Além
da simplificagdo pratica resultante, hda também um in-
contestavel beneficio conceitual com a compreensio do
circulo de idéias envolvido.

Na préxima se¢io, para fixar a notagio e colocar
o problema em seu contexto, fazemos uma breve ex-
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cursao pela representagiao de Schrodinger. Na segao 111
fazemos uma apresentagiao sumaria da representagao de
Heisenberg, chamando a atengdo para algumassutilezas
associndas as equagoes de movimento, que nao parecem
ter recebido a devida atengiio nos textos. Finalmente
na secio 1V, mostramos como a representagio de Hei-
senberg pode ser usada para resolver exatamente e de
forma elementar os problemas relativos a propagagio e
o alargamento de pacotes de ondas de uma particula
livre, de uma particula em um campo uniforme e do

oscilador harmonico.

2. A representagho de Schrodinger

Na chamada representagao de Schrodinger da
Mecamiea Quantica, que von Neumann posteriormente
demonstrou ser equivalente a de Heisenberg, o estado no
mstante { de um sistema de uma particula movendo-se
em uma dimensao, é representado por uma fungio ¢ (r)
da coordenada espacial x, que contém toda informagao
sobre a estatistica de medidas das diversas grandezas
fisicas que podem ser efetuadas sobre o sistema. Dessa

fungio exigiremos a condigiao de normalizagao

jh.",(r)]z:lr =

o que permite, em particular, interpretar |, (z)|* como
a densidade da distribuigao de probabilidade das medi-
das de posigao efetuadas no instante {. Assim os diver-
sos parametros da distribuigio de probabilidade como
o valor médio (g); e vanancia (Aq)] das medidas de

posicao no mstante ¢ sio dados respectivamente por

+ 00
(@) = ] £lile)lds

(Aq) = (@) = ()i

onde

+00

(4" ) =_/ ="|¢e(2)[dx
-0

A distribuigio de probabilidades associada a medidas

do momento p sao, por sua vez, calculadas a partir

transformada de Fourier de

= 1 k
U'l(k, = —\/ﬁ/dv,(r)cxp—i{-dr.

A densidade de probabilidade associada a medidas
do momento é dada por |¢ (k)| e assim a média e
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variancia de medidas de p sio calculadas através de
(e = [ Hd(k)Pae

(Ap)i = (e - (o)
onde

(") = / K ()

De uma maneira geral, cada grandeza fisica é represen-

R,

tada por operador A. No caso particular dos operadores

de posi¢io e momento eles sio dados por E
iz |

(p8)(2) = 7¢/(2) & (16)(z) = 26(x) |

- |

A estatistica medidas da grandeza fisica associada ao |

operador A no estado instantaneo ¥, tem sua média e

variancia dadas respectivamente por
(A)e = (Y, Athi)

(AA) = (A%), = (A)]

onde (¥, @) representa o produto escalar

(¢, ) = ] Y(z)é(z)dx

(-'1"1): = (b”n "l“‘vhl) .
A evolugao temporal do sistema é definida a partir

da equagao de Schrodinger:
ihy"l. = Hyy

onde /1 é Hamiltoniana do sistema

2
B
= 2m +¥la)

Em nossa notagio o ponto é usado para a derivada tem-
poral

du(z) = Fh(a)

a0 passo que a derivada em relagao a varidvel espacial

¢ representada pela linha
U — d¢
¢(2) = (=)

Para calcular as propriedades de um sistema no instante
t a partir do conhecimento do conhecimento de um dado
estado inicial ¥y, é necessirio resolver a equagao de
Schrodinger com essa condigao inicial, determinando-se
Yr.
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Em principio a solugao da equagao pode ser escrita
sob a forma )
U= [ﬂp-$ Yo
onde a exponencial de um operador A ¢ formalmente

definido através da série

o A"
expA = Z e
n=0
De maneira geral, obter férmulas fechadas para vy a
partir de ¢ ¢ impossivel ¢ mesmo quando possivel,
como por exemplo para uma particula livre, ndo ¢ facil
obter-se informagao sobre a estatistica de medidas das
diversas grandezas fisicas em ¢ a partir das corres-
pondentes estatisticas em ¥y . Um dos objetivos deste
trabalho ¢ o de demonstrar que através do uso da repre-
sentagao de Heisenberg é possivel evitar-se o cileulo de
vy e ainda assim obter-se resultados sobre a estatistica
de medidas sobre ¢y a partir das correspondentes in-

formagoes para o estado inicial A;.

3. A representagio de Heisenberg

Na descrigio de Heisenberg o estado de um sis-
tema fisico ¢ considerado fixo e o que evolue sio os
observavels. Assim ao invés de nos perguntarmos qual
a estatistica de medidas da posigio ¢ ¢ do momento p,
ou mais genericamente de um observavel A, efetuadas
no estado evoluido ¢y a pergunta que se coloca é a se-
guinte: qual a estatistica de medidas dos observivels
evoluidos py, q¢ ¢ Ay quando efetuadas no estado ¥y
que agora ¢ considerado como imutivel (historicamente
devemos ressaltar que Heisenberg sequer mencionava
ou mesmo concebia uma nogao de estado do sistema,
portanto nao podia, tampouco, falar de sua evolugao!).
Com qualquer das duas opgoes deseja-se obter a mesma
resposta!

Na representagao de Heisenberg, o operador
evoluido para o instante ¢ ¢ dado por
A= [m:pﬂ A [exp—ﬂ
h h
Da definigiio segue a condigao inicial:

Ag=A.

O operador A; é definido exatamente para ter a propri-
edade buscada:

A estalistica de medidas de A; no estado ¥y € a
mesma oblida para as medidas de A no estado .
Essa propriedade ¢ garantida pela férmula

(A)e = (Y1, A¥y) = (v, Actho)

que é uma consequéncia imedinta da definigio de A,.
Férmulas andlogas valem para poténcias de A, como
consequeéncia da propriedade fundamental

(AB) = A By (1)

que garante que a evolugio de um operador produto é
dada pelo produto dos operadores evoluidos. Assim, o
valor médio do quadrado de A é dado por

(A7), = (s, A%} = (o, (A0)*¥0) = (o, (4340
e a variancia das medidas de A em v é dada por

(AA) = {(A)*), — (A

A Hamiltoniana ¢ claramente um operador especial
nessa formulagao. Em particular ela é uma constante

do movimento:

Hi=H. (2)

Outra consequéncia importante desse fato é in-
variancia temporal da relagio de comutagao dos ope-

radores de posigao e momento, pois

[ge.pe] = ['IuP]t = [iﬁ]; =ik

Esta propriedade é crucial para a solugao das equagoes
de Heisenberg para os operadores qq, p;.

Finalmente, concluimos esta breve excursao pela re-
presentagao de Heisenberg com a equagio diferencial
que define a evolugio temporal de um operador. A

partir da definigio obtém-se

. d it it 1
A= = {exp .—h—A exp-T} = -;;[H,A;] :

Note que nesta iltima férmula o comutador do lado
direito pode ser substituido, usando-se (1) e (2) por

[.H,Ag] = [1!],/1!] = [H.A]l '

o que seri usado na préxima segio. E interessante ob-
servar que, também neste ponto, a totalidade dos textos
tende a nio mencionar uma sutileza importante escon-
dida na formula acima. De fato, nas situagoes priticas,
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como as descritas na proxima segio, as equagoes de Hei-
senberg sao usadas para determinar o operador evoluido
Ay, Cabe portanto a questio, como calcular o comu-
tador [f, A] se ainda nio sabemos quem é A7 A
férmula acima responde a essa questio: [H, A] ¢ dado
por [H, Al;. Do ponto de vista pritico isso significa
que primeiro devemos calcular o comutador [#,4], o
que ¢ possivel conhecendo-se A e I, e evolui-lo para o
instante £. A equagio de Heisenberg seria de uma inuti-
lidade impar se nio fosse possivel identificar o operador
[, A)! Diga-se de passagem que essa dificuldade nio ¢
especifica da Mecanica Quantica, sendo também ampla-
mente ignorada nos livros textos de Mecanica Classica
a0 tratarem o problema andlogo da evolugio temporal

dos observaveis no formalismo dos colchetes de Poisson,

4. Propagagao ¢ alargamento de pacotes de onda

Nesta segiio iremos considerar alguns exemplos de
sistemas onde as equagdes de Heisenberg para os opera-
dares de posigio e momentosio explicitamente soliveis.
A partir da solugao dessas equagdes iremos deduzir pro-
priedades relativas no alargamento de pacotes de onda

desses sistemas.

4.1 A particula livre

As cquagoes de Heisenberg para uma particula livre

podem ser caleuladas imediatamente. Dada a hamilto-

ninna ,
= >
d= 2m 3)
obtemos
ol = - ¥
0= plH = il = = ) 1)
pe=0. (5)

Trata-se de um par de equagoes diferenciais acopladas
de primeira ordem no tempo, que tem de ser resolvidas

a partir das condigoes iniciais

Q=g e p=p.

Elas sio idénticas, na forma, as correspondentes
equagdes de Hamilton para o mesmo sistema. Embora
elas tenham significados completamente diferentes, as
solugoes sio obtidas da mesma forma. Da segunda
equagao do par tiramos que p, ¢ uma constante do mo-
vimento
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P=po=p. (6)
Essa informagao pode ser usada na primeira equagio
= m

que pode portanto ser resolvida, pois o segundo mem-
1 P ’

bro ¢ independente do tempao:
P =
= —! ]
Gt =qoh == (7)

Deve ser observado que embora as solugdes sejam for-
malmente idénticas as correspondentes solugdes das
equagdes de Hamilton, ¢, e p; sio operadores:

(Pe)(2) = (pe)(x) = ()

i

ho, d

(1e9)(2) = 20(2) + —t'(x) =g +
Vamos agora mostrar como a partir da solugio
(6), (7) podemos investigar as propriedades do estado
evoluido.  De fato, seja um estado inicial do sistema
dado por ¢y, Da discussio acima concluimos que o0s
valores médios da posigiio e do momento no instante ¢

sio dados por

(a)e = (a)o + —(p)o

(P)e = (pho

Esses resultados mostram que os centros dos pacotes,
tanto no que se refere a posigao como no que se refere
a0 momento, evoluem classicamente.

Vamos calcular agora a evolugio das larguras dos
pacotes. Inicialmente, o 6bvio: a dispersao do momento

permanece constante ao longo do tempo, pois

(), = ('),

e portanto

(Ap)e = \/(P*): = (P)] = (Ap)o .

Por outro lado

m

. t\? 50 By
(@) =(le+—=p ¢+ —p" + —(ap + py)
0 0

t? t
(970 + 5 (P*)o + —{ap+ pa)o
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de onde obtemos

(Aq); = (a*)e — ()b =

(7)o t— (: Yo + —-(w*-!-pq)n = ((q)u - L(l’)ﬂ) =

= [{a%0 — (23] + — [(P’)n - (Mil+

;[('JP + pao — 2(q)a(pho] -

Essa formula pode reescrita

(Ag)i = (Aq)p * = (A.v)u + —[(rw +pa)o — 2{q)o(p)o]

Ista férmula, que é vilida para todo estado inicial, é
nos livros textos deduzida somente para estados iniciais
dados por uma fungio gaussiana. Em particular, reob-
temos o resultado ji folcldrico e intuitivamente correto
de que, para grandes tempos, a largura do pacote de

onda ¢ dada por
t
(Agq)i = —(Ap)o
m

ou seja, pelo produto da incerteza da velocidade no ins-
tante inicial pelo tempo (Aq); = t(Av)o.

Na realidade a férmula exata contempla trés contri-
buigoes, a largura original do pacote composta com o
alargamento devido a incerteza na velocidade inicial e
mals um termo de origem puramente quantica (devido

ao fato de que, em geral, (gp + pg)o — 2(q)o(p)o # 0).

4.2 Particula em campo uniforme

Consideremos a Hamiltoniana de uma particula na

presenga de um campo uniforme, isto é for¢a constante
F,

H=E _pq. (8)
2m
\s equagdes de Heisenberg sio dadas por
P
= st (9)
p=F. (10)

Elas também podem ser resolvidas analiticamente. De
(10) obtemos

p=po+ Ft=p+Ft.
Essa informagao pode ser inserida na primeira equagio,

. Ft
ql.—.ﬁ_ (“)

m

que pode portanto ser resolvida:

F
t+ ml"' (12)

Os valores médios da posigao e do momento no instante

P
hh=1q +
t podem ser caleulados:

(0)e = (0o + = (pho + o’

(4

(P)e = (Pho + It

Novamente os resultados mostram que os centros dos
pacotes, tanto no que se refere i posigio como no que
se refere ao momento, evoluem classicamente.

Vamos calcular agora a evolugio das larguras dos
pacotes. A dispersiao do momento permanece constante
ao longo do tempo, apesar do centro do pacote evoluir

classicamente, pois
(P")e = ((p+ FO)o + ("o + 2Ft(p)o + F*1*

¢ portanto
(Ap)i = () = ()i =
(P)o + 2Ft(pho + F** = ((po + F1)* =

r*)o = ()i = (Ap);
Por outro lado

(%) = ((q+ +#t’)?> =

- 2
= (g*)o + i(ﬂ“)u +Lap+podo+ (omt?) +
m? m 2m

" !
—3 o
12'“ (4 m Plo

de onde obtemos

(Ag)} = (¢*)e — (a)s =

2
(o + = (p“)o+—(qp+w>n—((q>u+ (P)o) =

= [(a*)o — (a)3] + = [(ﬂ’)n — ()al+

;I('w + pa)o = 2{q)o(p)o) -

Obtemos assim o mesmo resultado que o obtido para
uma particula livre:

(Aq)f = (Aq)f + ,(Ap)o —[(w+m)n‘-2(9)o(r')u}
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Esta formula, novamente, é vilida para todo estado ini-
cial, e para grandes tempos. Em particular, para gran-
des tempos obtemos o mesmo resultado para a largura
do pacote de onda

(Age =~ L (ap)
m

ou seja, pelo produto da incerteza da velocidade no ins-
tante inicial pelo tempo (Aq); = t(Av)q.
Sumarizando, para uma particula submetida a uma
for¢a constante o pacote se propaga sem deformagio no
que tange a distribuigiao dos momentos embora seu va-
lor médio satisfaga a uma evolugio clissica. Quanto i
distribuigao da posigio, o seu centro satisfaz a equacio
clissica ao passo que o pacote se alarga, com a largura
aumentando (para grandes tempos) proporcionalmente
ao tempo com um coeficiente de proporcionalidade dado

pela incerteza inicial de velocidade.

4.3 Outros exemplos ¢ limitacoes

Um exemplo também ilustrativo ¢ o de um oscilador

harmonico. Com a hamiltoniana dada por

2 1
= w2
]_2"|+".,,,- 2

as equagoes de Heisenberg sio dadas por

= (13)
m
P = —rrwﬂq, 1 (1)

Elas podem ser resolvidas através da férmula classica

Qe = qeoswl + L st
mw

M = qeoswl 4+ mqsin wt

com o que obtemos novamente uma evolugio clissica

para os valores médios de posi¢io ¢ momento. A largura
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da distribuigao de posigio pode ser obtida de forma
aniloga, levando a:
(Aq)i = (Aq)3cos”wt + éﬁ—s)ﬁ,sinawbﬁ
(%(‘H’ + prjo — ('l)ﬂ(l')o) %
De maneira geral o método funcionara para sistemas |
cujas equagoes de Heisenberg possam ser resolvidas
de maneira formalmente identica as correspondentes |
equagoes clissicas de Hamilton. Sao todos sisl.em:u-';
com equagoes lineares de movimento. Um outro exem- |
plo, que deixamos como exercicio, é o de uma particula
em 3 dimensoes na presenga ‘de um campo magnético
uniforme. i
De maneira geral, o método niao sera de muita utili-
dade para sistemas com potenciais V(gq) que envolvam
potencias maiores do que a segunda de ¢, como por

exemplo o de um oscilador anharmonico

Vig) = )cq" .

Nesse caso as equagoes de Heisenberg nao tem solugio |

igual a classica!
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