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Resumo

Apresenta-se a solugio numérica do problema do péndulo rigido simples. Trata-se de uma
massa pontual presa & extremidade de uma haste rigida muito mais leve, o conjunto podendo
girar liviemente em torno de um eixo horizontal que passa pela outra extremidade da haste.
Considerando o sistema inicialmente parado na posigio vertical da articulagiio para baixo,
imprime-se uma velocidade inicial i massa. Caso o valor desta velocidade scja menor que um
certo valor eritico, o movimento é oscilaldrio e n massa percorre um arce de circunferéncia
com idas e voltas sucessivas. Ao contririo, se a velocidade inicial exceder o valor critico, a
massa percorre pericdicamente a circunferéncin completa, sempre no mesmo sentido. Neste
texto sdo analisados a transigio entre cstes dois regimes e o ralentamento critico que ocorre

nas proximidades desta transigio.

L Introducio

Vamos considerar um péndulo formado por uma
massa presa na extremidade de uma haste rigida de
comprimento £ ¢ massn desprezivel. Vamos também
considerar despreziveis os efeitos do atrito na arti-
culagéo da outra extremidade, bem como os efeitos da
resisténcia do ar ao movimento. Nestas condigdes, a lei
de Newton aplicada a este sistema se escreve como

4 e —Zan(e), )

onde 0 ¢ o Angulo instantineo entre a haste e a vertical,
medido do ponto de articulagio para baixo. A inten-
sidade do campo gravitacional terrestre é representada
por g, e o tempo por t. A haste estd inicialmente pen-
durada na posigio vertical, e, através de uma pancada
seca, imprime-se uma velocidade inicial vy 4 massa.
Caso a velocidade inicial vo seja pequena, o movi-
mento subsequente é oscilatério, umn vez que o sistema
niio tem energia suficiente para atingir a posigio ver-
tical, oposta ao seu ponto de equilibrio estivel. Ao
contririo, se vq for grande, a massa consegue atingir
o ponto mais alto da trajetéria circular ainda com al-

guma velocidade, passar por ele, ¢ continuar girando
sempre no mesmo sentido. Em ambos os casos o movi-
mento é periddico, ocorrendo no primeiro caso inversio
de velocidade o que no ocorre no segundo caso.

O valor critico

Ve = 2\/9_1 ¢ (2)

separa os dois regimes possiveis de movimento, ou seja,
o movimento ¢ oscilatério para vp < v,, e circular sem-
pre no mesmo sentido para vg > v,. O valor critico
da equagio (2) pode ser determinado por argumentos
simples de conservagio de energia.

Para velocidades iniciais muito proximas ao valor
critico v, tanto acima quanto abaixo deste, a massa
passa muito tempo préxima do ponto mais alto da tra-
jeldria circular, com velocidades muito baixas, Teori-
camente, se vy pudesse ser igualada exafamenfe no va-
lor critico v. a massa gastarin um tempo infinito para
atingir o ponto mais alto dn trajetéria circular. Desta
maneira, o periodo T' do movimento aumenta indefi-
nidamente & medida em que vy se aproxima de v, de
ambos os lados (ver figura 1).
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Figura 1. Grifico do periodo T em fungio da velocidade
inicial vy, obtido numericamente. Foram usados neste caso
os valores ¢ = 0.8lm/s’ e { = 2m, mas as escalas dos ci-
xo0s foram conveni lhidas para que o grifico
se aplique a quaisquer outros valores g e { : 7" é medido em
unidades de /gl, e vg em unidades de v, = 2,/¢/y.

Pequenas Oscilagoes

O problema do péndulo ¢ geralmente tratado no se-
gundo grau ou no ciclo basico das universidades apenas
no limite de pequenas oscilagdes, onde a solugio ¢ sim-
ples. Neste limite, o angulo @ varia sempre restrito a um
pequeno intervalo em torno de zero, e o sen(f) que apa-
rece na equagio (1) pode ser aproximado pelo préprio
# medido em radianos. Dentro desta aproximagio, a

solugiio da equagiio ¢ simplesmente

0(t) = 045en (\/%c) : (3)

onde #4 ¢ a amplitude de oscilagio relacionada com vy
na forma

[P R=]

v
7t (4)

P
T-?rJ;. (5)

A relagio (4) pode ser obtida igualando-se vg 80 pro-
duto da velocidade angular inicial 84+/9/Z (derivada
da equagio (3) em t = 0) pelo raio £ da trajetoria. A

¢ o periodo vale

relagiio (5) se obtem igualando o argumento da fungao
sen na equagio (3) a 2x, que é o angulo correspondente
a umn oscilagio completa.
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A aproximagio que deu origem as equagdes (3), (4)
e (5) ¢ vdlida para pequenos valores da velocidade ini-
cial, ou seja vy <<< v.. No entanto, bastante antes
da situagio critica (por exemplo quando a amplitude
de oscilagio é préxima de 90°), esta aproximagio ja
deixa muito a desejar. Note por exemplo que o periodo
do movimento nio depende da velocidade inicial vy (e
nem da amplitude 8,), segundo a equagio (5). Porém,
esta independéncia 86 ¢ aproximadamente verdadeira
para velocidades iniciais (e amplitudes) muito peque-
nas, como pode ser observado no lado esquerdo da fi-
gura 1.

Um exercicio interessante é o calculo da velocidade
inicial necessarin para que a amplitude do movimento
seja por exemplo, de 30°. Novamente através de ar-
gumentos simples de conservagio de energia, chega-se
V(2= V/3)gt = 0.26v., menor do que
o valor eritico v.. A aproximagio (4), aplicada a este
valor de vg daria uma amplitude 04 2 /2 — V3 radi-
ano ou 29.66°, bastante proxima do valor correto 30°.

a resposta vg =

Neste caso, o erro da aproximagio é de apenas 1%.

No mesmo espirito do parigrafo anterior, a veloci-
dade inicial necessarin para que a amplitude seja de
90° vale vy = /2gf = 0.71v., também menor (mas nio
muito) do que o valor critico. A aproximagio (4) daria
81° para a amplitude, ao invés do valor correto, 90°.
Neste caso o erro ji subiu para 10%. Para uma ampli-
tude de 120°, teriamos vy = +/3gf = 0.87v,, e & apro-
ximagio (4) daria 99° ao invés de 120°. O erro subiu
ainda mais, desta vez para 17%. Quanto mais préximo
da situagiio critica, na qual a amplitude seria de 180°,
piores seriio os resultados obtidos das aproximagges (3),

{4) « (5).

Solugao Numérica

Perto da regiiio critica, ou seja, quando vg se apro-
xima de v., vamos recorrer ao método numérico para
| gio (1). O método se basein na dis-
po, transformando a do dife-

@

cretizagio do b
rencial (1) numa equagdo de diferencas finitas. | Isto
& feito adotando-s¢ um pequeno intervalo At como uni-
dade de tempo, ¢ considerando-se apenas valores intei-
ros 0,1,2,3..1.., de tempo. O angulo instantineo (t)

b QEl T = m — -
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assume uma série discretn de valores 85,8y, 05, 05...0;...,
ou seja, uma tabela numérica, sendo o primeiro valor

0u=D. (0]

de acordo com a condigao inicial adotada anterior-
mente, O valor seguinte serd o produto da velocidade
angular inicial vo/£ pelo intervalo de tempo decorrido,

ou sejn

mg?m. (1)

Portunto, &, pode ser caleulado numericamente pela
equagdo (7), e acrescentado na segunda posi¢io da ta-
beln.

Os demais valores da série 0, serio oblidos da
propria equagio (1) que, depois de discretizada, se re-
cscreve nn forma (ver referéncia [1])

Opgr =20+ 0,y q

—FF = -?scu(ﬂ,) . (8)
ou, explicilémdo Oig1,

m“=m_mpﬁmmMm. (9)

A forma (9) é a equagio de diferengas finitas mencio-
nada acima. Considerando primeiramente o valor ¢ = 1
nesta equagio, determina se #9 em fungio de ) ¢ 4,
Jja conhecidos, completando o terceiro valor da tabela.
A mesma relagio (9), desta vez considerando t = 2,
fornece o quarto valor @3 em fungio de 82 e 9; ji co-
nhecidos. Novamente a equagio (9), agora fazendo-se
t = 3 nos fornece o préximo elemento J4 da tabela e
assim sucessivamente. Este método numérico simples
ja foi adotado em problemas semelhantes!!-2).

De posse desta tabela contendo uma quantidade
aprecidvel de valores consecutivos, pode-se construir o
grifico de @(t) em fungio de ¢. A figura 2 mostra um
exemplo. Uma simples inspegio visual do gréfico basta
para verificar que nio se trata de uma sendide como.na
aproximagdo (3), que neste caso niio se aplica: numa

Figura 2. Grifico de § em fungio de ¢, obtido numerica-
mente, para At = 0.0001s e vy = 8.85m/s, usando o mesmo
péndule da figura anterior (g = 9.81m /s ¢ £ = 2m). Neste
caso, a velocidade inicial é muito préuma do valor critico

ve = B.86m/s, inviabilizando a ap gio de peq
oscilaghes. Note que a amplitude ¢ também muito préxima
de 180" ou = 2 3,14 radianca. Os Angulos estio expressas

em radianos, e os tempos em segundos,
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Figura 3, Grifico de 8 em fungia de t, obtido numerica-
mente com os mesmos valores da figura anterior, exceto
1o = 8.87m/s, Desta vez, a velocidade inicial & maior do
que o valor critico v, = 8.86m/s. O movimento, ao invés de
escilatdrio, ¢ circular sempre no ido. Os angal
estio reduzidos ao intervalo [0, 2x).

0
I AR

O erro desta aproximagio numérica depende apenas
de dois fatores. Primeiro, a quantidade de digitos consi-
derados nos valores numéricos que entram nos cilculos
da a0 (9). lsto depende do computador e da lin-

sendide, os maximos ¢ minimos sao mais pontudes. A
figura 3 mostra um outro exemplo, desta vez com velo-
cidade inicial acima do valor critico.

guagem de programagao usados. Em geral, as aperngoes
algébricas sio realizadas com 16 digitos, em computa--
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dores ¢ linguagens ordindrios, o que di uma precisao
bastante satisfatéris para o problema aqui tratado. Se-
gundo, quanto menor for o valor do intervalo At ado-
tado, melhor serd a precisio numeérica dos resultados
obtidos, mas em compensagho, maior também serd o
tempo de processamento no computador. A vantagem
desta aproximagdo numérica com relagio i segiio ante-
rior, é que ela pode fornecer o mesmo nivel de precisio
para qualquer valor de vo, pequeno ou nio.

A determinagio do periodo do movimento osci-
latério (figura 2) € feita monitorando-se na tabela de
valores de 0y a primeira vez em que umn valor positivo
aparece logo apds um negativo. O valor de t correspon-
dente, multiplicado por At, di o periodo com um erro
da ordem de Af. Um procedimento simples de inter-
polagdo linear entre os dois valores de §; onde ocorre a
mudanga de sinal, d4 uma precisio melhor ainda, com
erro muito menor do que o préprio At. No caso da fi-
gura 2 por exemplo, o periodo vale T = 8.11503s, com
precisio até o ultimo digito, mesmo tendo sido ado-
tado o intervalo At = 0.0001s. Note que este periodo
& bastante diferente do valor 7' 2 2.8s obtido da apro-
ximagio (5), vilido apenas para pequenas oscilagoes
deste mesmo péndulo.

No caso do movimento cireular sempre no mesmo
sentido (figura 3), determina-se o periodo monitorando
na tabela o primeiro valor maior do que 27, Na fi-
gura 3, este valor corresponde ao ponto imediatamente
apds o primeira descontinuidade que aparece porque os
angulos foram reduzidos ao intervalo [0, 27) no grafico.
O mesmo procedimento de interpolagio linear entre
este valor (antes da redugio) e o anterior fornece o
periodo com grande precisio. No caso da figura 3, te-
mos T = 3.05366s, também com precisio até o ultimo
digito.

Ralentamento Critico

A figura 4 mostra outro exemplo de movimento osci-
latério, desta vez com velocidade inicial mais préxima
ainda do valor critico v, = B.858803836140m/s. Note
que o periodo aumenta sensivelmente porque a massa
passa a maior parte do tempo préxima da posigio mais
alta da trajetéria circular, com velocidades baixissimas,
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Quanto mais préxima a velocidade inicial for do valor
critico, maior serd este “plateau” quase horizontal no
grifico, ¢ maior serd o periodo.

e

Figura 4. Grifico de @ em fungio de f, com At = 0.00001s,
v = 8.8588%m /s e demais valores iguais aos da figura 2.
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Figura 5. Grifico do perfodo T em fungio da velocidade ini-
cial vg, como na figura 1, para o mesmo péndulo, O eixo ho-
rizontal, agora em escala logaritmica, destaca apenas velo-
cidades em torno de v, = 8,858803836140m /s (valor 1.00 no
eixo harizontal da figura 1). A reta superior corresponde ao
movimento oscilatdrio (vo < v.), € varre desde vp = 8.5m/a
(& direita) até vg = 8.85880381m/s (i esquerda). A reta
inferior se refere ao circular pre no
sentido (vo > vc), e varre desde vo = 9.2m/s (& direita) até
1 = B.85880385m /s (4 esquerda).

Na figura 5 aparece novamente o periodo T em
fungiio da velocidade inicial vg, como na figura 1. Desta
vez, entretanto, foram tomados apenas pontos dentro
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da regiio critica (vo préximo de v.), e o grifico foi
contruido segundo uma escals logaritmica para o eixo
horizontal. Na realidade sio dois grificos, o de cima
correspondendo a0 movimento oscilatério (v < v.), ¢
o de baixo ao movimento circular sempre no mesmo
sentido (vg > ve). Nesta escala, observa-se que as pon-
tos de cadn grifico se encaixam numa linha reta. Estes
resultados numéricos nos permitem, entdo, inferir que
u forma analitica do periodo em fungio da velocidade
inicial, perto da regido critica, é
n
——==K-Chn|l=w/fv], (10)
tfg
onde K é uma constante aditiva sem importiancia, uma
vez que o outro termo envolvendo logaritmo é muito
maior e domina a expressao no limite vg — v.. Os va-
lores obtidos numericamente para o cocficiente angular
de cada reta sio C = 1.99 para vg < v, na reta su-
perior, ¢ C = 1.00 para v > v, na inferior (ambos os
valores com incerteza na dltima casa decimal).
Um exercicio interessante ¢ calcular analiticamente
o tempo ql.:e A massa gasta proxima da posigio mais
alta da trajetérin em cada periodo, no movimento os-
cilatério, ou seja, a duragio do “plateau” quase hon-
zontal da figura 4. Isto se faz considerando apenns os
valores de & muito préximos da amplitude 8,4 que por
sua vez ¢ muito préxima de = = 3.14. A conservagao de

energia fornece a velocidade angular

S U0 -e-0 ()

numa posigao f dentro desta regifo. Fazendo-se entio a
integral de d? desde a amplitude 8,4 até um certo limite
arbitrario 0z um pouco menor, ¢ multiplicando-se o re-
sultado por 4, acha-se o periodo a menos de uma cons-
tante aditiva sem importancia, como na equagio (10).
Desta maneira, é obtido o valor analitico C = 2, que
concorda com o resultado numérico. De forma andloga,
para o caso do movimento circular sempre no mesino
sentido, acha-se o valor C = 1, confirmaudo mais uma
vez a andlise numérica.

E fécil compreender o fator 2 que aparece no periodo
do movimento oscilatério em relagio ao movimento cir-
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cular sempre no mesmo sentido, se considerarmos que a
massa passa duas vezes por cada ponto (ida e volta) no
primeiro caso, mas passa uma tinica vez (apenas ida),

no segundo.

Conclusoes

O péndulo rigido simples apresenta uma transigio
de fase entre dois distintos regimes de movimento. Con-
siderando o sistema primeiramente parado na posigio
vertical para baixo, imprime-se uma velocidade inicial.
Se esta for pequena, abaixo de um certo valor eritico, o
movimento subsequente serd oscilatério. Para velocida-
des iniciais superiores a este valor eritico, no entanto,
o péndulo tem energia suficiente para atingir e ultra-
passar o ponto mais alto da trajetdria circular, e passa
a girar em circulos periodicamente, sempre no mesmo
sentido.

O periodo T' do movimento varia com o valor vy
da velocidade inicial, conforme mostrado na figura 1.
Esta figura ¢ um contra exemplo convincente da faldcia
muito difundida no segundo grau e nos ciclos bésicos
das universidades, de que as fungbes matematicas que
descrevem os sistemas fisicos sio sempre bem compor-
tadas, ndo singulares, sem divergéncias. Ao contrario,
os chamados fendmenos criticos que se observam em
sistemas que sofrem transigoes de fase sempre apre-
sentam grandezas que se comportam como na figura
1. As divergencias observadas sio descritas por leis
de poténcia, ¢ 0s expoentes caracteristicos destas leis
se clossificam em classes de universalidade, cada uma
(os mesmos valores para um conjunto de expoentes)
englobando divcrl‘un sistemas completamente distintos.
Esta universalidade dos fendmenos criticos ¢ de fun-
damental importancia porque permite que se estudem
modelos ultra simplificados que, ainda assim, represen-
tam sistemas reais muito mais complicados que estio
na mesma classe de universalidadel®4). Em geral sio
sistemas de muitas particulas, estudados sob a 6ptica
da mechnica estatistica. Os comportamentos em leis
de poténcia caracterizam a existéncia de correlagbes de.
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longo alcancel), responsiveis pela universalidade. O
caso aqui apresentado do péndulo é um exemplo inte-
ressante do ponto de vista diddtico, uma vez que pode
ser aplicado e compreendido por alunos do segundo grau
ou dos ciclos basicos das universidades.

A anélise numérica aqui aplicada a este problema é
também interessante do ponto de vista diditico, uma
vez que permite a abordagem de um problema concei-
tualmente simples, para o qual, no entanto, nio se co-
nhece a solugio analitica. O estudante terd a oportuni-
dade de testar seus resultados numéricos, comparando
com a solugiio analitica conhecida no limite de peque-
nas oscilagbes, dada na equagiio (3). Na regifio eritica,
a0 contrario, foi a solugio numérica que induziu o autor

a descobrir a solugiio analitica dada na equagio (10).
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