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Resumo

Neste trabalho nds mostramos como diversos efeitos nio lineares podem ser obtidos com
o auxilio de um oscilador acoplado s uma fonte externa. O uso do oscilador mecinico
comega com efeitos bem conhecidos ¢ demonstra que o tipo de efeito depende da forma da
nio li idade do torque rest lor. Primeiro construimos a curva de ressonancia de um
oscilador harménico com pouco atrito, Em seguida, com torques restauradores nio lincares
de diversos tipos, nés observamos as mudangas da curva de ressonincia e discutimos s novos
efeitos como biestabilidade, triestabilidade e até, de maneira geral, como n modos estiveis
diferentes podem ser obtidos simultaneamente em um oscilador.

&

Abstract

We demonstrate how several non-linear effects can be obtained with a simple mechanical
oscillator coupled to an external driving force. We start showing the well known tuning curve
of a driven pendulum with low friction. Then we show different types of non-linear cffects
depending on the form of the restoring torque: hardening, softening and even periodical with
displacement. The effects shown are bistability, jump effect, tristability and, in general, n-
stability. ‘The effects can be treated in an introductory course of physics. A qualitative
understanding can be obtained observing the change, introduced to the curve of natural
frequency vs amplitude according to the specific form of the restoring torque and deriving
its consequences on the tuning curve.

L. Introdugao estabilidade, caos, etc. Além disto mostraram como é
possivel observar as trajetorins destes movimentos no
espago de fase, mediante o uso de osciloscépio, e rela-
ciond-las com cileulos feitos num computador pessonl.
QOutros trabalhos tém explorado circuitos elétricos que
sdo regidos por equagbes similares as do péndulo nio
lineart*¥, ou osciladores acoplados a tiras de borra-
cha ¢ excitados por um campo de ondas sonorast.®,
Recentemente continuamos a explorar o nosso arranjo
experimental, obtendo novos e interessantes fendmenos
nao linearest®? bem como um melhor relacionamento
com o péndulo linear acoplado & uma fonte excita-

A pesquisa de fenomenos nio lineares assume hoje
em dia uma grande importancia em quase todos os seg-
mentos da Fisica e de outras ciéncias. Por isso ¢ ne-
cessirio levar alguns conhecimentos sobre este assunto
aos alunos de fisica e dreas afins. Uma abordagem
vidvel tem que ser baseada nos fendmenos conhecidos
ou nos conhecimentos adquiridos nos cursos regulares,
e tem que mostrar a relagio entre os fend no-
vos e 08 da fisica linear. Esperidido et alli. mostraram
num artigo recentel!) como se usa um péndulo fisico
para demostrar alguns fendmenos nio lineares como bi-
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dora externa que é estudado profundamente no curso
bésicol®9). Nestes novos experimentos, que sio o ob-
jeto deste artigo, trabalhamos com um oscilador pare-
cido variando as caracteristicas do torque restaurador,
a fonte do torque excitador e o momento de inércia
do péndulo. Mostramos nio sé6 a bi-estabilidade mas
também . a tri-estabilidade até n-estabilidade das os-
cilagGes dependente das caracteristicas do torque res-
taurador.

Ao nosso ver a sequéncia dos experimentos deve ter
uma abordagem que facilite ao aluno o entendimento
dos fenémenos nao lineares e o relacionamento com a
fisica estudada anteriormente. Neste trabalho a base
de raciocinio é sempre a mesma: a analise da curva de
ressonancia que, em condi¢des de pouco atrito se de-
senvolve sempre nas vizinhancas da frequéncia natural.
No caso nao linear a frequéncia natural é uma fun¢io
da amplitude, e assim basta obter esta fun¢io para ter-
mos urma aproximagao para a curva de ressonancia. A
frequéncia natural depende das caracteristicas do tor-
que restaurador e isto sera qualitativamente bem dis-
cutido no corpo do trabalho.

Na Secao II apresentaremos o arranjo experimen-
tal bésico e na Sec¢do III mostramos a curva de res-
sonéncia de um péndulo linear com um méximo agudo
na frequéncia natural. Na Secdo IV nés usamos o
péndulo gravitacional, onde o torque restaurador nio
linear tende a diminuir com a amplitude se comparado
com o caso do torque linear. Ao contrario do normal-
mente visto nos cursos, ndés ultrapassamos os limites
da linearidade e atingimos amplitudes de até 180° para
ver as diferengas e os fendmenos da biestabilidade e a
transi¢do para o caos. Na Se¢ao V nds usamos um ar-
ranjo com um torque restaurador onde a corregao nao

linear tem inicialmente o mesmo sinal do termo linear,

mudando no entanto de sinal para valores bem mais
altos da amplitude. Neste caso mostramos a biestabi-

lidade e triestabilidade. Na Sec¢do VI nés discutimos *

uma extensdo do arranjo precedente, no qual é possivel
atingir mais modos da estabilidade com um torque res-
taurador que muda suas caracteristicas em fung¢io da
amplitude com uma certa periodicidade. Finalmente,
na Sec¢do VII nds encerramos o artigo dando uma ex-
plicagdo qualitativa para as regides de estabilidade e
instabilidade da curva de ressonancia nio linear.

II - Arranjo experimental

O arranjo experimental bésico é parecido com o que
foi discutido em [1]. Se trata de um péndulo for¢ado
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por uma forca externa periédica. Porém, como mos-
trado na Fig. 1, este tem outras dimensdes ¢ o eixo de
rotagoes é posicionado no centro de uma haste retangu-
lar (P), feita com uma régua de 25 cm de comprimento
e massa cerca de 20 gramas, que pode ser feita de qual-
quer material (acrilico, madeira, aluminio, etc). Se co-
locamos uma tinica massa de um lado da régua temos
um péndulo gravitacional. Para usar torques restau-
radores de tipos diferentes precisamos de um péndulo
simétrico (Figuras 2 e 7). A propésito disso fixamos nas
extremidades uma massa de 9 gramas em cada lado,
para isso basta fixarmos 3 moedas de 1 centavo de real
com uma fita crepe de cada lado. O péndulo nio é
muito sensivel a estas especifica¢des, comegamos a tra-
balhar com massas de 2 gramas cada uma, mas afinal
acabamos usando massas de 9 gramas porque assim se
reduzem as frequéncias e as fases das oscilagdes podem
se identificadas melhor quando observadas. Usamos um
raio de bicicleta com 0.2 cm de didmetro como eixo do
péndulo que é colocado num suporte (5) como mostra
a Figura 1. Neste eixo colocamos algumas voltas de
fita crepe (R) com o objetivo de aumentar o didmetro
até 0.6 cm para dar suficiente torque ao péndulo. Uma
melhor solug&o seria colocar um tubo de plastico ou de
borracha de mesmo didmetro para aumentar o atrito
com o fio. Neste ressalto (R) enrolamos duas voltas
do fio cuja extremidade superior é ligada a uma mola,
de constante eldstica K = 10 N/m que posteriormente
serd ligada, mediante uma roda, a um dispositivo que
¢ capaz de variar a amplitude e a frequéncia da forca
externa aplicada (Figura 1). Na extremidade inferior
colocamos uma massa de 100 gramas para obter uma
tensao do fio.

O dispositivo excitador pode ser feito de vdrias ma-
neiras, podendo ser usado um motor elétrico experi-
mental ou um motor elétrico usado nos limpadores de
parabrisa dos automéveis. Nés usamos ambos os tipos
e recomendamos o simples motor de limpador de para-
brisa, com o qual obtivemos bons resultados em todos
os experimentos, porque é bastante acessivel e pode ser
encontrado em sucatas.

Se dispusermos de uma fonte de tensio varidvel é
aconselhavel seu uso, porém é suficiente uma bateria
de automével de 12 volts. A frequéncia é controlada
pela tensdo da fonte ou no caso da bateria mediante
uma resisténcia variavel entre 0 e 50 2.
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Figura 1. Esquema do arranjo experimental, ressaltando
o motor, ¢ o péndulo em sua configuragio coma péndulo
gravitacional, visto de frente e de perfil.

Para determinar a frequencia do motor com relagio
a posigio ponteiro no resistor fizemos uma escala, mar-
cando em uma fita crepe colado no mesmo. Medimos
a frequéncia através do tempo decorrido em 10 voltas
completas do motor.

Perpendicularmente ao eixo do motor colocamos
uma pequena chapa de metal (aluminio) ou acrilica com
furos. Os furos sio espagados de 0.5 cm e distam do eixo
de 1.0 até 7.0 em. Através da mesma [azemos a trans-
missio do movimento do motor a0 pendulo, fixamos um
parafuso em um furo da chapa e mediante uma arruela
conectamos o fio. Assim controlamos o torque aplicado
através da posigao do parafuso da chapa.

Para observar as fases entre as oscilagges do péndulo
¢ o torque aplicado marcamos um ponto como re-
feréncia da fase (F) na roldana superior. Para me-
dir as amplitudes colocamos um transferidor atris do
peéndulo.

Para demonstrar mais claramente os efeitos da hi-
estabilidade e da triestabilidade, observadns através da
amplitude ¢ sobretudo das diferengas de fase de cada
um dos modos estaveis, recomendamos utilizar dois
péndulos igunis ligndos & mesma fonte externa.

IIL. Curva de ressonincia com um torque resta-
urador linear

Para obter um torque restaurador linear fixamos
uma roldana (didmetro de 3.4 cm) no centro do
péndulo, conforme a Fig. 2. Usamos ainda duas molas
com uma constante elastica de 22 N/m cada uma que
siio conectadas por um fio fino, com tensio inicial entre
0.2 ¢ 0.4 N. Este fio é entiio enrolada na roldana.
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Figura 2. Parte do arranjo experi al, do o péndul

& simétrico e tem um torque restanrador lincar usando-se
duas molas,

No estado de equilibrio as duas molas estio alonga-
das igualmente, as forgas se compensam. Se o péndulo
¢ deslocado de um certo angulo, uma das molas ¢ alon-
gada aumentando o torque restaurador linear com o
deslocamento. A outra mola é comprimida diminuindo
a elongagiio inicial, assim diminuindo o torque oposto
linear com o deslocamento, Ambas as varingoes resul-
tam em um torque restaurador linear.

Para estudarmos a dependéncia do movimente do
péndulo com relagiio a frequéncia f da fonte excitadora, ~
medimos a amplitude do péndulo mantendo constante
o torque maiximo do excitador, fazendo uma varredura
das frequencias baixas para as altas de forma bastante
devagar ¢ deixando que as cscilagdes alcangem seu es-
tado estivel.

A curva 1 na Figura 3 mostra a curva de ressonincia
com um torque excitador usando o furo de 2.0 cm, ja
a curva 2 foi obtida com um torque excitador usando o
furode 3 cm. .

As curvas siio bem conhecidas, com um maximo
agudo na vizinhanga da frequéncia natural®?. Na
frequéncia natural fy ¢ ficil obter amplitudes maiores
do que 180°, usando um torque excitador adequado.
As amplitudes s6 sio limitadas devido a possibilidade
de deslizamento do fio, Se uma mola estd diminuindo
demais a tensio no fio diminui ¢ o fio desliza. Ob-
temos grandes amplitudes apenns nas visinhangas da
frequéncia natural.
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Figura 3. Curvas de ressonincia com torque restaurador
linear com pequenas (curva 1) e grandes (curva 2) amplitu-
des da forga externa. A linha tracejada indica a frequéncia
natural, que nio depende da amplitude.

IV. O péndulo gravitacional nio linear

Obtemes win péndulo gravitacional se retiramos o
fio da roldana e fixamos uma massa de 6 gramas, pode-
mos usar duas moedas de um centavo de real cada, em
uma mesma extremidade do péndulo, presa por uma
fita crepe. Em primeiro lugar observamos o torque res-
taurador. No arranjo anterior este foi uma reta. Agora
o torque restaurador comega linear mas com amplitudes
excedendo 30° afasta-se da reta, cresce mais lentamente
e apos 90° comega a diminuir ¢ tende a zero quando a
amplitude vai a 180° (Fig. 4). Considerando Tp como
o maximo valor do torque excitador, podemos concluir

que:

T= Tultﬂp (1)

E possivel deduzir que agora a frequéncia natural
vai depender da amplitude da oscilagiol!®*!], Para pe-
quenas amplitudes a frequéncia natural deve ser cons-
tante. Este caso é muito conhecido dos cursos bisicos
de mecanica. Mas depois de 30° ela deve diminuir, por-
que o torque restaurador € menor que o do caso linear.
Por causa das dificuldades dticas (os
req o conhecimento de integrais elipticas) este
caso apesar de ser importante ¢ normalmente deixado
de lado. Com amplitudes atingindo 180° as oscilagdes
tornan-se bastante lentas ¢ a frequéncia natural dimi-
nui. A frequéncin natural também pode ser medid
liberando-se o péndulo com diferentes amplitudes ¢ me-
dindo o periodo do primeiro ciclo com um cronémetro.
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A Figura 5 mostra a curva da frequéncia natural depen-
dendo da amplitude além de uma curva de ressonincia
com um torque excitador pequeno (furo 1.0 cm) resul-
tando de oscilagdes no regime linear.
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Figura 4. Torque restanradores usados em cada experimen-
tos. Curva 1 - Torque restaurador lincar (figura 2). Curva 2
- Torque restaurador nio linear de um péndulo gravitacio-
nal (figura 1). O torque diminui com a amplitude, Curva 3
- Torque restaurador nio linear devido ao arranjo apresen-
tado na figura 7. O torque cresce com a amplitude até 90°
o diminui a partir dai.
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Figura 5. Curva de ia de um péndul
onal com pequenas amplitudes, que é hulnnle pnhnnl ao
caso linear. A curva tracejada indica a frequéncia natural
do péndulo gravitacional, que depende da amplitude.

Vamos agors estudar a reagio do sistema quando
aumentamos o torque maximo 7p. Sabemos que no
caso linear o pico de ressonancia cresce. O mesmo vai
acontecer aqui. Porém as amplitudes elevadas devem
ocorrer nas vizinhangas dn curva da frequéncia natural.
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Verificamos este comportamento com um torque
aplicado usando o furo a 2 cm do cixo da chapa. Os
resultados sio mostrados na Figura 6 (curva 1: furo
1 em; curva 2: furo 2 cm). Neste caso, comegando
com frequéncias baixas a amplitude aumenta lenta-
mente com a frequéncia até atingirmos fy, onde eln salta
bruscamente para um novo valor bem mais alto. Conti-

doa tarals

ia observa-se que a ampli-
tude diminui. Comegamos de novo com uma frequéncin
bem alta e diminuindo lentamente o seu valor nés ob-
servamos os mesmos valores da amplitude como antes.
Porém, isto nilo ocorre com frequéncias logo abaixo
de fi: as amplitudes continuam crescendo até uma
frequéncia fa < f; onde a estabilidade do estado de
grande amplitude do péndulo acaba e depois de um es-
tado transiente a amplitude diminui até o mesmo valor
jit deserito anteriormente. Chamamos atengio para que
amplitudes maiores que 150° podem levar o péndulo a
girar, para evitar isto recomendamos que as oscilagoes
devem ser bem simétricas. Entre as frequencins fr ¢ fy
nés identificamos o fenomeno da biestabilidade descrito
em [1].
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Figura 6. Curva de ressonincia do péndulo gravitacional
para peq & grandes torg , exibindo a bies-
tabilidade. Curva 1 - Pequena torque extemo {furo 1 cm).
Curva 2 - Maior torque externo {furo 2 cm). Note que a
curva de Ancia se curva, acompanhando a curva da
[requéncia natural. Entre f; ¢ f; o sistema admite dois mo-
dos de oscilagbes (biestabilidade) ¢ tem nm modo instivel
(linha pontilhada).

Na Figura 6 a curva de
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cho estivel abaixo. Oscilagdes com amplitudes acima
da separatriz aumentam até atingirem o trecho estivel
acima. Se vé bem que a curva de ressonancia se desen-
volve na vizinhanga da curva da frequéncin natural.

Se dois péndulos iguais sio usadost'?], cada um deles
pode oscilar em modos diferentes no intervalo [fa, fi,
com o mesmo torque excitador. O modo de pequena
amplitude cscila quase em fase com o torque excitador,
¢ o de alta amplitude oscila em oposigiio de fase. Entio
se os pendulos oscilam em modos diferentes eles osci-
lam quase em oposigao de fase. E bem facil fazer um
péndulo oscilar no modo descjado. Basta iniciar com
uma amplitude média e liberar o péndulo ou em fase
ou em antifuse com o torque excitador. A fase deste
torque ¢ bem observada pelo ponto na roldana superior
que desvia o fio excitador.

Com um torque maior, usando os furos acima de 6
em de distancia do eixo da chapinha, comegam os movi-
mentos cadticos. Esta transicio ¢ descrita em detalhes
em [1]. Todos os experimentos descritos 14 podem ser
repetidos com este novo arranjo experimental, Desta
vez com [requénci pod: observar melhor
d trar a transigio ao regime
cadtico nds recomendamos de novo usar dois péndulos
iguais. Porque é espetacular ver dois pendulos iguais
com excitagtes iguais se comportarem de forma tio di-
ferentes.

V - Torque restaurador nao linear especial

Nés obtemos um torque restaurador com miiltiplas
caracteristicas (forte dependéncin com relagio & am-
plitude) a partir do arranjo experimental mostrado na
Figura 7.. Conforme indicado, nés fixamos dois peque-
nos alfinetes com cabegas esféricas na roldana central;
a cerca de 1,5 em do eixo, sendo que eles estio em
posigdes diametralimente opostas. Em seguida conec-
tamos as duas mdlas, ji usadas anteriormente na ob-
tengio do torque linear, de novo usando um fio fino,
porém desta vez as molas niio sio alongadas e fio tem
uma certa folgn. Depois damos duas, trés ou quatro
voltas do fio em torno de cada alfinete assim conec-
tamos o fio com os alfinetes ¢ obtemos umn pequena
tensio inicial do fio entre 0,1 ¢ 0,2 N. A tensao inicial

por uma linha pontilhada. Esta linha, que indica um
ramo instdvel, uma separatriz, Oscilagdes com amplitu-
des abaixo da separatriz diminuem até atingirem o tre-

determina as frequéncia natural de pequenas amplitu-
des, para demonstrar os fenomenos seguintes sugetimos
trabalhar com frequéncias naturais tio baixas quanto
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possivel, Se usamos dois péndulos iguais, conforme ji
foi aconselhado, devemos prestar atengio para o ajuste
da tensiio inicial de tal modo que em ambos produzam
o mesmo efeito, isto é, frequéncins naturais iguais.

F o

Figura 7. Esquema do arranjo experimental para o torque
restaurador nio linear especial. O torque restaurador € mos-
trado na figura 4. Nesta secio, limitamos os desl t
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T = 2 [tensiio inicial + tensio oriunda do elonga-
mento] x brago

Sendo K a constante eldstica das molas, r a distincia
do alfinete no eixo, Xg a elongagio inicial de cada mola
¢ g o deslocamento angular, escrevemos:

T = =2[K(Xo + r(1 — cosp))] - rsen ¢ (2)

A frequéncia natural deste oscilador depende de ma-
neira complicada dn amplitude. Vamos analisar, em
primeiro lugar, os dois primeiros regimes. No primeiro
deles a frequéncia natural constante. No segundo a
frequéncia natural deve aumentar, porque o lorque res-
taurador aumenta mais do que o linear ¢ um torque

até 180°. Para o cdlculo assumimos que ¢ 2= ', Na segio
seguinte nio hi limitagio. A cada giro de 180° o fio se en-
curta a0 se enrolar nos alfinetes fixados na roldana. Neste
caso o torque restaurador ¢ mostrado na figura 10,

Com este arranjo nés obtemos um torque restau-
rador que varia com a amplitude conforme a Figura 4
curva 3, onde observamos trés regimes distintos. No
primeiro deles, com as amplitudes pequenas até aproxi-
madamente 30°; o torque restaurador ¢é linear. A tensao
das molas nio muda. No segundo regime de 30° até
120° as molas sio nlongadas, a tensiio aumenta ¢ o tor-
que restaurador aumenta mais do que no regime linear.
No terceiro regime com amplitudes acima de 120° o
torque restaurador comega a diminuir, até que tende
a zero quando a amplitude vai a 180°, porque o raio
efetivo diminue. Para molas bem distantes, (de fato,
com os fios exatamente na horizontal), o torque restau-
rador pode ser aproximadamente calculado de mancira
bastante facil.

Como no arranjo cada mola atua sobre o alfinete
através do fio entio o torque ¢ igual ao produto da
tensio do fio pelo brago de torque. Assim o torque das
duns molas pode ser escrilo como:

tado resulta numa oscilagio mais rapida.

A Figurs 8 mostra a curva da frequéncia natural
e uma curva de ressonancia. A curva obtida com um
torque excitador com furo de 2 em. Caso, comegando
com frequéncias baixas, a amplitude aumenta com a
frequéncin até atingirmos fa onde a amplitude dimi-
nui bruscamente para um novo valor bem mais baixo.
Continuando a aumentar a frequéncia observa-se que
a amplitude diminui mais. Comegando de novo com
uma frequéncia bem alta e diminuindo lentamente o
seu valor nés observamos os mesmos valores da am-
plitude como antes. Porém o mesmo nio ocorre com
frequéncias logo abaixo de fa. As amplitudes crescem
bem devagar até uma frequéncia f; onde a estabilidade
acaba e a ente até o mesmo
valor j& descrito anteriormente. De novo temos um re-
gime de biestabilidade, mas neste caso o modo com
grandes amplitudes estio em fase com o torque excita-
dor, ¢ o modo com amplitudes menores esti aproxima-
damente em oposigio de fase. A curva de ressonéncia
¢ completada por uma parte pontilhada. Como no
péndulo gravitacional, esta parte, instdvel, também é
uma separatriz.

plitude cresce br

WELPUT L ——

SN ATV L ey




Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 17, n® 1, 1995

1801

g

)
L

o1}
=

AMPLITUDE (GRAU)
w
o

w
2

1.0

ERENNEMOIA (u7)

Figura 8. Curva de ressonincia para torque excitador médio
( furo 2 em), no caso do arranjo mostrado na Fig. 7. Note
que a curva da frequéncia natural (linha tracejada) se in-
clina para a frente, e que a curva de ressonincia continua a
se desenvolver em suas vizinhangas.

Analisemos agora o terceiro regime do torque res-

taurador, obtidos com furos mais afastados do eixo

da chapinha. Nesta situagio as amplitudes atingem
valores maiores que 120°. Conforme indicado na Fi-
gura 4 (curva 3), nesta regidio o lorque restaurador
comeca a diminuir, e isso tem como consequéncia a di-
minuigio da frequéncia natural. Nesta situagio a curva
da frequencia natural é parecido com a do pendulo gra-
vitacional, e se nés atingirmos esta regiio podemos en-
contrar os mesmos fenomenos ji obtidos com ele.

A Figura 9 mostra a frequéncia natural ¢ as am-
plitudes encontradas nos experimentos, onde o torque

excitador foi obtido usando-se o furo a uma distancia
")
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Figura 9. Curva de ressonincia com maior torque excita-
dor (furo de 3 cm) para o mesmo caso discutido anterior-
mente. A curva da frequéncia natural se inclina para trés
quando as amplitudes ficam muito grandes, ¢ ¢ acompa-
nhada pela curva de in. Noteap ca de uma
regido com trés modos estiveis e de duas regides com dois
modos estiveis.

Com a curva de ressonincia completa, onde os tre-
chos pontilhados nio representam estados estdveis e
sim separatrizes, se observa claramente que ela se situa,
como esperado, nas vizinhangas da curva da frequéncia
natural. O novo modo estd em oposigio de fase com
o torque excitador, assim como ocorre com o de me-
nor amplitude. Escolhendo de maneira adequada as
condigées iniciais, ¢ facil iniciar o novo modo. Basta*
comegar com uma amplitude de 130° - 150°, liberando o
oscilador em oposigio de fase. Apds algumas oscilagdes
meio irregulares o nove modo vai se estabilizar, o novo
modo serd estdvel entre as frequéncias, fi e fi. Usand
dois osciladores iguais, como recomendado, é possivel
com quase & mesma fase e amplitudes bem diferentes.
Entre as frequéncias f; e fy é possivel po-los a osci-
lar com fases opostas ao do regime caracterizados pelas

de 3 cm do eixo da chapa. Comeg com frequéncias

baixas, a amplitud ta com a freq até atin-
girmos fy onde a estabilidade acaba. Neste ponto a
amplitude pode ter dois comportamentos: ou di um
salto para um novo valor bem acima, ou para um va-
lor bem menor. Se acontece o primeiro caso nés tere-
mos atingido um novo modo de oscilagio. Enfatizamos
que ambos os comportamentos sio possiveis, mas que,
variando apenas a frequéncia, niio temos como contro-
lar experim plitude vai para cima ou
para baixo.

sea

fi ias situadas entre [|' e fa

Entre as frequéncias f2 ¢ fy existe wina regido com
triestabilidade. Para se determinar esta regiao é reco-
mendivel comegar com frequéncias altas, diminuindo
lentamente seu valor, até f; quanda este moda de pe-
quenas amplitudes se tornar instdvel, e a amplitude
comega a crescer, até atingir o novo estado estivel.
Usando uma frequéncia pouco maior do que fa pega-
mos uma das extremidas do péndulo com a miio e des-
! até a amplitude e modo desejado, liberando-o
com a fase adequada. Observamos que a posigio do
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ponto de referéncia com respeito a fase dar para liberar
o péndulo em fase ou anti-fase com bastante precisio.
Assim se pode alcangar os trés modos. Apds alguns
batimentos o modo de oscilagio se estabiliza, ¢ ai se
pode variar a frequéncia. Fazendo-se uma pesquisa das
oscilagoes estdveis, acaba-se com uma figura parecida
com Figura 10,

ng

(

0.02 0.03 0.04 0.0

MOMENTO RESTAURADOR

.00 0.01

35 B0 130 180 240 300 350 4:50 280540
LITUDE (GRAI

Figura 10. Torque restaurador para o esquema mostrado
na Fig.7, quando a amplitude ultrapassa 180", Entre 180" ¢
360 a curva tem o mesmo compartamento que no intervalo
[0°,180°), mas com amplitude maior. A parte pontilhada
indica a curva tedrica.

VI - Extensao para a n-estabilidade

Se no arranjo anterior nés deixamos a amplitude ul-
trapassar 180°, os alfinetes sc engatam no fio e o torque
rest dor, que se ay de zero em 180° aumenta
de novo. Desta vez a tensio do fio é maior, ja que ele foi
encurtado de uma valor igual a 2r. O mesmo compor-
tamento descrito na segiio anterior vai acontecer agora
para amplitudes entre 180° e 360°, e mais generica-
mente em cada intervalo [n x 180, (n+ 1) x 180). Con-

Klaus Weltner et al.

ou para n-180° < » < (n+1)180° com n = 0,1,2,3, ...,
como, T' = 2K rsinp[zg 4 2nr 4-r(1 — cos(ip -+ 180°))].

O termo (p + nl80°) no argumento do cosseno é
devido ao fato de a cada meia volta se encurtar o fio.

A Figura 10 mostra o torque restaurador, desta-
cando os valores tedricos conforme a férmula acima
(linha pontilhada) ¢ os valores experimentais (linha
cheia). A diferenga origina-se do diametro dos alfinetes
que nao ¢ zero.

A partir deste comportamento para a for¢a nés ob-
temos uma curva da frequéncia natural e a curva de res-
sonancia que se desenvolve nas suas vizinhangas, o que é
ilustrado pela Figura 11. Conforme a convengio usada
acima, os trechos pontilhados siio instdveis e as partes
cheins sio modos estiveis. Os pontos indicados corres-
pondem a valores experimentais. E possivel determinar
até seis modos estiveis com a mesma frequéncia com o
arranjo descrito,

360

300

N
<
2

AMPLITUDE (GRAU)
@
=]

I}
g 8

L ) . 0.8
8o 92 treouiicia (HZ? 8
Figura 11. Curvas de ressonincia e da frequéncia na-
tural correspondendo sitwagio ilustrada pela Fig. 10,
quando a amplitude de oscilagio ultrapassa os 180°. A si-
tuagio se lamu bastante complexa, com multi-estabilidade.
[ experi I identificar os cinco ramos

tiveis indicados na figura.

siderando as molas bem distantes, n como o nimero
de meins voltas enraladas nos alfinetes ¢ desprezando
o diamentro dos mesmos, podemos aproximadamente
escrever o torque restaurador como:

T = =2Krsinp|zg + r(1 — cos(y))] para 05 < 180°%;
T = —2Krsinp[zg + 2r 4 r{]1 — cos(p + 180°))] para
180° < ¢ < 360%;

T = =2Krsinp[zq 4 4r + r(1 — cos(p + 360°))] para
360° < p < 540%

T = =2Krsinp[zo + 6r + r(1 — cos(p -+ 540°))] para
540° < < 720%

VII - Obscrvagoes sobre os regimes de estabili-
dade

Se pensarmos na curva de ressonincia com pouco
atrito (Fig. 3), verificamos um miximo agnudo na
frequéncia natural fo. As condigées paraa transferéncin
de energia da fonte externa para o péndulo sio miximas
quando a frequéncia externs é igual a frequéncia natu-
ral do péndulo com a fase entre o torque excitador e a
oscilagio de 90°. Porém se temos uma diferenca entre a

p——
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frequéncia natural fo e a frequéncia do torque externo
a transferéncin de energia diminui ¢ em juéncia
a amplitude da oscilagio também diminui, porque essa
transferéncia de energia tem que compensar as perdas

de energin por causa do atrito. Estas perdas dependem
monotoni te da

plitude da oscilacio. Se as di-
ferencas sio maiores a transferéncia da energia diminui
mais e resulta em amplitudes menores, assim resulta o
méximo aguado na frequéncia natural.

1804 ~~_
"‘-\ S s A‘
21501 R ISCTTA;
K h
£120- !
W ]
S g0 1 '
- i H
d i i
% 601 : .
1 1
30 =4 .
1 1 1
!
B.O A f 1.0
. FREQUENCIA (HZ)
Figura 12. Indicacio dos trés modos, caracterizados por

amplitudes A, B e C, que podem ser encontrados com uma
duda frequéncia f. Indicagio da {requéncia prépria f cor-
respondendo amplitude A, bem como de fa, € fa, devidas
a duas outras amplitudes A; e A; priximas a A. O balango
da energia jogada no sist e da dissipada leva o ascilad
de volta a amplitude A, que é estdvel.

Vamos agora analisar um caso niio-linear, o do
péndulo gravitacional com frequéncia natural nio cons-
tante, e dependendo da amplitude. A Figura 12 mos-

tra a curva de ressonancin que conforme ja di

19

Se por acaso a amplitude é menor do que A,
como em Ay, a frequéncia natural £, dessa amplitude
aproxima-sc mais da frequéncia excitadora f. Con-

ii te a transferé

ia de energia melhora, re-
uultando num crescimento da amplitude, até atingir de
novo o valor A. Assim a amplitude A é estivel, pordue
cada variagio aleatéria implica em uma retorno a A.

Analisemes agora uma oscilagao com amplitude ou
modo B (Figura 13). Neste caso s frequéncia natural
correspondendo a esta amplitude é f. De novo temos
uma certa diferenca entre f e fp (Figura 13). Se por
acaso a amplitude aumenta um pouco até atingir o va-
lor By a sua frequéncia natural serd f, . A diferenca
entre f e fp, é menor do que entre f e fp. Assima
transferéncia de energin auments resultando num au-
mento da amplitude e esta cresce até atingir o valor do
modo A!

180
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Figura 13. Indicagio da frequéncia prépria fo P
dendo & B, bem como de fp, e f5,, devidas a duas outras

ocorre na vizinhanga da curva da frequéncia natural.
Uma oscilagio com uma certa frequéncia f pode pos-
siir tres modos com amplitudes A,B ¢ C. Consideramos
inicialmente uma oscilagio com modo A. Neste caso a
frequéncin natural desta amplitude é f4 ¢ temos uma
certa diferenca entre f e f4. Se por acaso a amplitude
for aumentada um pouco até o valor Ay, a frequéncin
natural dessa amplitude é f4, e a diferenca entre f e
S, é maior que a anterior. Consequenteniente a trans.
ferencia de energia diminui resultando numa diminuigio
da oscilagio. A amplitude decresce, até atingir de novo
o valor A.

plitudes By e By proxi a B. O balango da energia jo-
gada no sistema ¢ da dissipada leva o oscilador a se afastar
de B, ¢ em cada distorgio se aproximando de A ou de C.

Se consideramos a ‘amplitude um pouco menor que
B, ou sejn um modo com amplitude B; a frequéncia na-
tural dessa amplitude é fp, ¢ a diferenga entre f e fp,
¢ maior que entre [ e fp. Conseqiientemente n transfe-
réncia de energia piora, resultando numa diminui¢io da
amplitude. Ela diminui até atingir o valor do modo C.
Assim o modo com amplitude B ¢ instivel porque qual-
quer variagao aleatdria é amplificads, resultando num
afastamento ainda maior.
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da frequéncia natural. Os modos dos trechos abaixo do
curva da frequéncia natural sio instaveis.

Um caso particular sio os trechos vindo das
frequéncias bem maiores ou bem menores da frequéncia
constante natural das amplitudes pequenas. Nesse caso
as amplitudes sio pequenas, dentro do regime linear da
forga restauradora. Por isso nos aproximamos do caso
linear, com amplitudes limitadas e estiveis. Este ¢ o
caso do ponto indicado pela letra C.

Agradecimentos

Os autores agradecem a Profa. Judite Miranda por
discussdes proveitosas e aos drbitros desta revista por
suas sugestdes valiosas. O Prof. Weltner agradece o
apoio financeiro do DAAD e CNPq. A.5.C. Esperidiio
¢ R.F.S. Andrade tém o apoio financeiro do CNPq.

Neferéncias

1. A. S. C. Esperidiiio, G. P. Guedes, K. Weltner e
R. F. S. Andrade, Rev. Bras. Ens. Fis. 14, 78
(1092).

2. D. D'Humieres, M. Il Bealey, B. A. Huberman ¢
A. Libchaber, Phys. Rev. A1G, 3483 (1982).

3

Klaus Weltner et al.

. P. Lais, Rev. Ens. Fis. 11, 30 (1989).

. R. Khosropour e P. Nillet, Amer. Jour. Phys. 60,
429 (1902).

. B. Hoke - Nonlinearity in rubber band vibrations
- Senior Thesis, Hamilton Collede, Clinton, New
York, Dezembro 1990,

. K. Weltner e A. S. C. Esperidiio, Math. Nat.
Wisa. Unter. 46, 228 (1993).

. K. Weltner, A. 8. C. Esperidifo, R. F. S. Andrade
e G. P. Guedes, Amer. Jour. Phys. Vol62, 56-59
(1904).

. H. M. Nussenzweig, Curso de Fisica Bdsica, Vol.
2, Cap. 4, Ed. Edgard Blucher Ltda, 2a. Reim-
pressao, 1087.

. R. Resnick e D. Halliday, Fisica I, Vol. 2, Cap.

15, Ed. Ao Livro Técnico, 2a. Edigio, 1973,

. L. D. Landau ¢ E. Lifchitz, Mecinica, Cap. 5, Ed.
Hemus, 1975,

. 1.G. Pain, Vibrations and Waves in Physics, 2a.
Edigio, Cap. 7, Cambridge Univ. Press, New
York, 1984.

. K. Weltnier, A. S. C. Esperidiio, R. F. S. Andrade
¢ G. P. Guedes, Physik. in der Schule 31, 7 (1993).




