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Resumo

A relagio entre estes dois tipos de tensores é apresentada de forma a poder ser usada como

suplementos ao tratamento habitual dos textos.

Abstract

The relation between these two types of energy-momentum tensor is explained in a way that
is casily appended to most text-book treatments.

I. Introdugao

X fato bem conhecido que o tensor de momento-
energia canonicol!l de um campo clissico ndo ¢
simétrico pela troca de seus indices, exceto no caso de
campos de spin nulo. Por causa disso éle ¢ substituido
usualmente por um outro, simétrico, que lhe ¢ equiva-
lente enquanto densidade de energia e momentof**!

Uma alternativa possivel é o uso do tensor de
energis-momento métrico, introduzido por Hilbert em
seu trabalho clissicol!, onde ele surge como a fonte
tensorial correta para o campo gravitacional.

Assim, os tensores de momento-energia canonico e
métrico tém origens muito diversas, e definigdes ainda
mais diversas. Custa crer que tenham o mesmo signifi-
cado fisico, isto é, que sejam equivalentes.

Neste artigo buscamos elucidar de uma maneira sim-
ples quando é que essas duas espécies de tensor de
momento-energia sao de fato equivalentes. Mais pre-
cisamente, calculando-se o tensor métrico e passando-
se no espago plano descrito por coordenadas cartesia-
nas, quando é que se obtém um tensor equivalente ao
tensor de momento-energia canonico? Comegarermos
pelo caso muito simples de um campo escalar ¢. A se-
guir trataremos do caso de um meson vetorial, onde os

aspectos gerais do problema ja serdo vislumbrados, e
esbogaremos uma extensao para outros spins.

O método apresentado aqui tem talvez a vantagem
de requerer apenas uma extensao (bastante natural) da-
quele usualmente encontrado nos tratados classicos!!],
Uma demonstragao do mesmo resultado hi de estar
contida no tratamento muito geral (e muito compli-
cado) da ref.(3]. Nio conhego nenhum livro que trate
do assunto: em geral apresentam apenas argumentos
de plausibilidade.

II. Questoes de equivaléncia

Para introduzir apropriadamente o tensor de
momento-energia métrico é preciso que trabalhemos em
coordenadas curvilineas. Seja £(g", %Ef-. ¢, i¢) a den-
sidade lagrangeana. A agdo é dada por

S=jd*z\/(—g)£ 1)

O tensor de momento-energia métrico é obtidof!]
explorando-se o fato de que S deve ser invariante sob
transformacoes infinitesimais de coordenadas =* — z/i
com

" =z £(2). (2)
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Os campos e a métrica respondem a esta transformagio onde a segunda integral é essencial, uma vez que uma
da maneira seguintel!]: transformagao geral de coordenadas nio se anula neces-
sariamente na fronteira de um dominio de integragio.

bd(z) = ¢'(z) — ¢(z) = —€' ()i (3) Para uma bela dedugdo desse termo veja [5]. Trata-se

8g¥(z) = €k 4 gk, (4) da sua equagio (170). Como veremos, este termo de

superficie é a chave de toda a prova. Mais explicita-

Isto induz ao S a variagao
na ag L mente,

5S = j dz8(/{ - 9)L) + ] doe' (- 9)L  (5)

= [a=vi- D550+ a(a¢)""¢}

A - 9)E) o AV =9)L) 0
jd" [ Bl + 8(%‘:}) 3?50”]

+ j doi€' /(- g)L. (6)

As integragdes parciais usuais levam a

[ @=vi- 5% — V- DV - a)gsl)oe +
a(\f -90) /=9
jd‘[ -8 o) 169" +
+ [ ol /- 9)8—(&‘:—4“}6«&
+ [ do A=), [deeVi-oc. (™

o hg")

Quando ¢(z) satisfaz as equagdes de movimento a primeira integral se anula. Definindol!] o tensor de momento-

energia métrico por Tj; by

_AV(=9)8) _ 5 8(/(=9)C)

FTav(=9)= 55 8(6157) ©
tem-se
1 : ac
Efd‘zﬁ- 9)Tii69" + jda,./{‘- g)mﬁqﬁ +
+ [ da "‘{%,T,’"’sa” + [do! (- g1t ©)
|

Suponhamos, por um momento, que L nio dependa ou através dos virios tensores de curvatura. (Natura-

das derivadas de g". Isto quer dizer que os coeficientes mente isto é sempre verdade no espaco-tempo de Min-
da conexio I'j; nio estardo presentes, explicitamente kowski descrito por coordenadas “cartesianas”). Inse-
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rindo em (9) os valores de 8¢ e 89" temos

|
1 ac
5= 1 [ ate =o€ + )+ [ dor/{- 0™ =gz + mL) (10)
isto ¢,
= 3 [ata V- amy(€ +€) —fdmﬂ—g)f'"ein (1
onde reconhecemos 8
! !
B = S
como o tensor de momento-energia canénico. Ora, como ¢ mostrado ewm detalhel!]
s [ ei-amye vty = - [ @= /- oThe + Janvi-ahen (12)
Levando (12) & (11),
- [ @ i-aithe + [ dond - 03 - ) (13)

Como 65 deve se anular para €', obtém-se

Tli = (l‘!)

jdmf( — )T, - 8l )Em =
or
T =0k (15)

mostrando a equivaléncia dos dois tensores.'

1I1. Eletrodinamica

Embora mesons escalares sejam simples demais, eles

sio convenientemente para expor, na forma mais sim-

b

[

ples, a estratégia da demonstragao. Passemos agora ao
caso da Eletrodinamica, onde as feigoes do caso geral
j4 se tornario claras. Além disso, as conclusdes se apli-

cario também ao caso dos mesons vetoriais.

Considere a equagao (3). Ela exibe a variagdo de
forma de um campo escalar, um ingrediente essencial
para a discussio prévia. A variagao de forma de um

campo vetorial S, é dada por [6]

§A, = =" 0mA, - Am{aﬂsm)- (16)

Isto induz na agdo S a variagao

ac
fd‘:\/ g)( M. a(“)aam.}

+ j da,&‘\/f —-g)L.

8(1.1,7) 5a1"?
(1)

! Na realidade, o anulamento da integral sobre uma superficie fechada leva apenas a T'™ — ©'™ = 8, H/™ where HI™ = —Him!,
mas ninlpn—lnlcmwkumimm”'“‘ usando apenas campos escalares. Veja o Apéndice.
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Procedendo como antes,
6S =

[ evi= D~ IV = MUV - ) g5 Vo +

/‘,4 {B(J;g.’y)ﬂ) %ﬂ;g;ﬂ)lﬁgu*_

+ [ dal - 9) gy 164,

+jd ,0(5/(;, .f;m i +fda;£'\/(—g)ﬁ. (18)°

[

Suponha que a lagrangeana nio dependa de 19" .
Entio, wsando as cquagbes de movimento para 4, ¢

a defini¢ao do tensor de momento-energia métrico,
1 .
3 [ eVi=a)Tbe" +

+jdag\/f—g)-gz%éﬂ, +
+ / doi€' /(- 9)C (19)

5 =

Estudaremos agora o segundo térmo em detalhe. E me-

lhor escreve-lo na forma

JEEY —g)a(—gfj,jaﬂ.} =
— j d‘zai{\/(— Q)E-(—g‘i—’)(amﬁl)fm} =
j Fediie g)Tg‘%’—)Am&e"‘) (20)

onde fizemos uso da variagiio de forma de A,. Levando
isto & Eq. (19),

= [aevi-oms -
ac .
[ @20 = ) gy OmAE™) =
[at=aivi- y)g(;?f’j,.—) AndiE™) +
] o€ /(- 9)L. (21)

Transformando a segunda integral em uma de superficie
e usando a Eq. (19),

[at=i-o1t 6 +
[ den/i-axthen - j dor/( = 9)BLE™
fd“:&,{\/( -Q)Wgr%s Amalfm} (22)

onde usamos

aL

!
Om = (@A)

———Om A, — (23)

Assim
88 =
[=vi-omtae+
[ dor/i- o) - @h)e™
[ @204 (= )5y A" @)

Usando o fato que zrp&— é antissimétrico em (1,5),

temos
/d"z@;{\/(-- g)m‘:r%_—) Amd,E™) =
[ a0t - Dy A"
,/w:a,{s'"a.(ﬂw)wgﬁ—_)z%m)} =
= [ doig™0.(/ (= 9) 55 7m)

Juntamente com a Eq.(24) isto di
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8= [d=/(- 9Tt €+

1 ac =
jda.ﬁ-g){v.‘,.—ei,.— 7(-_60' (\/f—g)mz%m)}e : (25)

Isto deve se anular para €' e dominio de integragao arbitrarios. Por isso,

T‘i“,lzo

e a integral de superficie também deve se anular. Em coordenadas cartesianas ™ podem ser tomados constantes,

e entao segue que:

m m 1 0£ my Imas
T — @' -—a.(ﬁ—g)mA )=8,G (26)

Vi-9)

onde G'™ ¢ antissimétrico nos indices (l,5). Ora, o
iiltimo termo do primeiro membro tem ele mesmo esta

simetria, de forma que
T}, - 8, = 8, "™, (27)

onde H é um novo tensor com as mesmas simetrias de
(G. Estes dois tensores de momento-energia sao, por-
tanto, equivalentes. (Veja (1], §32).

IV. Conclusao

No caso do meson vetorial a demonstragio da equi-
valéncia fez uso de dois fatos: o lagrangeano nao de-
pendia de 9", and Wgﬁi—-’ vra antissimétrica em (I, s).

A iltima propriedade é comum a todas as lagrangea-
nas que descrevem particulas de spin inteiro, no forma-
lismo de Fierz-Pauli®). Para um tratamento breve e
muito licido desse formalismo, veja 7). Em relagio a
dependéncia em &g, veremos que nenhum problema
se poe (no caso de haver a dependéncia) para o espago-
tempo de Minkowski.

Considere um campo que ¢ um tensor de posto
(rank) s, simétrico em todos os seus indices, que se
anula por contragio em relagio a qualquer par de

indices, e que satisfaz a condigao de 4-transversalidade,
8i ¥i. =0,

e seja sua dinamica descrita pela densidade lagrangeana

L= =(Bivy,. 3 )(@ W 30) + (B, 5 )@ H0) + miey, g it de (28)

Este campo representa uma particula de spin s [7] e tem a variagao de forma

6‘".!'1 Jo = -Ema"’¢'il---.f- i (8jl£m)¢mh-»-ia =i

— (05,6™)¥5,..m (29)

Note que 3'(5_},?“',_? ¢ antissimétrico em (i, ji) para todo k.
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Podemos agora reproduzir cada passo da demons-
tragio prévia. O termo —£™8myj,..j, da variagao de
forma participara da expressio de ( ©%. Os termos
restantes da Eq.(29) irdo, como na Eq.(25), compor
termos G’}"I , que serdo a soma de s‘l.crmos, todos com
as mesmas simetrias nos indices. Termina-se com a se-

guinte expressao:

85= [da(- Tt u6'+
[aoni-a)zh, - & - Ghpen +
/ i, 2= 9E) s (30)

o0

Mas o espago-tempo de Minkowski tem méxima sime-
tria, o quer dizer que é possivel escolher os £™ de ma-

neira que
59,":' = 5"11‘ + £

se anula, e resta ainda uma familia a 10 parametros de
vetores rrbitrarios. O anulamento de §S para cada um
desses €' garante, portanto, o resultado

T'm @™ = g H'™ (31)

(onde o H'™/ serd, em geral, um novo tensor com as
mesmas simetrias que G'™/) mesmo quando o lagran-
geano depende de d;g9', desde que o espago tempo seja
de Minkowski.

Poderiamos tratar também o caso de spin semi-
inteiro, mas seria necessaria a introdugao do formalismo
de tetradas, o que nos levaria longe demais. Fica, tal-
vez, para um outro artigo. Por enquanto remetemos o
leitor a [9).

Mostramos, por uma ligeira modificagao do forma-
lismo usual que consiste em manter todos os termos de
superficie (que usualmente sao desprezados), no espago-
tempo de Minkowski, que o tensor de momento-energia
métrico é equivalente ao tensor de momento-energia
canénico, no sentido de Belinfante-Rosenfeld, para to-
dos os campos que descrevem particulas de spin inteiro.
Como isto depende do alto grau de simetria do espago-
tempo de Minkowski, o resultado nio se estende a todos
o8 espaco-tempos. O método, contudo, pode ser usado
para analisar cada caso individual.
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Apéndice

Seja Vi um campo vetorial, dado por suas compo-
nentes em um espago tridimensional. E dado que o
fluxo de V em uma superficie fechada arbitréria é zero.
Dai nio decorre a nulidade de V. De fato, basta que
V = rotW, onde W é um campo vetorial arbitrério,
para que a condigio seja satisfeita. O resultado andlogo
em 4 dimensdes é importante para a nossa demons-
tragao. ;

Seja A' um campo vetorial em um espago 4-

dimensional, tal que

f dnA' =0

em qualquer superficie fechada, de elemento vetorial
de area do;. Dai nao se pode concluir que A' seja
zero. De fato, basta que se tenha A' = 8, B™ com

Blm — _Bml’ pOiB
jd’arﬂm B'™ = fd‘:a.,,o.a"“

¢ a segunda integral é zero por simetria. Este é o re-
sultado que citamos na nota de rodapé ao final da prir-

meira segio.

Referéncias

1. L. D. Landau, E. M. Lifshitz, The Classical The-
ory of Fields 4th. Edition, Pergamon Press.

9. F. J. Belinfante, Physica,6, 887 (1939).

3. L. Rosenfeld, Mém. Acad.Roy.Belg. (ClLSc.) 18,
6 (1940).

4. D. Hilbert, Grundlagen der Physik, in Gesam-
melte Werke, Springer, Berlin.

5. W. Pauli, Theory of Relativity, Pergamon Press,
London, 1958.

6. S. Weinberg, Gravitation and Cosmology, Wiley,
New York.

7. V. B. Berestetskii, E.M. Lifshitz, L.P. Pitaevskii,
Quantum Electrodynamics, Pergamon, Oxford.

8. M. Fierz, W. Pauli, Proc. R. Soc. Lond. A173,
211 (1939)

9. J. Schwinger, Parlicles, Sources and Fields,
Addison-Wesley,Reading.



