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Resumo

Mostra-se que o método de fatoragdo pode ser aplicado com vantagem a equagao de Legendre,
obtendo-se operadores de levantamento e abaixamento de indice que atuam sobre auto-
estados de momento angular orbital (polindmios de Legendre). O método de fatoragao
permite reduzir uma equagio diferencial de segunda ordem a um par de equagdes diferenciais

de primeira ordem, de integragdo mais facil.

Abstract

We show that the factorization method can be applied to solve Legendre equation, intro-
ducing raising and lowering operators which act on orbital angular momentum eigenstates
(Legendre polynomials). Using the factorization method, we can reduce a second order
differential equation to a pair of first order ones, that are more easily integrated.

I. Introdugao

No equacionamento de um problema fisico envol-
vendo sistemas continuos, tanto em nivel cldssico como
quéntico, o resultado é um sistema de equagoes diferen-
ciais parciais, em geral de segunda ordem. Equagoes di-
ferenciais parciais ligadas a alguns modelos especificos,
sob certas condi¢bes de contorno e de simetria, p:bdem
ser submetidas a separa¢do de varidveis, reduzindo-
se a conjuntos de equacOes diferenciais ordinarias.
Como estas equagdes sdo comuns a uma variada gama
de sistemas fisicos diferentes, o estudo e a obtengao
das suas solugdes sio feitos exaustivamente em fisica-
matematicall:234. A equagdo de Legendre é um dos
principais exemplos de equagdes diferenciais de inte-
resse em fisica-matematica, muitas vezes usada como
modelo para a introdugdo das chamadas funcoes e'spe—
ciais, solugSes dessas equagbes, obtidas a partir da ex-
pansao em série de poténcias conhecida como o Método

de Frobenius. Os polinémios de Legendre definem

a primeira solugdo da equagdo de Legendre[4]. Em
mecanica quantica, algumas destas equagGes sdo resol-
vidas usando-se um método alternativo simples e efi-
caz, através da fatoragdo da equagdo, tendo frequen-
temente como modelo o oscilador harmoénico simples
unidimensionall®:¢]. Neste caso, a fatoragao permite in-
troduzir operadores de levantamento e abaixamento de
indice (similares aos de criag¢do e destruigdo da Teoria
Quintica de Campos e muitas vezes assim denomina-
dos), que permitem o acesso a todas as solug3es a partir
da solugdo correspondente ao estado fundamental, por
exemplo, cuja equagdo pode ser reduzida a uma equagao
diferencial de primeira ordem, de integra¢do imediata.
Mostramos que o método dos operadores, nos mesmos
moldes, é eficaz também no tratamento da equagao de
Legendre. Motiva-nos, inclusive, a possibilidade de. se
obter com o seu concurso, uma fatoragio mais completa
da hamiltoniana quantica de sistemas como o dtomo
de hidrogéniol”:® ou o oscilador harménico isotrépico a

trés dimensdes(®19% onde a equagdo de Legendre asso-
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ciada surge como a parte angular da equagio que des-
creve o sistema. Nos casos acima citados, consegue-se

introduzir operadores de criagio, por exemplo, tais que

AYRp ¢ — Rngre (1)

(osciladores harmonicos),

A;}Rn,l _— Rﬂ+l,£ (2)

(atomo de hidrogenio),

A} Rnt — Bn (3)

ou

L+Yl.m = Yl,m+l ' (4)

sendo a solugao completa dada por

Wutm(r) = Rﬂl(r)ylm(ng) . (5)

Os operadores que permitem a fatoragio da equagao
de Legendre, como veremos adiante, atuam em trans-

formagoes do tipo

QF Yem(0,0) = Yesr,m(8,9) (6)

Qlytm(al'lo) -t Yl-l,mta.‘P) ' (7)

completando, portanto, o conjunto de operadores ne-
cessdrios para percorrer todos os auto-estados de ener-
gia e momento angular. Um breve resumo dos resulta-
dos ¢ apresentado pelo autor na ref. [9]. Operadores
classe T [10],

Ty ; — ¥ip1541 (8)

também desempenham este papel.

Operadores do tipo Q¢ ¢ Q:’ acima definidos atuam
sobre auto-estados do momento angular orbital L% o
que sugere a generalizagio a operadores que atuem so-
bre auto-estados do momento angular total J? e em
particular, a operadores que atuem sobre auto-estados

de spin §?, visto que

J=L+S. (9)
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Operadores do tipo

Q*ls=0)—la=3) (10)

Qls=3) —ls=0) (1)
sio conhecidos como operadores supersimétricos, ¢
transformam auto-estados de spin inteiro em auto-
estados de spin semi-inteiro, ou seja, bdsons em
férmions e vice-versal!!1?l. Apesar destas indicagdes,
sendo o nosso objetiva de cardcter pritico, nio temos a
pretensao de abordar, por exemplo, a algebra obedecida
por estes operadores, ou sua relagao com os geradores
das transformagoes supersimétricas, de modo que tra-
taremos do assunto do ponto de vista eminentemente

operacional.

II. Os Operadores

A equagio de Legendre, em fisica-matematica, é fre-

quentemente apresentada na forma

2u—d};'1(1‘““) +(t+1)P(u) =0, (12)

(1-u?)

d* Pe(u) B
du?

para valores de £ inteiros (£ = 0, 1,2,3,...) e surge
da parte angular da expansio do d’Alambertiano v?
em coordenadas esféricas (r, 8, ¢), com a introdugao da
variavel auxiliar u = cosf. Consideremos as relagoes de

recorréncialtl

(1- u’)ﬁ;‘iﬂ = Py (u) = fuPp(u)  (13)

e
dP,
(1 —ﬂ-% = (£+1)uPe(u) = (£+1)Peyr(u) . (14)
A primeira delas pode ser escrita na forma

EP_y(u) = [(1 = u’):—ua,zu] Pu(u)  (15)

e a segunda,

(L4 1)Pegr(u) = - [(1 - u’)ﬁ -+ l)u] Py(u) .
(16)
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As equagdes acima sao tipicas definigdes de opera-

dores de criagao,

oty =-[0-g e 00

e de aniquilagao,

Qe = [(1 —u:")-‘%+lt1] ; (18)

nos moldes dos usados em mecanica quantica, condu-

zindo a

(€4 1)Pes(w) = Q. Pulw) (19)

EPry(u) = QePe(u) . (20)

Estas equagoes mostram que

Qt+1Qf+1

(4 1)Pi(u) = Qeyr Prya(u) = €+ )

Pe(u) (21)

+
ePw) = QF Posw) = L Py, (22)

|

de modo que os operadores @, e Q7 devem satisfazer

as relagoes

Qe QF Pe(u) = (£+ 1)? Pe(u) (23)

QF QePr(u) = £ Pue(u) (24)

indicando que P (u) é auto-fungio de Qi Qe e de
Qe+1Qf,,, com auto-valores £ e (£+ 1) respecti-
vamente.

Em especial, para £ =0,

QP = (1= WP =0,  (9)

de modo que P, deve ser uma constante, podendo ser

convenientemente fixada no valor

P,=1. (26)

A partir da fungao inicial Py, é possivel determinar
as demais auto-funcdes Py(u) pela aplicagio sucessiva

dos operadores de criagiio Qf . Assim, temos

Pi) = @) = - [(1= ) - taf 1=, (27)

Pi(w) = -3

e, de forma genérica, para um £ inteiro positivo,
1 1 1
Py(u) = ?Q:'f’t-l(ﬂ) - ?Q? mQ:q QY Po(u)

= %Q?QLQT.: .- QF Po(u), (29)

podendo-se verificar, com algum esforga, que pode ser
reduzida & férmula de Rodriguesi

4
Pe(u) = 5‘1_5 (diu) (v -1), (30)

que define os polinémios de Legendre de ordem £ .

[(1—uz)djé—‘lu]u:—%(l—u2)+uj=%(3u2—l} (28)

Os polinomios de Legendre sio auto-fungoes do ope-
rador de momento angular L*,

L2 Py(u) = B2 (L + 1) Pe(u) , (31)

o que, comparado i equagao (24), leva i relagao

L2 Py(u) = W(QF Qe+ £) Pe(u). (32)

A expressio acima somente tem significado para as
auto-funces Py(u) explicitadas, uma vez que os ope-
radores Q¢ e QF tém dependéncia explicita em LA
partir das equagdes acima, pode-se verificar que
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(L%, Qf )Py = 2W74Q} Pecy (33)
(L, QF )P = 20* (L + 1)QF,, Pe (34)

[
(L2, Q) Pe = =202 €Q¢Pr (35)
J

d? d
2 _— —
[(1 - )du'-' 2udu (1

sendo Py (u) os polinomios associados de Legendre.
Pode-se verificar que estes polinomios satisfazem a

equagio de auto-valores

QFQePem(u) = (€ = m?)Pem(u) . (37)

Vale ressaltar que as auto-fungoes Pem podem ser
obtidas a partir das auto-fungdes Py (caso m = 0), pela
aplicagio sucessiva do operador degrau de momento an-
gular Ly,

LiPen — Pemsr - (38)

II1. Funcoes de Legendre de segunda espécic
A técnica dos operadores de fatoragio é itil também
para a obtengio das segundas solucoes das equagoes de
Legendre. Uma forma alternativa para a equagao de
Legendre (12) é
d g |
> [(I -u )E—m] +{{+ 1)y =0. (39)

Esta equagao, para £ = 0, fica

d g, d

2 [u-u g =0 (40)
ou seja,

d
(l—u:)-d—ﬂyo=C. (41)

onde C é uma constante arbitraria. A equagao (41),
para C = 0, leva & equagdo (25), com wo = Py , resul-
tando nas solugdes polinomiais de Legendre; se C for

ll’l:r
2

R
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caracterizando os operadores Qf,, e Q¢ como opera-
dores de levantamento e abaixamento do indice £ para
(£+1) e (£=1), respectivamente, das auto-fungdes Pe(u).

A parte angular da expansio do operador
d’Alambertiano V? em coordenadas esféricas ¢ a

equagio associada de Legendre

+ (£ + l)] Pim(u) =0, (36)

uma constante arbitraria nao nula (C # 0), a equagao

fica
dy _ C .
du - (1—u?)’ (42)
cuja solugdo ¢, assumindo |u [< le C =1,
1, (14w
wo(u) = 3 In (43)

Esta fungio é exatamente a segunda solugio da equagao
de Legendre, caso £ = 0.

As fungoes de Legendre de segunda espécie de qual-
quer ordem £ podem ser obtidas por aplicagoes su-
cessivas dos operadores de criagao Q:, definidas pela
equagao (17), sobre a fungao (43). Por exemplo,

() = @) = = [(1 = )5 o] ot

u

(14 u)
G e

1, (44)

IV. Conclusoes

O método dos operadores, aplicado ao tratamento
da equacio de Legendre, apresenta algumas vantagens
em relagio ao tratamento tradicional, sobretudo em ter-
mos de simplicidade, e ressalta, de certa maneira, a
origem fisica da equagao de Legendre, principalmente
em mecanica quantica, onde os operadores de levan-
tamento e de abaixamento de indice assumem pleno
significado. Outras equagoes diferenciais de segunda
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ordem de interesse na Fisica sio fatordveis e o seu es-
tudo pode contribuir para uma melhor compreensao do
método dos operadores. Outro ponto a ser destacado
¢é a importancia de, uma vez conhecidos os operadores
envolvidos na fatoragiao que atuam em certo espago ve-
torial, tentar estabelecer, quando cabivel, a dlgebra des-
tes operadores, um passo essencial na abstragio deste
espago. Finalmente, na situagio aqui tratada, torna-se

interessante o estudo de uma possivel extensao ao spin.
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