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Resumo

Apresentamos uma introdugdo a teoria de caos em sistemas conservativos através do estudo
de osciladores com um e dois graus de liberdade. Primeiramente sao considerados apenas
osciladores nio acoplados, onde aproveita-se a simplicidade do movimento para introdu-
zir o conceito de secoes de Poincaré e analisar a estrutura topolégica do espago de fases.
Mostra-se em seguida que a existéncia de acoplamentos genéricos entre os osciladores muda
qualitativamente a estrutura do espago de fases, introduzindo caos nas vizinhas das érbitas
periddicas instdveis. O estudo do movimento cadtico é desenvolvido com os teoremas de

Poincaré-Birkhoff e KAM.

1. Introdugao

Nos tltimos 30 anos o interesse de varias dreas do
conhecimento tem se voltado para a questio do apa-
recimento de comportamento cadtico nas solugoes de
problemas que an‘eriormente pareciam simples e sem
relevancia cientifica. Na verdade, apesar da palavra
caos ter sido acrescentada ao vocabuldrio cientifico a
relativamente pouco tempo, seu contetido e existencia
ja eram conhecidos no comego deste século pelo ma-
temdtico francés Henri Poincarél'l. Gragas a sua ge-
nialidade, Poincaré conseguiu demonstrar que siste-
mas muito simples, como uma particula movendo-se
em uma superficie bidimensional, poderiam apresentar
movimentos altamente complexos e instdveis. A ins-
tabilidade deste novo tipo de movimento vislumbrado
por Poincaré era tdo intensa que duas trajetorias que
comegassem muito proximas se afastariam uma da ou-
tra de forma exponencialmente rapida. Na pritica esse
tipo de instabilidade leva & imprevisibilidade do com-
portamento do sistema para tempos longos. Isso acaba
ocorrendo porque qualquer erro ou incerteza que tenha-
mos sobre as condigdes iniciais acaba se propagando
rapidamente de tal forma que, depois de um certo in-
tervalo de tempo, nao possamos mais dizer qual o es-
tado do sistema. Essa perda rdpida de informagdo é o

que caracteriza o que chamamos de caos deterministico.
E importante notar que os erros nas condigoes iniciais
podem vir tanto de aparelhos medidores em uma ex-
periéncia quanto do niimero de digitos disponiveis em
uma simulagao numérica.

Embora a teoria de caos tenha iniimeras aplicagoes
em campos como biologia, medicina, quimica, econo-
mia, etc., vamos neste trabalho dar apenas uma in-
trodugao a teoria de caos na fisica. Exemplos de
aplicagdes em algumas dessas dreas podem ser encon-
trados na ref. [2]. Mesmo dentro da fisica cldssica o
caos pode se manifestar de duas formas distintas, de-
pendendo de haver ou nao dissipagao de energia. O caso
dissipativo é extremamente interessante pois envolve os
famosos atratores estranhos além de conceitos como di-
mensdo fractaletc. No entanto, trataremos neste traba-
lho apenas do caso conservativo, onde, apesar de nunca
ocorrerem atratores de nenhum tipo, temos a possibili-
dade de modelar sistemas microscépicos isolados, onde
aplica-se também a teoria quantica. O estudo de caos
na mecanica quintica e suas possiveis aplicagoes é um
dos mais ativos campos de pequisa em fisica tedrica atu-
almente e isso tem sido uma das motivagoes mais im-
portantes para essa retomada do estudo classico. Trés
excelentes livros de divulgagio cientifica voltados basi-
camente ao caos dissipativo sio dados pela refs. [3-5]



ou pela edigio sobre caos das revistas La Recherchel®
¢ Ciéncia Hojel™, onde também podem ser encontrados
textos sobre caos quantico. As refs. [8-11] contém ex-
celentes revisdes sobre caos quantico, e a ref. [12] sobre
caos dissipativo, todas em nivel mais avangado.

E importante ressaltar que, apesar de introdutério,
este ndo ¢ um trabalho de divulgagao cientifica, mas
¢ dirigido aos estudantes de ciéncias exatas com al-
gum conhecimento de cileulo e, principalmente, de
mecanica. A intengao aqui é de fazer uma revisiao
didatica sobre o tema de caos em sistemas conserva-
tivos e, através de exemplos simples, introduzir os con-
ceitos e ferramentas basicas que sio utilizados neste
fascinante campo de pesquisa. No entanto, como este
¢ um texto introdutério, nem todas as afirmagoes que
faremos serao demonstradas, ou pela dificuldade envol-
vida ou para niio tornar este texto ainda mais longo.
Nesses casos serao dadas referencias para que o leitor

possa posteriormente completar essas lacunas.

Este trabalho esti organizado da seguinte forma: na
se¢ao 1l introduziremos brevemente o formalismo Ha-
miltoniano, onde mostramos que as equagoes de New-
ton para um sistema conservativo de N graus de liber-
dade podem ser reescritas na forma de um conjunto de
2N equagoes diferenciais de primeira ordem no tempo.
Na secao Il resolvemos uma série de problemas sim-
ples, nao cadticos, introduzindo uma linguagem mais
moderna e sofisticada que serd necessiria para descre-
ver sistemas cadticos. Os elementos mais importantes
dessa linguagem sdo o espago de fases ¢ as segaes de
Pomearé. O leitor também deve ficar atento ao pa-
pel das 6rbitas periédicas em todo esse estudo. A im-
portancia dessas 6rbitas foi reconhecida também por
Poincnré]'], que mostrou que em sistemas cadticos es-
sas sio as (nicas estruturas que sobrevivem a quebra de
regularidade (veja a segio 111.4). Em toda a segao I11
os sistemas considerados serao do tipo massa-mola em
uma ou duas dimensoes, onde trataremos apenas o caso
em que os dois graus de oscilagio sdo desacoplados. Na
se¢io IV consideraremos um acoplamento genérico en-
tre os dois modos de vibragao de um oscilador bidimen-
sional e veremos que isso implica no aparecimento de
movimento caético e de uma complexa estrutura fractal
no espago de fases. Finalmente, a seqio V é reservada
as conclusdes e comentarios finais.
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II. As equagoes de Hamilton

De acordo com a teoria clissica de Newton, um sis-
tema constituido por N particulas com coordenadas
zy,23,...,zx movendo-se sob a agdo de forgas mituas
é regido pelas equagoes

mz; = Fi(z,z,t)lemi=1,... . N (1)

onde r = (x1,%3,...,zx) e F; é a forga sobre a i-ésima
particula. A solugao deste conjunto de equagoes fornece
N fungoes do tempo t, das posigdes iniciais z;(0) e das
velocidades iniciais £;(0) que descrevem o movimento
de todo o sistema. )

Embora as forgas F; dependam geralmente de z,z
e t, nos restringiremos aqui ao caso em que F; = Fi(z)
apenas. Além disso, vamos assumir que essas forgas se-
jam conservativas, isto é, que derivem de uma fungao
Energia Potencial V(z) de forma que as equagdes (1)
possam ser escritas como

mé; = F(z) = -2 ) @)

Neste caso, podemos mostrar que a quantidade

N
H(z,2)= Y gmid? +V(z) &)

i=1
¢ uma Constante do Movimento, isto ¢, H(z,z) nio
muda com o tempo apesar de ambos z e z mudarem
de acordo com as equagdes (2). Isso pode ser mostrado
por célculo direto:

N

dH AH dz; OH dz;
) L
N
= Z [ﬂx} - mifsff] (5)
i=l 8‘:'
N
; . 8V
= ;Ii [m.-x.- + 8_2.] =0 (B)
(M)

onde usamos a eq.(2) na iltima passagem.

A fungao H é a energia do sistema e pode ser uti-
lizada para a determinagao das proprias equagoes de
movimento. Para vermos como isso funciona definimos
primeiro os momentos lineares

pi = myz; (8)
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em termos dos quais as equagoes de Newton (2) ficam

{ = pifm;

]ji= nlif'_:_BVx (9)

x|

que, para i=1,...,N representa um conjunto de 2N
equagdes de primeira ordem no tempo, ao invéz das
N equagdes de segunda ordem dadas por (2). A fungao
energia H em termos de x e p fica

N

2
H(z,p) = 2 om; +V(z) (10)
e é chamada de hamiltoniana. Em termos de H(z,p),

as equagdes de movimento assumem a forma

T '.
(11)
pi= -44

que siio as famosas equagdes de Hamilton. O espago

ed
=

3

(x,p), de 2N dimensdes é chamado de espago de fases
do sistema.

Assim, em vez de escrevermos as equagoes de New-
ton (2 podemos escrever diretamente a fungao ener-
gia H(z,p) ¢ a partir dela obter as equagdes de movi-
mento via (11). Além da vantagem de podermos tra-
balhar com equagdes de primeira ordem no tempo, as
formulagio Hamiltoniana tem a vantagem de permi-
tir uma transi¢io natural para a Mecanica Quantica,
tépico que ndo abordaremos neste trabalho. O leitor in-
teressado em aprender mais sobre o formalismo Hamil-
toniano deve consultar livros texto como Goldstein(**],
Marion{*4), Symon!!®), Landau e Lifchitz[*% etc..

II1. Osciladores Harménicos e Segoes de Poin-

caré

Nesta secio estudaremos o comportamento qualita-
tivo das solucdes das equagdes de Hamilton para alguns
sistemas simples. Como falamos na Introdugio, a idéia
sera utilizar esses sistemas como ponto de partida para
desenvolvermos uma linguagem um pouco mais sofisti-
cada e podermos entao estudar sistemas mais comple-
xos onde trajetérias cadticas e regulares se misturam.
Trataremos em primeiro lugar os osciladores harménico
e anarménico em uma dimensio, passando em seguida
ao oscilador bidimensional, onde introduziremos o im-
portante conceito de Segoes de Poincaré.

III.1 O Oscilador Harménico em Uma Di-
mensao

Um dos sistemas mecinicos mais simples que exis-
tem ¢é o oscilador harménico unidimensional, represen-
tado por um corpo de massa m ligado a uma mola de
constante eldstica k e frequéncia natural de oscilagio
w= ‘/; A forca eldstica —kz pode ser derivada do
potencial i;i = M;'—’. de forma que a energia total,
cinética mais potencial, é dada por

2 mu:l:‘l
Hz,p) = F-+ 75 (12)

Utilizando as equacdes de movimento de Hamilton
(11) obtemos

{ 2= PR (13)

p= —mwr

que, combinadas, recaem na segunda lei de Newton:

i =p/m=-w'z. (14)
A solugio geral das equagdes (13) acima é dada por
z(t) = =zocoswl + ﬁpgsinul (15)
p(t) = pocoswt — mwzosinwl
onde zg e pp siio a posigao e momento inicial. Reescre-
vendo em forma matricial obtemos

z(t) = A(t)zo (16)
onde definimos
L -
)= (o i ) SRR

() = ( ;f:; ) (18)

m=(2) (19)

A matriz A(t) propaga qualquer condigao inicial zo.
E facil mostrar que A(t) é periédica no tempo com
periodo T' = 3‘__1, ou seja,

Alt) = At + %5) (20)

Isso implica que fodas as trajetérias possiveis, espe-
cificadas por diferentes vetores zo, sio periddicas, pois

2(t+T) = A(t + T)zo = A(t)z0 = =(t) (21)



E importante comentar aqui que essa totalidade de
solugdes periédicas é atipica para sistemas com mais de
um grau de liberdade, como veremos a scguir.

Uma maneira pratica de visualizar as solugoes (16)
¢, em vez de desenhar z(t) e p(t), desenhar diretamente
p versus z. Pela lei de conservagao da energia temos

que
P mwl2?
= — — 22
E=set—5 (22)
ou
2 2
oo
gt —% =1 (23)
onde E ¢ definida pelas condigdes iniciais:
2 3.2
e P Ll 9 (24)

2m 2
A equagio (23) é a equagio de uma elipse no espago
de fases (z,p), como ilustrado na figura (3.1) para di-
ferentes valores de E.

Figura 3.1 - Trajetérias do oscilador harménico unidimen-
sional no espago de fases para diferentes energias.

1.2 O Oscilador Anarménico em uma Di-

mensao

Em sistemas fisicos reais, como uma massa ligada
a uma mola, o movimento harmonico é apenas uma
solugio aproximada do movimento real. lIsso ocorre
porque as molas, em geral, nio obedecem perfeitamente
a Lei de Hooke, e devemos incluir corregdes nao line-
ares As equagdes de movimento. Tanto no formalismo
Newtoniano quanto no Hamiltoniano, essas correqoes
sao incluidas diretamente na fungio potencial V(z). A
correio mais simples que podemos fazer ao potencial

harmonico é acrescentar um termo proporcional a z':
mwiz? A Azt

2 4
onde o parimetro A é geralmente pequeno.

Viz) =

(25)
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Com esse novo potencial, as equagdes de Hamilton

ficam
= p/m
{ p= —-mw’z—Ar? (26)
ou, recuperando a segunda lei de Newton,
3
F=—wlz-— )‘—z- 27
m

E ficil ver que o movimento no espago de fases (x,p)
continua limitado e periédico, pois a energia poten-
cial é sempre positiva. No entanto, a curva que des-
creve a trajetéria no plano (x,p) niio é mais uma elipse,
como mostra a figura (3.2). Para pequenas oscilagoes
em torno da origem, o termo Az® é pequeno e deve-
mos ter um movimento muito préximo ao do oscila-
dor harmonico. Para amplitudes maiores, no entanto,
pode-se mostrar que o periodo do movimento diminui.
Entio, uma érbita com uma dada energia E terd um
periodo T(E) que muda conforme mudamos de érbita,
em vez de permanecer constante em & como no caso
do oscilador harmonico. Em outras palavras, quanto
maior a amplitude de oscilagao da particula maior serd
sua energia e mais rapidamente ela completard um ci-
clo e voltara a sua posigao inicial. Essa dependéncia do
periodo com a energia serd extremamente importante
para nossa discussao de oscilagoes em duas dimensoes.
Uma boa aproximagio para T(E) no caso de A pequeno
é [19]

vl

Figura 3.2 - Trajetdrias do oscilador anarménico unidimen-
sional para diferentes energias.

T(E) = i—' (1 ﬁ) (28)

T amiot

Embora essa expressio nio seja muito dificil de de-
duzir, nao entraremos nesse tipo de detalhe técnico
aqui.
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III.3 O Oscilador Harménico em Duas Di-

mensoes

Vamos agora permitir que nosso oscilador possa se
movimentar no plano (x,y), estando acoplado a duas
molas de constantes k; e ky e frequéncias de oscilagio
wy = \/g e wy = \/g Nesse caso, a energia total
serd a soma das energias em cada modo de oscilagio,

de forma que a Hamiltoniana fica

Em analogia com o que fizemos na segao (II1.1), de-
finimos um vetor de 4 componentes por

T

_| v
| ps (30)

Py
em termos do qual a solugio geral das equagoes de Ha-

L1

milton assume novamente a forma simples

z(t) = A(t)zo (31)
p,.: mw, *z? mu: y’
H(z,y,pepy) = 5;1'_+ S —2— (29) onde agora A(t) ¢ uma matriz 4x4 dada por
|
coswyt 0 m}-: sinwty 0
0 coswal L sinwiy
At) =

® —rmwy sinwy L 0 coswyt " 0 (32)

0 —rmws sinwat 0 cos wal

Como no caso anterior, A(t) contém toda in-
formugao sobre a dinamica do sistema. No entanto,
como A(t) envolve fungoes de wy e wa, duas classes dis-
tintas de solugoes serao possiveis, dependendo da razao
a = £t ser um nimero racional (da formar/s, comr e
s inteiros e primos entre si) ou irracional. Se a = r/s

(racional) podemos escrever

Wy = T
{ BaTE el (33)
e, nesse caso, VeIlnos que
2x
Alt+ =) = A1) (34)
wo

pois

cos [u;(t + i—:)] = cos (ult + Emo) = cosw!
(35)
o mesmo ocorrendo com o0s outros senos e cossenos de
A(t). Assim, se & = r/s vemos que novamente todas as
solugdes sdo periddicas com periodo Tp = 2= = &= =
"'" Quando projetadas no plano (x,y) as tra_]el.orm
(x(t),y(l.)) formam as famosas figuras de Lissajousi**).
Por outro lado, se a é irracional A(t) ndo serd

periédica e as trajetorias nunca se fecham. Note que

[

o valor de o é fixado pelas molas e, portanto, dadas
duas molas ja saberemos de inicio se suas orbitas serio
ou nio fechadas, nao sendo possivel ter os dois tipos de
movimento num iinico sistema. As duas situages de o
racional ou irracional sdo ilustradas na figura (3.3).

II1.4 Se¢oes de Poincaré

A visualizagio das trajetorias de um sistema bidi-
mensional no espago de fases z,y,ps,py fica bastante
complicada pela sua alta dimensionalidade. Para con-
tornar esse problema Poincaré introduziu o que é hoje
conhecido como segies de Poincaré. A idéia bésica é
a seguinte: o espago de fases tem dimensio 4, mas,
como & energia ¢ conservada, o movimento ocorre numa
regiao de dimensao 3 apenas, também chamada de su-
perficic de energia, pois o vinculo H(z,y,pe,py) = E
deve ser obedecido. Escolhemos agora uma superficie
dentro desse espago tridimensional e marcamos as su-
cessivas intersecgoes das trajetérias com essa superficie,
como ilustrado na figura (3.4). A superficie onde mar-
camos o8 pontos é a secao de Poincaré e as intersecgoes
sucessivas geram o mapa de Poincaré, que substitui o
fluxo continuo das trajetérias por um conjunto discreto
de pontos. Poincaré mostrou que todas as propriedades



do sistema continuo se refletem no mapa discreto, que
¢ muito mais simples de estudar, pois tem dimensio 2

apenas.
y
A!
-, x g
-n'
(a)
y
Ay
-A, ™ Iy ~y
(b)

Figura 3.3 - Proje¢io de uma trajetéria do oscilador
harmonico bidimensional no plano x-y. Na parte (a) a ¢
racional ¢ na parte (b) a ¢ irracional. Os valores maximos

de | r | e | y | sdo dados respectivamente por A; = ;’ﬁdy
1
N
2

Um exemplo de se¢ao de Poincaré, que construire-
mos explicitamente para o caso do oscilador bidimensi-
onal, é a se¢ho (z, ps) construida com a escolha y = 0.
Cada um dos vinculos H = E ¢ y = 0, quando con-
siderados isoladamente, restringem o movimento a 3
dimensoes. A intersecgiio dessas duas superficies tem
dimensao 2, e é a secio de Poincaré. Para construir
a segdo tomamos uma trajetoria qualquer do sistema
que tenha energia E e observamos sua evolugao tem-
poral. Toda vez que a coordenada y (que varia com o
tempo como todas as outras) passar por zero, marca-
mos um ponto no plano (z, p;) definido pelo valor das
coordenadas z(t) e p:(t) no instante em que y = 0. De-
pois de algum tempo, quando a coordenada y voltar a

se anular, marcamos um novo ponto no plano (z,p;).

Marcus A. M. de Aguiar

Conseguimos assim fazer o mapa de Poincaré desta tra-
jetéria escolhida. Repetindo o procedimento para ou-
tras trajetérias com a mesma energia E, construimos o
mapa completo para essa energia fixa. De fato, como
as trajetérias furam a segio nos dois sentidos (veja a
figura 3.4), os pontos (z, p;) 86 sdo marcados se py > 0,
ou seja, s6 marcamos os pontos quando as trajetdrias

atravessam a superficie de segao em um dos sentidos.

5
SN

AL
A &
ANAY

NS LR L SW
N

NS,

r'e

(b)
Figura 3.4 - (a) Representagio esquemaitica da superficie de
energia £ no espago de fases de 4 dimensdes. (b) Projegio
da superficie de energia no espago y — £ — p; ¢ intersecgoes
de uma trajetéria com o plano de Poincaré r — p, (definido
por y = 0).

Para ilustrar e clarear essa idéia vamos montar o
mapa de Poincaré para o oscilador harménico bidimen-
sional. Antes disso, porém, vamos estudar um pouco
as propriedades topoldgicas de seu espago de fases, pois
isso nos ajudara a entender melhor os resultados. A
superficie de energia constante H = E pode ser escrita

como

2 2
BNl izl 36
2m3+2mE+J_., ?ﬂ.E’ (36)
que ¢ a superficie de um elipséide em 4 dimensoes (veja
novamente a figura 3.4). Além disso, como a Hamil-

toniana ¢ a soma de dois osciladores desacoplados, o
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leitor pode mostrar que a energia em cada diregao é
conservada individualmente, ou seja,

2 2.3

P= mw)
E = — 37
YT om + 2 (37)

e
2 2

2 p, s y’

E)= B P gt (38)

siio ambas conservadas. As cquagdes acima definem
elipses nos planos (z,p:) e (v,py) e, portanto, a tra-
jetéria se move sobre uma superficie de dimenséo 2 que
é o produto direto de duas elipses. Esse tipo de su-
perficie é chamada de tore e é andloga a um pneu, como
ilustrado na figura (3.5): cada um dos circuitos 7, e 12
¢ projetado em uma das elipses.

Py P

(b)

Figura 3.5 - (a) Projecio de uma trajetéria tipica nos planos
T —ps e y—py. (b) Visualizagio da superficie toroidal no
espago de fases, que quando projetada resulta nas elipses da
parte (a).

Variando E; ¢ E2 mas mantendo £ = E) + E3 cons-
tante equivale a mudar os semi-eixos das elipses. Mu-
dando E,; de zero & E, por exemplo, varremos todas as
possiveis elipses e toros, preenchendo assim toda a su-
perficie de energia E. Dizemos entdo que a superfice de
um elipséide em 4 dimensdes admite uma decomposigio
em uma familia a um parametro (E, nesse caso) de to-
ros de dimensao 2.

Px

Figura 3.6 - (a) Projegio da superficie de energia no espago
r —ps —y . Essa superficie, que aparece como o volume
de um esferdide, ¢ decomposta por uma familia de cilindros,
ou toros achatados. (b) Circuitos 7, e 73 sobre um cilindro
tipico.

Para o caso especifico do oscilador bidimensional
podemos desenhar as projegdes da superficie de ener-
gia ¥ e da familia de toros no espago z — py — v, por
exemplo. Isso é ilustrado na figura (3.6a), onde os to-
ros projetam-se como cilindros e a superficie £ como
o volume encerrado por um elipséide. Os cilindros se
degeneram na reta z = p, = 0 quando £ = E; ou
na elipse mixima desenhada no plano y = 0 quando
E = E,. Para um cilindro tipico o circuito 7; corres-
ponde a dar uma volta no cilindro mantendo y cons-
tante. O circuito 42 é obtido, por exemplo, partindo
do menor valor possivel de y, Ymin, com z e p. fixos,
indo até o valor maximo, Ymas, € voltando novamente
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& Ymin. Como em cada ponto z,pg,y do cilindro te-
mos p, = /2mE — p? — m*wiz? — miwgy? | esco-
lhemos o sinal positivo para o trecho Ymin — Ymar ©

o sinal negativo para Ymar — Ymin- Ou seja, é como
se tivéssemos subido pelo lado de fora do cilindro, onde
py > 0, e descido pelo lado de dentro, onde py < 0, como
ilustrado na figura (3.6b). Em uma projegao y—p, —
os papeis de 7; € 72 se invertem, 7z aparecendo expli-
citamente e 7, sendo construido com escolhas de sinais
de pe. Esses cilindros, ou toros achatados (flat tori)
sio atipicos e apareceriam engordados, como pneus, se

considerassemos osciladores anarmonicos.
P
‘ X
4 |
" -‘-h_. 5
il p
/

N ol
3 e

(b)

Figura 3.7 - Mapa de Poincaré no plano = —p, para os casos
(a) a racional e (b) a irracional . Na parte (a) a ilustragio
¢ feita com a = §.

Voltemos entao a segao de Poincaré: fixada uma

drbita, cada vez que y passar por zero colocamos um

z(th) =
pe(t1) =

=
P=y

ou, em forma matricial,

xpcos2xa +
Pso €08 2xa — M o sin 27a

Marcus A. M. de Aguiar

ponto na posigao (z,ps). Como z(t) e pz(t) 86 podem
passear pela sua elipse, a sequéncia de pontos que ob-
teremos estara sempre sobre esta elipse. Se a = 5t for
irracional o ponto inicial (zg, pzo) (0 primeiro ponto na
segiio) nunca se repetira, e a elipse serd preenchida uni-
formente com o decorrer do tempo. Se a for um racional
do tipo r/s, entio apds s furos o ponto inicial (qualquer
que seja ele) sera repetido, como ilustrado nas figuras
(3.7).

Mudando agora de trajetéria variando E) e Ej
mas mantendo E fixo, obteremos pontos sobre outras
elipses, que siao nada mais do que as segbes transver-
sais dos toros na superficie de energia E, como pode
ser visto na figura (3.8). Em todas essas elipses a velo-

cidade angular média é a mesma, dada por 2xa.

Figura 3.8 - Elipses na secio de Poincaré como segoes dos
toros.

Se a visio geométrica ficou complicada, temos a pos-
sibilidade de construir o mapa de Poincaré analitica-
mente. Da solugao geral das equagoes de movimento
(31) e escolhendo y(0) = yo = 0 com py, > 0, temos
que o ponto inicial (zo, pzg) estd, por definigao, sobre a

secio de Poincaré. Com essas escolhas

Pyg
mwa

y(t) = sinwat (39)

e y(t) sera zero novamente para { = 7 /w2, mas nesse
instante ¢ facil ver que py = —py, < 0. Assim, 86 em
t =ty = 2x/w, teremos y(t) = 0 e py(t) > 0. Nesse ins-
tante obtemos o préximo ponto na se¢ao de Poincaré:

1
Mty

Prosin 27a

(40)
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cos 2w

I _

P=) - —muw, sin 2xa
- (3
= e Pzo

oy 8in 27a zp
cos 27 P=o (41)

(42)

Note que apesar da semelhanga com a solugio do oscilador unidimensional, Eq.(16), a equagdo acima representa

um mapa, pois o tempo nao aparece do lado direito. Essa expressio conecta duas intersecgbes sucessivas de uma

trajetéria com a seio de Poincaré.

Como a matriz P, nio depende de zg e pz, a posigio do k-ésimo ponto sera dada simplesmente por

(7) =

( cos 2rka

—muw, sin 2rka

S e’

k—vezes

cos 2xka

Como ja comentamos, esse mapa corresponde a uma
rotagio ao longo elipse no plano = — p. por um angulo
2ra. Se a = r/s, o s-ésimo ponto (com k=s) sera
igual ao ponto inicial, correspondendo a uma solugao
periodica.

Outra propriedade importante do mapa P, é que
seu determinante é igual a um, o que leva a preservagdo
de dreas: se propagarmos todos os pontos dentro de
uma curva fechada C qualquer com area interna A,
os pontos propagados cairdo numa nova curva C que
terd a mesma area A, como ilustrado na figura (3.9).
Essa propriedade, também conhecida como Teorema de
Liouville®24] vale para qualquer sistema Hamiltoni-
ano e seri utilizada na segio V quando estudarmos mo-
vimento cadtico.

Devemos salientar que a escolha y = 0 para a segiao
¢ totalmente arbitraria. As escolhas z =0oup; =0ou
py = 0 produzem outras segdes que sdo, em principio,
tio boas quanto as primeiras.

Essa visao um tanto sofisticada de um problema tao
simples nao é a toa. Veremos que quando acoplarmos
os modos de vibragao nas dire¢oes z e y o movimento se

2 2,2 4
_(pel | mu’z Az
H"(?m"- 2 4

bt (

) =05
s

1 s
oy sin 2wka

)+(EL:.+"”’2"=+A—’¥-)

(43)

P £0
ko ( P=o )

(44)

tornarda extremamente complexo e as ferramentas que
introduzimos nesta segio se tornarao fundamentais em
nossas analises.

AP

G==tp

Figura 3.9 - Preservacio de dreas pelo mapa de Poincaré: a
irea envolvida por C e por C siio iguais.

IIL5 Osciladores Anarménicos em Duas Di-

mensoes

Finalmente permitiremos que nossas molas sejam
anarménicas, do tipo descrito na secio (I11.2). A Ha-
miltoniana sera dada por

(45)

2m 2
—
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e, novamente, cada um dos termos entre parénteses
¢ uma constante de movimento. Fixada uma energia
total E, podemos dividi-la de vdrias maneiras entre
Ey e Ey. A diferenga crucial em relagio ao oscilador
harménico é que o periodo de oscilagio em cada diregdo
vai depender dessa partigao da energia total. Tomando
novamente £, como parametro (que variamos de zero a
E) e chamando 7, e 7, 08 periodos de oscilagio em cada
diregio, vemos que 5= = 2 ¢ uma fungio continua de
Ey, e ndo a constante % como na segio (II1.3). Se A, e
Az sio pequenos podemos usar a expressao (28) e obter

explicitamente
A\ E)
= 1- Amdwy

e we 1_ 3N(E-E))
y 21 Amiuy

:ﬂ[l.{»M SEI (i*,i)]

wy dmiwyt  Am? )  wat

W wy

Assim, mesmo que ®! seja irracional, ao variarmos
E, faremos com que 5: passe por uma infinidade de
niimeros racionais ¢ irracionais distintos. Em termos da
segio de Poincaré, conforme coletamos pontos no plano
(r,ps) cada vez que y = 0, veremos que dependendo
da trajetoria que escolhemos na superficie de energia
fixa, teremos orbitas que se fecham ou nao depois de
um nimero finito de cruzamentos com a segao.

7Y
s
] ~

w

3

Figura 3.10 - Segio de Poincaré para os osciladores
anarmoénicos com m = wy = |, w3 =2 e A = A3 = A,
As curvas continuas sio as segoes dos toros cortados pelo
plano = — p,. O valor de a em cada curva é (de dentro para
fora): #, %, e §. Os nimeros indicam a sequéncia em que
os pontos sio mapeados.

Na figura (3.10) mostramos de forma esquematica
uma segiao de Poincaré tipica para a Hamiltoniana (45)
comaecscolham=1, A =M=A,uyy=lewy=2.

Para E, = 0 estamos préximos do centro da segao e
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ek (1 + EE)
oy 2 64

que é um pouco maior que i para A pequeno. Além
disso, conforme E; aumenta, E-: diminui. Na figura
(3.10) mostramos alguns valores racionais simples pe-
los quais 2= passa conforme E; aumenta: 3 ~ 0.43,% =
0.40,% ~ 0.33 ¢ § ~ 0.29. Entre cada par desses valores
existem uma infinidade de outros racionais mais com-
plicados e também de irracionais. Por exemplo, entre 2
e § existem §} ¢ 3 que sio racionais e {3% que é irra-
cional. Os toros, cujas se¢oes transversais vemos como
elipses na seqao de Poincaré, sao chamados de racionais
ou irracionais conforme E: seja racional ou irracional
respectivamente. Voltaremos a discutir sobre nimeros
racionais e irracionais quando estudarmos movimentos

cadticos na préxima segao.

IV. Caos

O oscilador anarmonico que estudamos na segao
(3.5) ¢ ainda um sistema atipico pelo fato de ser se-
paravel. Em geral um sistema com dois graus de li-
berdade niio é separavel, ou seja, existem acoplamentos
entre os dois graus. Mais do que isso, sistemas com
dois graus de liberdade nao sio, em geral, integrdveis.
Um sistema hamiltoniano com n graus de liberdade é
dito integravel quando existem n fungdes Fi(q, p) inde-
pendentes que sao constantes do movimento, ou seja,
Fi(q(t), p(t)) = fi = constante para todo t. O teorema
de Arnold-Liouville!™) garante que as equagdes de mo-
vimento de sistemas hamiltonianos integraveis podem
ser resolvidas por meio de operagoes algébricas (como
inversao de fungoes) e quadraturas (cilculo de integrais
de fungoes conhecidas). A energia, obviamente, ¢ uma
fungao desse tipo, de forma que sistemas com 1 grau
de liberdade sio sempre integraveis. Paran > 1 a
existéncia de outras constantes de movimento indepen-
dentes da energia ja nao ¢ ébvia e vai ou nao ocorrer
dependendo do sistema.

Na verdade a definigao precisa de integrabilidade en-
volve alguns detalhes técnicos, como o conceito de inde-
pendéncia das fungdes F;, que pretendemos evitar neste
artigo. O leitor deve referir-se ao livro de Arnold!*”]
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para uma leitura mais completa e formal. Em pou-
cas palavras, o fato de um sistema ser nao-integravel
implica que nao existe solugdo fechada geral para suas
equagoes de movimento em termos das condigoes inici-
ais e do tempo. Essa impossibilidade de se encontrar
uma férmula fechada para as solugoes esta intimamente
ligada ao fato do sistema exibir movimento caético.
Veremos nesta se¢ao que a adigdo de acoplamentos
a sistemas inicialmente separdveis provoca mudangas
qualitativas extremamente importantes no comporta-
mento das trajetérias. Em particular esses acopla-
mentos levam ao aparecimento do chamado caos de-
terminfstico, fenomeno ligado a alta instabilidade das

solugdes do sistema.

IV. 1 O Mapa de Poincaré Revisitado

O estudo de sistema acoplados é bastante simplifi-
cado com a utilizagao das segoes de Poincaré. Na se¢ao
(111.4) construimos explicitamente o mapa de Poincaré
para o oscilador harmonico bidimensional, eq.(42). Es-
colhendo o produto mw; = 1 vemos que esse mapa
corresponde a uma rotagao por um angulo 2xa. Intro-

duzindo coordenadas polares no plano (z,ps) por

{2y 7

0 = arctan(=)

o mapa do oscilador pode ser escrito como

L= Po
{ 8, = 6+ 27a (7

Vemos também que o -mapa de Poincaré dos osci-
ladores anarmonicos, se¢ao (I11.5), é qualitativamente
semelhante ao mapa acima. As duas diferencas impor-
tantes sio: (1) as curvas sobre as quais ficam os pontos
iterados pelo mapa nao sao mais circulos (ou elipses se
mw; # 1), embora ainda sejam curvas fechadas ¢; (2) o
angulo de rotagao sobre cada curva depende da curva.
Dessa forma, vemos que mesmo com a escolha mw; = 1
nio conseguiremos escrever o mapa de Poincaré numa
forma tio simples como em (47) acima. No entanto, em
vez de tentarmos achar a forma exata desse mapa, fare-
mos uma idealizagio: vamos supor que consigamos fa-
zer uma transformagao de coordenadas (z,p;) — (p,0)

diferente da (46) acima, tal que em termos de p e 8 o

mapa anarmonico fique

=
0, =

ou, mais formalmente,

() =m (&) (49)

onde usamos o sub-indice "0’ para indicar que o mapa
p q

Po
8o + 2% cr(po) (48)

corresponde ao sistema desacoplado. Com esse procedi-
mento nés deformamos as curvas fechadas em circulos
mas deixamos que o angulo de rotagio a dependa do
raio do circulo, como na figura (3.10). Vamos também,
em analogia com a discussiao da segdo II1.5, supor que
5‘;‘ < 0, de forma que a velocidade de rotagio diminua
conforme p aumenta. Dizemos que os circulos sao cur-
vas invarianfes deste mapa, pois se mapearmos todos
os pontos do circulo p = py eles recairio sobre o mesmo
circulo, embora cada ponto tenha rodado de a.
Embora pare¢a um tanto magica, esse tipo de trans-
formagao ¢ de fato possivel, dada pela teoria de Formas
Normaist®!7=20] Novamente abriremos mao deste de-
talhe técnico para que possamos prosseguir na descrigio
qualitativa. A pergunta que faremos agora ¢ a seguinte:
como fica a segao de Poincaré quando acoplamos os os-

ciladores anarmonicos 7

IV.2 Os Teoremas KAM e Poincaré-Birkhoff

A introdugio de acoplamentos entre as coordena-
das z e y do oscilador anarménico altera o mapa de
Poincaré. Como exemplo de acoplamento vamos somar
o termo ex’y a Hamiltoniana (45), embora os resul-
tados que seguem sejam independentes da forma es-
pecifica deste acoplamento. Seguindo a apresentagiao
de M. Berry[®!], escrevemos o mapa alterado como

P1
0

ou, mais formalmente

() == (%) (51

o+ €f(po, o)
Oy + 2xa + €g(po, o) (50)

nn
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onde o parametro ¢ sera considerado inicialmente pe-
queno.

Vamos agora nos concentrar na dindmica do mapa
nas vizinhangas de um toro racional do mapa nao per-

turbado Ty e ver o que ocorre quando a perturbagio,

=1

ou seja, todos os pontos do circulo p = p voltam sobre
si mesmos, i.e., sio pontos firos do mapa To'.

Além disso, como estamos supondo %.';' < 0, os
circulos externos a p tem a < a(p). Entdo, depois
de s iteragoes os pontos desses circulos vizinhos nao
voltario exatamente sobre si mesmos: como a < a(p)
eles se atrasario um pouco, sendo mapeados para a di-
reita do ponto inicial. Da mesmo forma, pontos sobre
circulos internos i p tem a > a(p) ¢ se adiantardo um
pouco, sendo mapeados para a esquerda. Esse mapa de
tor¢do ¢ ilustrado na figura (4.1), onde as setas indicam

o sentido em que os pontos sao mapeados.

Y

Figura 4.1 - Mapa de Poincaré dos osciladores desacoplados
Ts. Os pontos s6 sio marcados na segio a cada s cruza-
mentos. Todos os pontos do circulo p, onde a(p) = r/s, sio
pontos fixos do mapa.

Liguemos agora o acoplamento ex?y. Se ¢ for sufi-
cientemente pequeno, esperamos que pontos com p > p
continuem rodando para a direita, embora de maneira
nao mais uniforme e nio mais sobre circulos. Da mesma
forma, esperamos que pontos com p < p continuem
rodando para a esquerda, de maneira que a carac-
teristica de forgdo do mapa seja preservada. Consi-

deremos agora um angulo & fixo e vamos acompanhar

p
( 0+ 2xa(p)s )
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ou acoplamento, é ligada. Seja entiao p o raio de um
circulo tal que a(p) = r/s. Iterando s vezes o mapa To
(ou seja, fazendo com que uma determinada trajetéria
fure s vezes a segio de Poincaré) temos

=

= (24.2:,-) = (

r

o sentido da rotagao de pontos com 0 = 0o & diferentes

) (52)

distancias da origem pela agio do mapa T/, como na
figura (4.2a). Se para p < p os pontos rodam para a
esquerda e para p > p para a direita, tem que haver
uma distancia p(fy) tal que o ponto especificado por
(60, p(0c)) ndo roda, ou seja, sob a agao do mapa T/
o ponta (8, p(0o)) ¢ levado em (o, p) onde p # pem

geral.

Fazendo isso para cada fp encontramos uma curva,
que chamamos de C, dos pontos que ndo rodam pela
agio de T}, embora esses pontos possam se mover radi-
almente. Note que fazendo ¢ — 0 a curva C, tende ao

circulo p = p.

Na figura (4.2b) mostramos a curva completa C..
O préximo passo consiste em mapear cada ponto da
curva C, de acordo com T?. Como, por construgio
esses pontos nao rodam, eles s6 podem se mover ra-
dialmente. A nova curva assim gerada é C, = T/ C..
Usaremos agora a propriedade de preservagao de dreas
(veja a segio 3.4) que diz que a drea envolvida por C,
e C, sao iguais. Entio, se alguns pontos de C, enco-
lhem ao aplicarmos T}, outros tantos devem esticar, de
forma que C, e C, devem se intersectar em um nimero
par de pontos (desconsiderando o caso em as curvas se
tangenciam, pois a chance de que isso ocorra é muito
pequena). lsso é ilustrado na figura (4.3), onde as setas
indicam a dire¢iio do movimento dos pontos sob o mapa
de Poincaré T*. Os pontos de intersecgio de C e C.
sio pontos fixos do mapa, pois nao rodam e nao tem
movimento radial, correspondendo portanto a érbitas
periédicas do sistema.
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P&l

Bo

(a)

i)

(7

(b)

Figura 4.2 - (a) Diregio do fluxo para um angulo fixo 6o
pelo mapa perturbado 7. O ponto i distancia p(fs) nio
roda. “(b) Curva €. dos pontos que nio rodam, formada
pelos pontos p(fo) da parte (a) com o variando de 0 a 2.

- c
. A £

AT

<
Figura 4.3 - Curva C., obtida pelo mapeamento de cada
ponto de C,. As setas indicam a direcio do fluxo.

Mas podemos ir mais longe, obtendo informacoes so-
bre a estabilidade dessas 6rbitas: observando a diregao

das setas na figura (4.3) vemos que o fluxo nas vizi-
nhangas dos pontos fixos A e C circula em torno de-
les. Entio, as érbitas periédicas correspondentes sao
estdveis, pois 6rbitas vizinhas permanecem vizinhas.
Por outro lado, o fluxo nas vizinhangas de B e D tende a
afastar as 6rbitas préximas, o que indica que as orbitas
periddicas associadas & B e D sdo instdvers.

Na verdade, como estamos iterando o mapa de Poin-
caré s vezes, cada orbita periddica aparece na segio
como uma sequéncia de s pontos. Assim, se o = %, por,
exemplo, a figura esquemdtica (4.3) deve ser substituida
pela figura (4.4). Nessa figura a 6rbita A é estivel e o8
furos na seqio ocorrem na sequéncia Ay, Aa, As, AzeAy.
Da mesma forma a érbita B ¢ instavel e sua sequéncia
de furos ¢ By, By, By, BaeBy.

Figura 4.4 - Curvas C, e C, para o caso a = 1.

Resumindo, quando perturbamos um sistema in-
tegrivel os toros racionais, antes cobertos por érbitas
periédicas, sio substituidos por um nimero par de
érbitas periédicas, metade estivel e metade instavel.
Esse é o contetido do Teorema de Poincaré-Birkhoff.

Pelas figuras (4.3) e (4.4) vemos que a perturbagiao
que destruiu o toro racional também modifica toda uma
vizinhanga deste toro, destruindo também os toros ir-
racionais muito préximos. Surge entdo uma questio
importante: se todo toro irracional tem um toro racio-
nal tio préximo dele quanto se queira (pois o8 nimeros
racionais sao densos nos irracionais), e se todo toro ra-
cional destruido leva consigo uma vizinhanga, serd que
alguns toros irracionais sobrevivem a perturbagio ou
serd que sio todos destruidos e o movimento totalmente
alterado 7 Antes de responder essa pergunta é impor-
tante entender o que significa um toro ser destruido:
antes de ligarmos a perturbagio, uma trajetéria tipica
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passeia pelo espago de fases e fura sucessivamente a
seqao de Poincaré (z,pg) de tal forma que os pontos
na secio caem sobre um circulo (ou elipse). A pro-
pagagio desse circulo pelo espago de fases gera o toro,
como j& mostramos na figura (3.8). Quando dizemos
que, ao ligar a perturbagio, o toro foi destruido, que-
remos dizer que a trajetoria nao se propaga mais sobre
essa superficie toroidal, mas ocupa um pequeno volume
em torno do antigo toro,como ilustrado na figura (4.5).
A sequéncia de intersecgoes forma agora um padrao ir-
regular (caético!).

Figura 4.5 - Segio de Poincaré tipica para os osciladores
acoplados, mostrando érbitas sobre toros e Grbitas cadticas.

Voltemos agora a pergunta anterior: qual a porcen-
tagem dos toros que sobrevive a perturbagao 7 Sabe-
mos que s6 os irracionais tem chances de sobreviver,
j& que os racionais se quebram de acordo com o Teo-
rema Poincaré-Birkhoff. A resposta a essa questao ¢
dada pelo famoso Teorema KAM (Kolmogorov, Arnold
¢ Moser). Esse teorema garante que, contrariamente ao
que possa parecer, a grande maioria dos toros irracio-
nais sobrevive, sendo que a porcentagem destruida vai
a zero quando ¢ vai a zero. Os toros destruidos sao s6
aqueles muito proximos dos racionais, onde o critério
de proximidade tem a ver com o quao bem se consegue
aproximar o angulo de rotagao a do toro em questao por
um mimero racional. Apesar dessa discussio sobre te-
oria de mimeros ser fascinante, ndo vamos entrar nesse
tépico aqui,mas o leitor deve consultar os trabalhos de
Berryl®! e Keatingl??) para uma leitura didatica sobre
o assunto, ¢ os livros de Arnold e Avez!?®] e Ozorio de
Almeidal®), para mais detalhes técnicos.

Mostraremos a seguir que nas regioes dos toros
destruidos instila-se o movimento cadtico. Mas va-
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mos primeiro ver um exemplo concreto de osciladores

anarmonicos.

IV.3 Um Exemplo Numérico

Vamos ilustrar a discussio sobre movimentos aco-
plados com um exemplo simples bastante discutido na
literatural?®). Os grificos de segoes de Poincaré que
mostramos abaixo foram obtido por §.D. Pradol?7.28]
por integragdo direta das equagdes de Hamilton pelo
método Runge-Kutta de quarta ordem. A Hamiltoni-
ana que utilizaremos aqui é dada por

2 2 2 2y 2
Pr Py 0.1z x
H=0 424 42— 4 ly-=—
2m * 2m W 2 ¥=3

O termo de acoplamento é —z’y, e nao aparece
multiplicado por um parametro pequeno € . Nesse
exemplo é a propria energia total £ quem faz o pa-
pel de parametro pequeno. Para E pequeno os termos
rlye "T. sao0 pequenos e o problema é essencialmente
harménico. Conforme E aumenta, tanto o termo de
acoplamento zy quanto o termo anarmonico ’4—‘ ficam
importantes. As figuras (4.6) abaixo mostram seqoes
de Poincaré para varios valores de E. Para E = 0.01
observa-se 11 curvas correspondendo a 11 trajetdrias
distintas. Conforme E aumenta algumas trajetorias
passam a ocupar uma regiio maior na segio de Poin-
caré, pipocando por toda uma faixa de forma bastante
erritica, até que para £ = 0.08 uma grande parte da
se¢iio ¢ constituida por érbitas do tipo cadtico. As
sequéncias de 3 e 4 ilhas que observa-se para E > 0.03
correspondem as 6rbitas periédicas estaveis (em torno
das quais o movimento ¢ circular) previstas pelo teo-
rema Poincaré-Birkhoff. As curvas continuas, que apa-
recem em todas as energias, sio os toros irracionais so-
breviventes, também chamados de toros KAM.

IV.4 Emaranhados Homoclinicos e Estruturas
Fractais

Vamos finalmente entender porque o movimento
aparentemente cadtico das érbitas mostradas nas fi-
guras (4.6) é realmente cadtico. Para isso temos que
voltar & segio 4.2 e olhar com mais detalhe as vizi-
nhangas dos pontos fixos instaveis C e D que aparecem
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Figura 4.6 - Secdo de Poincaré para a hamiltoniana da segio 4.3. A energia em cada secio é: (a) E = 0.01; (b) E = 0.02; (c)

E =10.03; (d) E =0.05 e (e) E = 0.08.

na figura (4.3) ( ou os pontos By, By,..., Bs que apa-
recem em 4.4). O fluxo na vizinhanga de um desses
pontos é reproduzido na figura (4.7). As linhas ponti-
lhadas sdo chamadas de variedade estdvel W* e varie-
dade instdvel W*, dependendo se o fluxo vai em diregdo
ao ponto fixo ou afasta-se dele respectivamenté (com-
pare o movimento indicado por essa figura com aquele
nas vizinhacas dos pontos B na figura 4.4 ¢ certihque—
se que sdo qualitativamente iguais). De fato, por de-
fini¢do, a curva W*e é constituida dos pontos que ten-
dem assintéticamente aoc ponto fixo instavel, enquanto
que W* é formada pelos pontos que tendem ao ponto
fixo se revertermos o sentido do tempo. E claro que
tanto W*¢ quanto W* sao curvas invariantes, no sentido
de que pontos sobre elas sao mapeados novamente so-
bre elas, como indicado pela sequéncia de pontos 1,2,3
e 4 na mesma figura. Além disso, como o ponto fixo

aparece na intersec¢ao dessas variedades, ele s6 é atin-

gido assintéticamente pela sequéncia de mapeamentos
da variedade estdvel, pois o fluxo é estaciondrio sobre
ele. Esses pontos fixos funcionam como o ponto de
equilibrio instavel de um péndulo em # = 7: qualquer
perturbacao o faz sair dali e oscilar com grande ampli-
tude, como mostramos na figura (4.8) [14] . Na verdade,
a analogia com o péndulo vai mais longe: redesenhando
a figura (4.4) sem as curvas C; e C mas com as varie-
dades W e W* de cada ponto fixo instdvel, vemos que
o mapa de Poincaré se parece com uma sequéncia de
”péndulos”, figura (4.9). Perto dos pontos fixos estaveis
o movimento é de libra¢do, enquanto que W¢ e W* fun-
cionam como separatrizes além das quais o movimento
é de rotagdo, como no péndulo da figura (4.8).
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Figura 4.7 - Fluxo nas vizinhancas de um ponto fixo instavel
mostrando as variedades estiveis W* e instdveis W',

Figura 4.8 -
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Figura 4.9 - Se¢io de Poincaré aniloga a figura 4.4 mos-
trando as variedades W* ¢ W' emanando de cada ponto
instivel ¢ o movimento circular em torno dos pontos
estiveis.

Figura 4.10 - Detalhe da figura 4.9 mostrando o emaranhado
homoclinico.

A diferenca crucial entre o péndulo e nosso mapa de

Poincaré gerado por 77 é que o primeiro é integravel

Marcus A. M. de Aguiar

¢ o segundo nio-integravel. A consequéncia disso ¢
que enquanto no péndulo as separatrizes que emanam
de 7 e —= coincidem, as separatrizes dos pontos fixos
instiveis nao se juntam suavemente umas com as ou-
tras, mas elas se cruzam transversalmente. Os pontos
de cruzamento sao chamados de pontos homoclintcos
¢ sio responsiveis pelo aparecimento de caos. Como
um ponto homoclinico h esté por definigao sobre uma
variedade estavel W€ e outra instavel W' (pois estd
no cruzamento), € essas curvas sao invariantes, quando
mapearmos h por T} ele deve cair novamente em we
e W' | ou seja, T'h deve cair num novo cruzamento.
Da mesma forma, T?*h, T2 h, etc., serao todos cruza-
mentos. Entdo, a existéncia de um ponto homoclinico
implica na existéncia de infinitos, obrigando W* e Wia
fazerem um zig-zag extremamente complexo que Poin-
caré "nao ousou desenhar”l!]. Esse zig-zag ¢ o emara-
nhado homoclinico, esbogado na figura (4.10). Como
o mapa de Poincaré preserva dreas, as algas forma-
das esse zig-zag acabam ficando mais alongadas e re-
torcidas conforme nos aproximamos dos pontos fixos,
pois ali os cruzamentos entre W* e W' ficam cada vez
mais préximos uns dos outros. Assim, ¢ necessirio au-
mentar o comprimento das algas para preservas suas
areas. Esse alongamento e torgao das variedades faz
com que pontos inicialmente proximos sejam levados a
posicoes distantes, ou seja, produzindo o que ¢ conhe-
cido como sensibilidade ds condigées inicias, e que ¢
a assinatura do caos deterministico. Dessa forma, se
acompanharmos o movimento de uma tinica condigio
inicial, como por exemplo um ponto na extremidade de
uma alga, veremos que a cada iteragao ele é mapeado
em posigoes distantes umas das outras que parecerdo
aleatérias. De fato, para um subconjunto de condigdes
iniciais préximas a um ponto homoclinico, pode-se mos-
trar que existe uma correspondeéncia um-a-um entre as
trajetérias geradas pelo mapa T e sequéncias (infini-
tas) de caras e coroas obtidas pelo langamento de um
moedal®). No entanto, a demonstragao desse resultado,
conhecido como Ferradura de Smale, escapa ao escopo
deste trabalho.
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Figura 4.11 - Segio de Poincaré completa, mostrando os emaranhados homoclinicos e estruturas fractais.

Finalmente notamos que as ’ilhas’ que rodeiam
os pontos fixos estiveis sio também toros, dito se-
cundarios, pois aparecem na segdo de Poincaré como
circulos deformados. Esses toros também ocorrem
em faruilias a um parametro, com a razao de suas
frequéncias variando continuamente.  Aplicando a
mesma analise das se¢oes precedentes vemos que os to-
ros secunddrios racionais devem também ter sido des-
truidos e substituidos por cadeias de ilhas estaveis se-
paradas por pontos fixos instiveis, com seus pequenos
emaranhados homoclinicos a rodea-los. Dentro dessas
ilhas estiveis, por sua vez, surgem toros tercidrios e
assim por diante, numa estrutura extremamente rica
em detalhes, conhecida como fractal, como ilustrado
na figura (4.11). Fractais®, sio estruturas autosimi-
lares, ou seja, que reproduzem sua forma em escalas
cada vez menores, como o conhecido conjunto de Can-
tor ou o floco de neve de Koch®l. Na verdade a figura
(4.11) é apenas aproximadamente um fractal, pois a re-
petigio de ilhas e emaranhados ocorre de forma compli-
cada e a autosimilaridade nio é exata, mas de qualquer
forma essa figura resume a complexidade e riqueza da

dinamica dos osciladores acoplados.

Aumentando a intensidade da perturbagio as
regides cadticas aumentam e, eventualmente, dominam
quase todo o espago de fases, como no exemplo da seqao
Iv.3.

V. Conclusoes

A constatagio de que sistemas deterministicos pos-
sam se comportar de forma aleatéria traz importantes
consequéncias tanto do ponto de vista filoséfico quanto
pritico. Do lado filoséfico, a questio da imprevisibili-
dade mesmo dentro do universo cléssico (ndo quantico)
faz com que nossa visao de mundo mude completa-
mente e coloca diividas sobre a estabilidade (a longo
prazo) de sistemas antes considerados como protétipos
da regularidade, como o préprio sistema solar, por
exemplol®®. Do lado pritico, uma vez constatada a
existéncia de caos, podemos nos perguntar: o que fazer
com ele? Diferentes respostas tem sido dadas a essa per-
gunta em diferentes situagdes. No caso de batimentos
cardiacos, por exemplo, o caos dever ser evitado (ou
melhor, controlado)??!] enquanto que em processos
difusivost®? quanto mais caos melhor (de fato, pesqui-
sas recentes sugerem que o comportamento sadio dos
batimentos cardiacos envolve um certo grau de caoti-
cidade; a periodicidade rigida levaria a um comporta-

mento pouco flexivel).

Procuramos ao longo deste trabalho dar uma in-
trodugio a teoria de caos dirigida aos estudantes de
ciéncias exatas. A sequéncia de problemas discutidos

na segio 111 teve a intengdo de introduzir o leitor a
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uma linguagem mais moderna da mecénica classica, es-
secial para o estudo de caos. Embora tenhamos desta-
cado conceitos importantes como se¢des de Poincaré, ha
ainda muito por estudar antes que o contetido da se¢ao
IV possa ser totalmente absorvido. O leitor interes-
sado em se aprofundar nessa 4rea é fortemente aconse-
lhado a estudar o formalismo hamiltoniano da mecanica
(em particular a teoria de transformagdes canénicas e
as varidveis de agdo e dngulo) antes de prosseguir no es-
tudo de sistemas dindmicos. A referéncia [21] também
¢ altamente recomendada pois contém muito mais de-
talhes sobre o contetido da segdo IV do que discutido

aqui.
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