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Resumo

Estuda-se a propagagao de ondas em meios nao-homogéneos utilizando a aproximagso WKB.
E mostrado que a fungdo de onda, a velocidade e outras quantidades caracteristicas do
movimento ondulatério dependem fortemente da distribuigdo de densidade do meio nao-
homogéneo. Por completeza uma breve revisao da aproximagio WKB ¢ apresentada.

Abstract

The wave propagation in inhomogencous media is studied by using the WKB approximation
which is shown to be a very useful approach. It is seen that the wave function, velocity, and
other quantities depend significantly on the details of the density distribution of the inhomo-
geneous medium. For the sake of completeness a brief revision of the WKB approximation

is also included.

I. Introducao

Até o principio do século XX o método utilizado
para descrever a evolugao de um sistema fisico, consis-
tia em aseociars a este sistema um conjunto de grandezas
e de varidveis dinamicas ¢, com estas, entao, encontrar
as equagoes de movimento que prevém a evolugao de tal
sisterns. Em tal caso, conhecendo-se o estado inicial do
sistema (um ponto no espago de fase, no caso de uma
particula) podia-sc obter sua dinimica em qualquer ins-
tante. Em outras palavras, podiamos determinar, si-
multancamente, a pasicio e 0 momento de tal particula
com precisio absoluta, no sentido de que, seguindo-se a
trajetiria no espago de fase, a dinimica desta particula
em qualquer instante, estaria determinada. Cada nova
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descoberta experimental podia ser bem estruturada do
pento de vista tedrico da fisica clissica (FC) através
da introducio de novas varidveis, novas equagdes ou
por modificages das equacdes anteriores. A matéria
eta suposta ser formada por corpisculos cujos ‘esta-
dos’ podiam ser encontrados da maneira acima descrita.
Por outro lado, as radiacdes (o Universo era suposto
ser formado por dois ‘objetos’ distintos - matéria ¢ ra-
disges) apresentavam um comportamento ondulatério
que se manifestava nos fenomenoe conhecidos como in-
terferéncia e difracio, e obedcciam as equagdes de Max-
well.

Todavis, nas primeiras décadas do presente século,
iniciou-se o estudo de sistemas microscépicos e algu-
mas caracteristicas de tais sistemas mostraram-ee nilo
se comportar de acordo com as leis ds fisica cléssical.
Surgis entiio, a fisica quintica (FQ), que apresentaria
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um formalismo matematico (mecanica quantica) para
descrever o comportamento de tais sistemnas. A formu-
lacdo de Schrodinger (existem outras) para a mecanica
quantica tem por base os trabalhos de de Broglie sobre
as ondas de matéria. De fato Schrodinger descobriu
a equagéio de propagacio da fungio de onda que re-
presenta um dado sistema quantico e, desta maneira,
estabeleceu uma teoria nio-relativistica para a FQ. Ao
contrério da FC, os sistemas descritos pela FQ sao, ine-
rentemente, inacessiveis a umna observagio experimental
direta. Por outro Jado, ¢ dificil resistir & 'tentacio’ de
procurar 'visualizar’ os resultados da Leoria quéntica,
e esias visualizaghes sdo muito iteis no sentido de que

facilitam a compreensio intuitiva da teoria.

Assim, é sempre desejavel que alguns exercicios se-
jam realizados e divulgados, com o objetivo principal
de, se possivel, cstabelecer uma ‘visualizagio clissica’
de problemas quanticos. Neste sentido, a formulagdo
de Schrodinger é sem divida a mais indicada para um
curso introdutério de FQ, porque utiliza uma notagdo
muito usual, a do movimento ondulatdrio cldssico; e
muitos problemas quanticos podem ser discutidos em
analogia com casos cldssicos?, possibilitando uma com-
paragdo mais direta com o, por assim dizer, andlogo
clissico. Nio pretendemos neste trabalho estudar a
implicagoes diddtico-pedagégicas de tais comparagdes,
o que, ainda hoje, constitue um abrangente campo de
pesquisa sobre Ensino de Fisica®. Entretanto, o métado
que seguiremos podera ser utilizado em sala de aula ¢ as
analogias (FQ - FC) serem [eitas da mesma maneira que
as analogias entre circuitos ¢ osciladores, por exemplo,
vem sendo ulilizadas em fisica bésica.

Neste trabalho nds utilizamos uma téenica muito
usual em FQ, a aproximagio WKB para estudar o pro-
blema de ondas mecinicas que se deslocam em meios
ndo homogéneos (corda).

Este trabalho esté organisado da seguinte mancira.
Na Secdo 11, a aproximagio WKB como solugio da
Equagio de Schridinger unidimensional é brevemente
revisada, na Segdo I, utilisamos a apraximagio WKB
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na solugio da equagio da onda para uma corda nao- ho-
mogénea cuja densidade varia com a posicio, na Segio
1V, nés finalizamos com os resultados e as discussdes.

II. A aproximagio WKDB como soluciao da
equagao deo Schrodinger

A Equagiio de Schodinger (E-S) unidimensional,
para uma particula de massa sujeita 8 um potencial
V(z) dependente apenas da posigio ¢ dada por?

fx_’t’)’li'(:.l)
T 2m 8z?

8‘!(: 1)

+ V(z)¥(z, 1) = ih—l | (2.1)

onde ¥(z,1) é a fungdo de onda e h ¢é a constante de
Planck racionalizada.

Separando-se as varidveis na Eq.2.1 (o que é sempre
possivel se V é uma fungdo apenas de z) e resolvendo-
sc a parte dependente do tempo, ¥(z,t) = &(z)T(t) =
&(z)e'EYP, obtemos facilmente a (E-S) independente
do tempo

d“'b(:)
dz?

onde E é a energia da put(culn. Se V(z) ¢ um potencial

[E V(z)e@)=0 (22)

que varia lentamente com a posigao, podemos admitir
que o parte espacial da fun¢io de onda possa ser escrita
como?

&(z) = A(z)SEW (2.3)

onde
S(z) = %\/2"![5 - V(2)]K(z)z (24)

Levando-sc a Eq.2.3 para a Eq.2.2, obtemos duas
equa¢des que devem ser satisfeitas separadamente

s _C
@=m (25)

onde C é uma conatante de integracio e,

1A C'1  2mE-V
AT "'A*"'_[_n’_(ﬂl“ (26)
Fasendo s¢ a aproximacio

1d2A 1

Ads? <<_’.A‘ 2.7)
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a Eq.2.5b pode ser reescrita como % = 2m[E - V(z)),
logo, utilizando se a Eq.2.5a, obtemos

(=) = / do\/Em[E = V&) (2.8)

e entio, a fungdo de onda ¥(z,t), solugao da Eq.2.1 é

facilmente obtida, sendo dada por

W(z,():A(z)c[L" 2m{v(z)- E)x+ Bt)/A (2.9)

Este método para encontrar solugées da E-S ¢ de-
vido a Wentzel - Kramers - Brillouin e por isto, deno-
minado de aproximagio WKB.

A aproximagio (Eq.2.6) serd vdlida se V(z) variar
lentamente num comprimento de onda, o qual, por sua
vez, varia de ponlo a ponto. Observe-se que o compri-
mento de onda racionalizado A pode ser escrito como

h h

N =3 = Bre - v

(2.10)

onde p & o momento de de Brogie. Nos pontos r — z’,
onde E - V(z') = 0, a aproximagio nao é 'boa’, ¢ estes
pontas sao chamados pontos de retorno, devido ao fato
de que uma particula cldssica nao pode ir além deste
ponto £’ i.é., ela 86 pode se deslocar na regido z < z’
ou sejn, onde £~V (z) > 0. Como pretendemos utilizar
cste formalismo para o caso de uma onda cléssica, por
simplicidade, ndo nos preocuparemos com a regiso £ <

V(z) (para maiores detalhes, veja por exemplo a Ref.4).

III. A aproximacio WKB para a equagio da
onda

Consideremos uma corda cuja densidade 4 varie
com a posigao, i.é., u = p(r) e que esteja sujeita a uma
tensdo F. A fungdo de onda u que descreve o movi-
mento ondulatdrio por sobre esta corda, deve satisfazer
uma equagao do tipo

2
83;(;") - u(:)’(9 Bt @
onde a velocidade v é uma fungio da posigao a0 longo
da corda

v=VF/u(a). (3.2)

A rigor, as solugdes da Eq.3.1 ndo podem mais ser
chamadas de ondas, pois ndo podem ser escritas na
forma da solugdo de d’Alembert (u(z,t) = fi(z — vt) +
Ja(z+vt)). Além disto, Eq.3.1 é dificil de ser resolvida.
Todavia, se as propriedades do meio variam lentamente
com a posicdo, podemos utilizar de aproximagdes. Ve-
jamos.

A fungio de ondas, para ondas que se propagam da
esquerda para a direita, num meio com caracteristicas
constantes, pode ser escrita como®

u(z,i) - Ael‘(it—wl) , (33)

onde k = w/v. Se as propriedades do meio variam
muito pouco com a posigao, é razodvel assumir que a
fungdo de onda u, pode ainda, ser escrita na mesma
forma, 86 que, talvez, com as quantidades A ¢ & va-
riando 'lentamente’ com a posigdo, i.é., nés podemos
admitir, em analogia com a Eq.2.3, uma solugdo do
tipo

u(z,t) = A(z)elh=)e—wi] (34)
Escrevendo-se S = k(z)z, a Eq.34 fica

u(z,t) = Ae'S-%" (3.5)

Tomando-se as derivadas parciais da solugio dada
pela Eq.3.5, obtemos

% - % ci(S=wt) +i2%‘ % cl(s—w)
2
+ "Agei(s--t) -A (%) el(S—wt) ,
(3.6)
¢ 2
%t—: = —Aw?eS-*) (3.7)

Levando-se as Eq.3.6 ¢ Eq.3.7 & Eq.3.1 e tomando ape-
nas a parte real, vemos que

2
(844 (57 2] ) s
- {ag-g + Ag} sen(S-wt)=0. (38)

Como esta Eq.3.8 deve valer para toda a posicio = e ins-
tante ¢, e como as fungSes seno ¢ cosseno sio simétricas
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no sentido de que o méximo de um é o minime do outro,
os coeficientes dos termos seno ¢ cosseno devem se anu-
lar separadamente, para que o lado esquerdo da Eq.3.8
seja igual a zero. Consequentemente, as fungdes A(z) e
S{(z) devem satisfazer as scguintes equagdes diferenciais
acopladas (simultaneas)

A ds
d=,+[ (dz) }A 0 (39)
¢ dA  dS &3S
2ttt =0 (3.10)

A Eq.3.9 ¢ tio dificil de ser resolvida quanto a
Eq.3.1. Entretanto, se estivessemos trabalhando em um
meio homogéneo (g = cle), o lermo d? A/dz? seria nulo,
entdo, ele deve ser pequeno no meio cuja densidade va-
rie lentamente. Assim, em uma primeira aproximagio,

nds podemos fagé-lo igual a zero e, entdo, obter

dS
u(:) = k(z) , 3.11)
i.é., .
Swe | dr—e . 3.12
Aate) (342
Da Eq.3.10, pademos obter o valor de A(z). De fato
d?S ds
Al 7= A’(zo)d—z L., . (3.13)

onde o termo do lado direito da igualdade é uma cons-
tante. Eutao, trazendo se para a Eq.3.13 o valor de
dS/dz como dado pela Eq.3.11, temos que

v(z)

A(z) = A(za) [ (3.14)

onde zo ¢ um ponto de referéncia no qual a 'onda’ tem
amplitude A(zo) e velocidade v(zg).

Levando o valor A(z) (Eq.3.14) e S(z) (Eq.3.12)
para a Eq.3.5, a fun¢ao de onda fica

u(z,t) s A(zo) ( ((:}))”’ i(f dety-w (3.15)

Repare na semelhan¢a matemitica entre s Eq 35 ¢ 2
Eq.28.

Finalmente, tomando-se apenas a parte real de u,

obtemos
Vo[ [[argiy -]
* (3.16)

3
u(z,1) ss A(zg) :t(::)]
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Isto ¢, dentro desta aproximagio, a variagio na ampli-
tude é proporcional a rais quadrada da razdo entre a
velocidade local da 'onda’ e a velocidade u(zo) ¢ ainda,
o fator espacial da fase (kx) ndo ¢ constante e deve ser
trocado para [ dzk(z). A

A pergunta natural neste momento, seria - quando
podemos utilizar a aproximagio WKB, isto ¢, o que
significa as propriedades fisicas do meio variarem lenta-
mente para que a aproximagio utilisada possa ser jus-
tificada? Vejamos como responder a esta questio.

Para tal, seja a Eq.3.9, que desprezando-se o termo
de derivada superior, pode ser escrits na forma dada
pela Eq.3.11. Todavia, levando-se em conta este termo,
a Eq.3.11 deve ser modificada para

d

)[1 +(=)], (3.17)

u(:
onde o termo ¢(z) é a corre¢ao devido & primeira inte-
gragao.

Levando se as Eq.3.17 ¢ Eq.3.14 para a Eq.3.9, ob-

temoe,

4 1 (dv\? v d%
¢ (l + 5) e (3) t i (3.18)

Como em um meio cujas propriedades variem lenta-
mente o termo que contém a derivada segunda d?v/dz?
¢, geralmente, despresivel comparado com aquele que
contém (dv/dz)?,
Eq.3.16 seré uma boa aproximagio se

temos que a solugio dada pela

lldl << 1, (3.19)

e, neste caso, ||¢|[? & 0; e ainda da Eq.3.18, vemos que

2
5 (%) <1

para que a aproximagao seja justificivel. .

llel) = (3.20)

IV. Resultados e Discusses

Nés utilizamos o formalismo discutido na seio an-
terior, pars estudar a propagacio de 'ondas’ em cor-
das cujas densidades apresentam diversos tipos de de-
pendéncia com a posicio z. Em particular, aqui nés
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Figura 1: A dependéncia da razdo p,/po com a posigio r ¢
ilustrada. A linha cheia corresponde i corda cuja densidade
& dada por st);3, a tracejada gy, e a pontithada g3 (veja o
texdo para detalhes).

consideraremos cordas de 1000cm de comprimento, cu-

jns distribuicoes de densidades sio dadas por

_f mo(1+8zY 0<z<600cm
Hy = { o z > 600cm . @D

com j = 1/2, 1 ¢ 2 ¢onde § > 0 ¢ um parametro
(coeficiente de nio-homogeneidade) tal que se 8 =0, a
densidade da corda é constante ¢ igual a j19. No gréfico
da Fig.1, nés ilustramos a dependéncia de g; com z
tomando 8 = 0.00] ¢ plotando a razao p;/po. Trés
valores de j sdo considerados; j = 1/2 (linha cheia),
J =1 (linha tracejada) e j = 2 (linha pontilhada). A
linha sélida indicada por seta corresponde ao ponto de
descontinuidade em x = 600cm, a partir do qual a corda
sc torna homogénea ¢ a razdo p;/pg ¢ igual a 1. Note

que quando j = 2, y; cresce muito rapidamente com x.
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Figura 2: A dependéncia da razio v,/vo com a posicio =
é ilustrada. A linha cheia corresponde i velocidade vyy3, a
tracejada vy, e a pontilhada v; (veja o texto para detalhes).
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]
Figura 3: A dependéncia da razio #,/#o com o parimetro
8 & ilustrada tomando-se o ponto £ = 400cm sobre a corda.
A linha cheia corresponde & j = 1/2, a tracejada j =1, e
pontithada j = 2.
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Figura 4: A dependéncia da razio v,/ve com o parimetro
3 é ilustrada tomando se o ponto z = 400cm sobre a corda.
A linha cheia corresponde & j = 1/2, a tracejada j=1,ca
pontilhada j = 2.

As velocidades v; = \/F/p; das 'ondas’ que se pro-
pagam em meios cujas densidades s3o dadas pela Eq.4.1
serdo dependentes da posigio. A razao v;/vp entre as
velocidades vj(z) com 0 < z < 600cm e a velocidade
vo na regiao onde a densidade ¢é constante e igual a
#o(z > 600cm) é vista na Fig.2 como uma fungdo dc
T para os trés valores de j. A linha cheia representa
v172/vo, a tracejada vy /vg ¢ a pontithada vy/up. O va-
lor da tensio F e da densidade po sio F = 10%dyn
¢ po = l0g/em e serdo utilizados em todo este tra-
balho. O parametro 8 foi tomado como 0.001. Pode
ser visto que a velocidade v; na regido de nio homo-
gencidade decresce com z ¢ este decréscimo é maior a
medida que j aumenta. A seta indica a regido a partir
da qual a razao v;/uy torna-se constante c igual a 1.
Dependéncias semelhantes sao também esperadas para
Hj ¢ vj, com relagio ao parametro 3. De fato, nés to-
mamos um ponto sobre a corda (z = 400cm), na regiao
de ndo homogeneidade, e estudamos a dependéncia des-
tas quantidades com 8. Na Fig.3 e Fig.4, os graficos de
#j/uo versus B e vy /vy versus J sio apresentados para
um extenso intervalo de valores de 3 (a escala ¢ lo-
garitmica), respectivamente. Na Fig. 3 pode ser visto
que p; cresce com S, chegando a aumentar cerca de
60% de seu valor inicial se j = 2 e § = 0.0006. Jé a
velocidade vy decresce com # caindo para cerca de 70%
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de seu valor inicial quando f = 0.006 ¢ j = 2.

Para as distribui¢Ses de densidade dada pela Eq.4.1
as integrais da Eq.3.16 s8o ficeis ¢ analiticas. As res-
pectivas fungdes de onda no intervalo 0 < x < 600cm

830

o [Eo +a=)°"|.-ws]
(4.2)

wrale,t) = Ales) [22]" con

(2. 1) = Az0) [%]mcos [i—:\/'-";(l +82)'P), - wt]
“.3)

uz(z, 1) = A(xzo) [E]lnm [-2%@(1 +ﬂz)’|, - w‘]
(4.4)

0] £=0.001

10]
’3_ )
» ]
Tgo1]
;- -
-3°~

1 (a) {
~50

] ® ¢

2% 40 oo 800 1000
X (cm)

Figura 5: O comportamento da funcio de onda wy, é ilus-
trado como uma funcio da posicio z e tomando-se § igual
0.001 (a) ¢ 0.01 (b). Veja o texto para detalhes. . -
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Figura 6: O comportamento da fungio de onda u; ¢ ilus-
trado como uma fungio da posicio r ¢ tomando-sc 3 igual
0.001 (a) ¢ 0.01 (b). Veja o texto para detalhes.

Na Fig.6, o comportamento da fungio de onda u,
¢ ilustrado como uma fungio de z (o comprimento da
corda) para A(zo) = 25cm ¢ w = 6.28Hz. Duas si-
tuagoes sio consideradas; 8 = 0.001 (Fig.5a) ¢ 3 = 0.01
(Fig.5b). Pode ser visto que quando 3 = 0.01, a ampli-
tude ¢ o comprimento de onda decrescem com z. Toda-
via, quando 8 ¢é pequeno (0.001) e j = 1/2, a variagao na
densidade é muito pequena e seu efeito sobre a fungio
de onda ¢ despreaivel. Por outro lado, aumentando-se
o valor de j, Fig.6 (j = 1) e Fig.7 (j = 2), o decréscimo
na amplitude da fun¢ao de onda ¢ no comprimento de
onda ¢ muito mais nitido. Na realidade, se 8 ¢ j sio
grandes, a variagdo no comprimento de onda é muito
grande. Isto significa, que neste caso, A, 86 tem sentido
localmente, i.é., o carater ondulatério é perdido embora
a perturbagio continue a se propagar. Nas Figs. 5, 6
e 7, as setas indicam a posigio sobre a corda a par-

tir da qual a densidade & constante e igual 8 po; para
onde apds percorrer o meio ndo-homogéneo a ’onda’ é

transmitida.

=104

u,(x,t)

1 () {
200 400  ‘abo 800 1000
X (cm)

Figura 7: O comportamento da fungio de onda u; é ilus-
trado como uma fungio da posicio z ¢ tomando-se 8 igual
0.001 (a) € 0.01 (b). Veja o texto para as discussdes.

E conveniente ressaltar que o método WKB que
utilizamos, nao leva em conta a possibilidade de re-
flexao parcial, o que é uma caracteristica de meios nao
- homogéneos, entretanto, é muito iitil em mecanica
quantica ¢ fisica nuclear, em problemas de espalha-
mento por potenciais centrais e penetra¢ao de barreira
em potencial (decaimento a, por exemplo) ¢ ainda na
dptica geométrica quando esta é interpretada como uma
aproximagao da optica ondulatéria. Para uma recente
aplicagio da aproximagao WKB em fisica nuclear veja
por exemplo a Ref. 6.

Em suma, nde utilizamos a aproximagio WKB
para estudar a propaga¢io de ondas em meios nao-
homogéneos e unidimensionais e verificamos que a nio-
homogeneidade exerce uma forte influéncia sobre as ca-
racteristicas do movimento ondulatério. Em particular
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a velocidade de propagagao da ‘onda’ o comprimento de
onda e a amplitude da fungio de onda sao fortemente
determinadas pelas caracteristicas do meio.
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