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Resumo

Neste trabalho calculamos exatamente o propagador de Feynman para uma Lagrangiana
quadrética dependente do tempo, resolvendo a equagdo de Schrdodinger. Por intermédio de
uma transformagdo dilatagio-rotagdo, demonstramos que tal propagador pode ser obtido
a partir do propagador da particula livre em um sistema de coordenadas espago-temporal.
Esse resultado é comparado aos obtidos por Khandekar e Lawande (1986) e por Nassar,
Bassalo, Santos Neto e Alencar (1986).

Abstract

In this paper we calculate exactly the Feynman propagator for a time-dependent quadratic
Lagrangian, solving Schrédinger’s equation. Through a dilation-rotation transformation, we
demonstrate that this propagator can be obtained from the propagator of the free particle
in a spece-time system of coordinates. This finding is compared with those obtained by
Khandekar and Lawande (1986) and by Nassar, Bassalo, Santos Neto e Alencar (1986).

I. Introdugao

O célculo do propagador para lagrangianos
quadraticos dependentes do tempo é, em principio,
obtido por intermédio da integral de caminho ‘de

Feynman'2, via equagdo de van Vleck-Pauli®4:

i o%s, 1Y?
K(gs,q90;ts,t0) = [ﬁm]

€xXp - [%Sc((If,QO,tf:to)] 3 (1)

onde S, é a agdo classica.

Muito embora o método da integral de caminho
de Feynman tenha uma grande versatibilidade, a ob-
tengao do propagador para alguns sistemas quadraticos

dependentes do tempo, usando esse método, tem sido

realizada depois de longos e tediosos calculos®=13,
Por outro lado, esse mesmo propagador foi calcu-
lado por intermédio da solugio exata da equacgao de
Schrodinger, usando-se uma transformagio matemitica
espago-temporal, diretamente!4~18 ou através da repre-

senta¢do hidrodindmica da Mecanica Quantical®-22,

Neste artigo, calculamos o propagador para um sis-
tema quadratico geral dependente do tempo, resolvendo
a correspondente equagdo de Schrodinger, usando uma
transformagao dilatacao-rotagio. Esse calculo é feito
diretamente e por intermédio da representa¢do hidro-
dinamica da Mecanica Quantica. O principal objetivo
do trabalho é o de mostrar que esse propagador pode
ser obtido do propagador da particula livre em um novo

sistema de coordenadas espago-temporal e que os dois
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resultados s@o equivalentes.

II. Obtencao do propagador diretamente da
equagao de Schrodinger

O Lagrangiano para nosso sistema ¢ dado por'3:

b= % [at)§* — b(t)g?) + c(t)q - (2)

Entdo, a correspondente equagio de Schradinger re-
sulta em (com h = 1):

Oulet) 1 6%(a.t)
T = mE e
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+ [P0 -dodwan. @

Agora, fagamos a seguinte transformagio*?;

q(t) = s(r)g(t) + p(r) (4)
onde 7 ¢ dado por:
1
r= / p(t)dt'; (5)
& . (®)

Em termos das novas varidveis e r, a equagio (3)

ficara:

in [83 : (”; g q"’;) 5‘%] é(d,m) =

g
= 2:,2 a—f,%r—) + [%b(-"ti’ +p* + 28p) - c(sq + p)] 8(d7) . (M

Usando-se o ansatz WKB?6-28.
#(q,7) = explif (g, 7))x(q,7) - (8)

Entao, substituindo a eq.(8) na eq.(7), vira:

LD,
:#E"-F?aa’aﬁ"'

P iy aq

x_',a_;[ﬂp’+_a‘ 1 8f

L QL1 Fdff, v af
v (2::3’ ['0@’ (&i Ul 0i+
_ &8 a ) by L, £
+q‘“%5§_%_ibazqz_&’P‘I+c’q+¢)x=0' @

Escolhendo-se adequadamente a fungio f, e
impondo-se condigoes sobre as fungdes s, p e u'®, isto
-4

Lt s
= aauq’+aapq

+ :'ln\/;+%ﬂm'?+';' f 'c(t’)p(t’)d!’- (10)
i+gs’+£s=0i (11)

. (12)

e
aps® = My (Mo = const.) , (13)
»2-+=-+£L=0, (14)

s a ' pu

aeq. (9) transformar-se-d na equagio de Schrodinger
para a particula livre:

1 #x(d,7) , .0x(d,7) _
m aq_: -+ 3 o7 =0. (15)

Portanto, a solugio dessa equagio serd dada por;

x(q,7) = [: Kiivre(d1, §0; 7, 70)x(Go, T0)ddo ,  (16)
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onde Kyivre(dy,0; 7, 70) ¢ dado por'*: com h trazido de volta.

K!ivn(lij JJo; Ty To) =

1/2
= [M] exp [QI!: (:‘L o)’ ] (17) Usando-se esses resultados, teremos:
J
K(q7,90ity,to) = (explif(dy, 7)) Kiivee(dy . Goi 7, 7o) exp[=if" (o, 7)) , (18)

onde f*({o, 7o) significa complexo conjugado.

Por fim, substituindo-se as eqs. (10, 17) na eq. (18), obteremos:

onde:

comzr=aousoup,y=fouo.
Resolvendo-se as eqs. (11) ¢ (12), com as respectivas

transformagoes'?:

Mo 1/2

K(q.q0ity,t0) = [m

i
“exp ( [ (agsy374) — aosodody) + (agsypris — aosopodo)+

+3(aspriy = aomi + 3 [0 + st - 7)) (19)
|
P(t) = p()/a(0) , (23)
com P(t) e S(t), dados, respectivamente, por:
z, = x(ty) ; (20)
P(t) = p(t)sen[o(t,t)] (24)
z, = 2(ty) , (21) S(t) = p(t) cosg(t, t)] (25)

onde p(t) satisfaz & equagio de Pinney?” e ¢(t,s) é de-
finido por:

ot s) = v(t) - v(s) = _/ 'P"(")d" - (26)

S(t) = s(t)/a(t) (22) Com essas transformagdes, demonstra-se que'®:

onde:

(g1 903ty to) = : 2 i [as679] _ aodoqd
Kiumifritoles (h-‘no;auun[ou;.uo)l) =P (ﬁ [a_, Fubogs
Lexp --—--'_ E;_ + g_‘,L ‘-""[0(‘ t )] ., 2?0?! e

2h senfg(ty,to0)] [\ o  of L0 ey

D 1 t

22 [ Glysentg(t toldt+ 222 [ Gsentotty, Olet +
Or Jieo oo Jio

-2 [' j " G(s)G(t)sen[d(s, to)]sen[o(ty, t)lds dt]) ! (2m)

|
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III. Obtengao do propagador por intermédio

(s) - : PO ey s
a(s)=a, = P8 . (28) da representagio Hidrodinimica da Mecanica
va(s) Quiintica
G(s) = o,(s) . (29)

Seguindo-se  Feynman e Hibbs!, a solugio da
A eq. (27) é justamente a eq. (3.2.5) da referéncia (13). equagio de Schrodinger dada pela eq. (3), serd:

] 177593 1
('Fﬁ + “a@og [Eb(t)q’ - C(f)v]) K(g.t;q0,t0) =0, (30)
onde
.'iT., K(q,q0it,t0) = &(q — q0) . (31)

Para sistemas quadriticos cujo Lagrangiano é dado pela eq. (2), o propagador K(q,1;q0,ts) pode ser escrito da
seguinte forma:

K(q.t;q0,t0) = o(t, ty) exp [is(q.t;%.fa)] (32)

onde S(q,¢;qo0,tp) € a agiio ao longo de um caminho real ligando (go,t0) a (g,t), conforme veremos mais adiante.

Levando-se a eq. (32) na eq. (30), e separando-se as partes real e imagindria, obtém-se!=23,;

@57 1 .85)88 . AL fas\ 1
PR W + [ma—q a—q' = —-—za(t) (&?) - Eb(i)q +e(t)g , (33]
S e O b
PL: 3% = ~mmag - 4)
Definindo-se: 4 - s
i 055 ) (35)
== 188
v= mgg— N (36)
onde o conjunto especifico de caminhos Q(t') obedecemn a equagio;
yo = [290)] i 1os
= [ d’ ]m = a0’ (37
com:
Qi =to)=q, Q' =t)=q. (38a,b)
Desse modo, a eq. (33) ficara:
dS 1 Ny 2ral 1 ' T gt / i’
o = 70t)e ) = FHNQUE) +()Q(t) | (39)

cuja integragio ao longo da trajetéria Q(t') dard:

S(q., 90, t0) = S[Q(1)]

[ [Jar@e) - porgier + Q)] - (40)
T

0.t
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Por outro lado, inl,egra.l;do-se a eq. (34), resultara:
) E R 1

t = — e ey

@(t,t0) ¢o(fn)=xp[ 2.[“I dt at) 3] (41)

onde a constante ¢g(to) ¢ introduzida na equagio acima
em virtude da condigao inicial dada pela eq. (31).

Agora, derivando-se a eq. (33) (ou a eq. (39)) em
relagio & variavel ¢ (ou & variavel Q) e usando-se as
definigoes dadas pelas eqs. (35 - 38), vird:

o a4 b c
Q+-0+-Q=-. (42)
a a a
Usando-se a transformagao espago-tempo dada pela
eq. (4), teremos:

Q(t) = Q(r)s(t) + p(t) , (43)
onde 7(t) é dado pelas eqgs. (5, 6).
Substituindo-se a eq. (43) na eq. (42), obteremos:

suQ" + (25';: + s+ g;_u) Q'
+ (.-‘i +2i+ f.s) Q
a a
e et c
+(p+;p+;p——a-)—0. (44)
onde Q'(r) indica derivada em relagio a varidvel .

A fim de que a eq. (44) se transforme na equagio

de movimento de uma particula livre, isto é:

Q' =0, (45)
verifica-se que as funcdes s(t), p(t) e u(t) satisfazem as
normas equagées (11, 12, 13, 14).

Desse modo, a correspondente agio § para a eq.
(45) serd dada por:

50,7 Qo) = /Q L@, (46)

o

onde o Lagrangiano L ¢ dado por:

i

Q. (47)

=

L

Sendo equivalentes as respectivas variagoes 65 = 0
¢ 65 = 0, entdo:

5= S‘ + b(?l t) = 9’(40»‘0)] ' (48)

onde ég = 0, uma vez que g é uma fungdo que depende
somente dos pontos inicial e final.
Usando-se as eqs. (6, 13), a eq. (48) podera ser

reescrita como:

s Poibiiae dg .
det_j:;-,-cu+jdt_dt. (49)

o que implica:

o\ Arae L[Q’(“)] dg
LQ(), Q") 1) = | ———= +o= . (50
( as? ) Q%)= [sivyl@Ue)-peeey] /
Substituindo-se as equagdes (2, 5, 6, 10-13, 47) na eq. (50), vira:
d;"l% . 2?7 [%(au’d’ +aspQ) + %apﬁ+ % / p(!)c(t)dt] ) (1)
Agora, usando-se as equagdes (40, 41, 46-48, 51), a agdo S terd a seguinte forma:
=_ =12 :
S(q.t:90,t0) = %%% + [%(a.u'q" = qosoiu§§)+
¢
+(0shi = aosinge) + g(arpyiy = aoroin) + 5 [ cEpie)e] - (52)

Portanto, o propagador procurado sera obtido usando-se as equagdes (32, 41, 52)%:

S EEEE———
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K(gz,q0its,t0) = [

My
25‘!'581.!0(1’ = To)

33

1/2

s e e 2t Y
-exp ( |5(ars78797 — aososody) + (ass75ydy — aosopodo)+

osprir=aomoin)+ 3 [ cOp(Odt+ 5 Mg - o)) -

Conforme haviamos dito na introdugao, verifica-se

que

a eq. (53) coincide com a eq. (19) e, portanto, os

dois formalismos sio equivalentes.
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