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Resumo

Um ciclo de Carnot infinitesimal, operando com uma substancia qualquer, ¢ estudado,
impondo-se o Principio de Carnot sobre a eficiéncia das maquinas reversiveis. Dele resulta
relagio bem conhecida entre os calores especificos e as constantes de estado da substancia.
Mostra-se também como o cileulo pode ser sobremaneira simplificado por uma sutil consi-
deragdo, a qual o leitor fora convidado a descobrir. Finalmente, compara-se a performance
de uma substancia gasosa e outra liquida sob idénticas prescrigoes.

Abstract

An infinitesimal Carnot cycle, operating with any given substance, is studied imposing the
Carnot Principle on the efficiency of a reversible engine. There results a well known relation
between the specific heats and material constants of the substance. It is also shown how the
calculation may be greatly simplified by a subtle consideration, which the reader had been
invited to guess. Finally, a comparison is made between the performances of a gaseous and
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a liquid substance operating under identical prescriptions.

I. Introdugao

Vai-se muito diretamente ao 2° principio da Termo-
dinamical'=¥: o teorema de Carnot sobre a eficiéncia
maxima das maquinas reversiveis operando entre dois
reservatorios, fechado o ciclo por duas adiabdticas, é
invocado tendo como substancia operante um gas per-
feito, ja que o rendimento nio depende daquela. Prova-
se entdo que o quociente entre o calor retirado da fonte
quente @, e sua temperatura absoluta T}, ¢ igual Aquele
entre o calor entregue a fonte fria Q7 e sua tempe-
ratura T3. Como subproduto deste resultado deriva-
se que o trabalho realizado no ciclo W esta para @,
(ou @3) assim como a diferenca das temperaturas AT,
AT =T, — Ty, esta para Ty, (ou T3).

Carnot anteriormente chegara a este resultado
através de bem sucedidas conjecturas, mesmo com a
teoria do calérico. Tomando a diferenca de tempe-
ratura entre as fontes como pequena, concluiu que o

trabalho produzido, ou seja, a perda de energia poten-
cial do calérico, devia ser proporcional aquela diferenga
de temperatura e o quociente entre o calor retirado
da fonte quente e sua temperatura absoluta. Desde
que a mesma quantidade de caldrico era rejeitada na
fonte fria, o acoplamento de diversas mdquinas ope-
rando a temperaturas menores permitiu-lhe chegar ao
resultado geral sobre a maxima eficiencia das maquinas
reversiveis, mesmo envolvendo violagao da que hoje se
conhece como a 1* lei da Termodinamica.

Apesar de o desenvolvimento do raciocinio usado
hoje em dia ser perfeitamente claro aparece a per-
gunta de por que se operar sempre com um gis per-
feito. Como estudariamos o ciclo de Carnot para uma
substancia qualquer? Em primeiro lugar, teriamos de
nos limitar a um ciclo infinitesimal, para evitarmos a
variagio das propriedades com a mudanga de estado da
substancia: terinmos assim uma equagao de estado line-
arizada, vilida nas vizinhangas de um dado estado da
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substancia. Teriamos depois de invocar o Principio de
Carnot (W/Qy,= AT/T), computando W e Q, res-
pectivamente de acordo com a equagao de estado e com
os calores especificos a pressio e a volume constante.
Notemos que, para processos infinitesimais caleulados
em primeira ordem, os calores trocados dependem so-
mente do estado final e inicial e sao, portanto, indepen-
dentes do caminho escolhido entre eles(4).

A seguir realizaremos o calculo ao pé da letra, isto
¢, usando duas isotérmicas e duas adiabiticas proximas
e chegaremos a uma conhecida relagio entre os calo-
res especificos, as constantes de estado da substancia e
a temperatura absoluta, a qual usualmente é derivada
através do método das diferenciais exatas de Maxwell(5),
Isto na segio 11. Convidamos o leitor a antes de entrar
na Segio I imaginar uma maneira de simplificar a de-
monstragio - ¢ pode ser de muito - através de uma
Judiciosa consideragiio a fazer tendo como referéncia a
Fig. 2. Finalmente apresentamos na Se¢ao IV com-
paragio entre desempenho de uma substincia gasosa e
outra liquida - o merciirio - trabalhando sob idénticas
prescrigoes.

Devemos mencionar que os calculos realizados a se-
guir estio virtualmente contidos na obra referida aqui

como 4.

II. O ciclo de Carnot operando com uma
substincia qualquer

II.1. Generalidades

Escolheremos como varidveis independentes a tem-
peratura e a pressio e assim consideramos variagoes de
volume AV em fungio de variagoes de temperatura AT
¢ de pressio Ap, a partir do estado inicial E, Fig. 1,

como

AV =aAT - bAp (1)

com a = alh e b = AV, sendo a o coeficiente de di-
latagio a pressio constante, 8 o coeficiente de com-
pressibilidade a temperatura constante e Vy o volume
inicial, que tomaremos igual a0 volume molar. Consi-
deraremos conhecidos os calores especificos molares, C,
a volume constante e Cp a pressio constante, e estes,
como também a e b, constantes,
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Figura 1. Transformagio isotérmica EoF; e adiabitica
EoEz a partir do estado inicial Ey no plano pV. As res-
pectivas variagoes de volume e temperatura sio Apy AVy e
Apz ¢ AV;, contadas a partir de Ej.

Para processos inifitesimais, como dissemos acima,
a quantidade de calor recebida AQ num processo com
variagdes de pressio e volume (usaremos o plano p=-V
nas ilustragoes), pode ser obtido pela superposigio de
dois processos, um a volume constante e outro a pressao
constante, ou vice-versa, em que os calores recebidos
serio, respectivamente AQ, e AQ, com

AQ = AQ, + AG,. (2)

Vamos agora achar as variagdes de temperatura
¢ pressio num processo isotérmico e depois num
adiabdtico, sendo ambos caracterizados por dadas va-
riagées de volume.

I1.2. O Processo Isotérmico

Na Fig. 1, a partir do estado inicial E,, mos-
tramos a isotérmica pela qual se atinge E; com va-
riagio de volume AV;. Queremos calcular a variagao
de pressio Ap, e a quantidade de calor AQ; recebida
pela substancia. Pela Eq.1, sendo AT = 0, obtemos
logo

AV,
Apy = —Tl . (3)

Para calcular AQ; como indicado na Eq. 2, de-
€Ompomos 0 processo numa parte a pressio constante
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e outro a volume constante, com calores AQ;, e AQy,.
Temos
AQI? = CpATlp' (4)

onde ATy, ¢ a correspondente variagio de temperatura,
que pela Eq. 1 vale

AT].’, = —ﬂ——-. [5)
ou seja
: CpoAV,
AQy = ——. (6)

Considerando agora o processo a volume constante,
tem-se que a correspondente variagao de temperatura
deve ser —AT), por se tratar, no todo, de um processo
isotérmico. Entdo AQ,, serd

Ale = _'CuATl.pr (7)
que pela Eq. 5, serd

CoAV,

AQy = - i (8)
O calor recebido total serd, pelas Eq. 2, 6 e 7
AQy = E’%Q"JAV[. )

Vamos agora analisar o processo adiabatico.
I1.3. Processo Adiabdtico

Na Fig. 1 consideremos o processo adiabatico EgE,.
Temos por definigdo que o calor trocado total AQ; é
zero. Seja AV, a variagio de volume e devemos calcular
ATy e Ap;. Podemos construir as seguintes equagoes.
Da Eq. 1 temos

AV, = aAT; - bAp; . (10)

Pela decomposigao sugerida na Eq.2 temos

AQ?V =Gy AT?:- (“)

AQz = C,ATy,, (12)

sendo AQz, e AQy; e ATy, e ATh, os calores e as va-
riagdes de temperatura nos processos a volume e pressio
constante. Mas, com a Eq. 1, temos
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Figura 2. Representacio de um ciclo de Carnot Eo Ey E; E;,
composto das isotérmicas EoEy ¢ E3E;, e das adiabiticas
EyEy e E;Ey. Os pontos Sy, S3, Sy e S;, com suas coorde-
nadas, sio usados no cilculo da drea englobada pelo ciclo.

ATy==22, (14)
Com isto as Eqs. 11 e 12 se escrevem
AQy = Lol (15)
C,AV,
AQy = 2. (16)
Como AQ2, = —AQ2, por se tratar de um processo
adiabético, calculamos
CoAV,
= P2 17
Aps b, (17)

com o que AT, pode ser achado da Eq. 10:
I1.3. O Ciclo de Carnot

Vamos agora construir um ciclo de Carnot a par-
tir do estado Ej, ver Fig. 2. Ele formard um parale-
logramo tendo duas isotérmicas, paralelas a EqE; da
Fig. 1 e da mesma forma duas adiabdticas, paralelas
a EgE;. As coordenadas do estado final da primeira
isotérmica, Ey, sio AV, Apy; as de Ej ao final da pri-
meira adiabatica AV} + AV;, Ap; + Aps; de Eq, ao fim
da segunda isotérmica, AVz, Ap;. O ciclo é percorrido
no sentido hordrio, afim de realizar trabalho,

Como vimos, o Principio de Carnot sobre a
eficiéncia da méquina térmica reversivel afirma que o

(av,+av,.8p, +8p,)



26

quociente do trabalho AW realizado pelo calor reti-
rado & fonte quente AQ,, AW/AQ, é igual ao quo-
ciente da diferenga de temperatura ATs, entre as fon-
tes quente e fria e pela temperatura absoluta da fonte
quente T, AT3/T, ou seja

i (19)

AQ, 7

Devemos agora computar o trabalho no ciclo da

Fig.2 (¢ aqui que um raciocinio sutil reduzird em muito
os cilculos).  Vemos que a drea do paralelograma
EoEy EyEy é igual i drea oSy £35S subtraida das dreas
iguais dos trapézios £yS) Sy E| ¢ S3EyE3S, ¢ das dreas
iguais dos triangulos E,S2E5 ¢ S3EaEp;. Com as co-
ordenadas dos pontos pertinentes como mostrado na
Fig.2, obtem-se para AW

AW = AV\Ap; - AVaAp, . (20)

Com os valores de Apy, Apy, dados nas Eqs. 3¢ 17,
abtem-se:

AW = M(( -c) (21)

e pela Eq. 19, usando-se também AQy e ATy dados
nas Eqs. 9 ¢ 18, chega-se a
a*T

Cp=Cu= . (22)

Esta, de acordo com as definigdes de a e b dadas

abaixo da Eq. 1, pode ser escrita assim

7Vg7
a

[ R 5 (23)

que ¢ o resultado a que queriamos chegarl®,

III. Simplificando

Georges Bruhat!®) (ver também Feynman!™) observa
que se mantém o mesmo trabalho realizado - é a sim-
plificagdo referida - se o grafico da Fig.2 é deformado
como mostra a Fig. 3. Em vez do ciclo fechar-se pelas
duas adiabdticas E) Ey e £3E, a mesma drea resultard
fechando-o por duas transformagoes a volume constante
EyEy ¢ E3Eg. O cileulo do trabalho realizado ¢ agora
muito mais simples. Pela Eq. 1, a variagio de pressao
Ap' de Ej a Eq é (com AV = 0)
—GAT;

/ =
Ap' = b

(24)
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Figura 3. Ciclo simplificado, de mesma drea que o da Fig. 2,
mas fechado por duas transformages a volume constante,
Ey Ej e Ej Eg em vez de pelas adiabdticas £) E; e E; Ey,
como sugerido por G.Bruhat.

¢ como o trabalho é simplesmente dado por Ap' AV, o
uso da Eq. 18 e da Eq. 24 leva diretamente & Eq. 22.
E interessante que na edigio revista da Termodinamica
de G.Bruhat por A Kastlerl®l esta abordagem menos
convencional ji nio esta presente.

Note-se, porém, que embora o trabalho possa ser
calculado pela drea £y E\ E4 E E, (Fig.3), o ciclo funda-
mental infinitesimal é o de Carnot, com as isotérmicas e
as adiabéticas, pelo qual as quantidades de calor troca-
das nas isotérmicas devem ser calculadas. Mas a igual-
dade das dreas pode ser usada para se obter conhecida
relagio termodinamica. Assim, AQ, na isotérmica é
igual a TAST, em que ASr ¢ a variagio da entropia &
temperatura constante ou escrito de outra forma

AQ = T—S AN (25)
entio, das Eqs. 19 e 25 vem
Ap 'AV ZAS_TAI (25)
T
o que di para o processo a volume constante
Ap' ASz-
AT v AV. (a
ou finalmente
it o5 (28)
aTlv ~ AVir
conhecida relagio da termodinamical®). Feynman et

al.f) apresenta cileulo anilogo.
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Tabela 1
o a Vo Cp v 1= CpfCy
2CTh cm’ /dyn cm® /ol cal/mol°C cal/mol’C
Hg 1,8x10-% 3,8x107!2 14,7 6,7 59 : 1,1
Ar 3, 7x107® 9,9x10°7 22.4x 10° 7,0 5,0 1,4

IV. Comparagao dos trabalhos com gds e

matéria Condensada

Por fimn vale a pena considerar as diferengas em mag-
nitude entre operar-se com substancias condensadas e
gasosas. Na tabela 1 estio os valores aproximados das
constantes termodinamicas para o mercirio, retirados
da ref.8, e para o ar, & pressio atmosférica e 0°C.

Da tabela ve-se que os calores especificos molares
das duas fases, Cy e C,, se equivalem, grosso modo.
Porém, enquanto a razio entre as compressibilidades
Bar[Bi 4 ¢ da ordem de 10°, aquela entre os coeficientes
de dilatagao é de apenas 20. Os volumes molares (V4)
estdo na razao de 10°,

Por outro lado tem-se que |Ap/AV|, pelas Eqgs. 3
e 27, serao da mesma ordem nos processos isotérmico
¢ adiabdtico ji que os calores especificos C, e C, se
equivalem, mas diferem amplamente nas duas fases: 45
paraoar e 1,8 x 10'° dyn/cm® para o merciirio. Ja a
quantidade de calor por unidade de volume recebido na
transformagao isotérmica, Eq.9, ¢ de 2,4 x 10~2 ¢ 300
cal/em?, respectivamente, para o ar e para o mereiirio,
muito maior para este. Como o médulo da variagio de
temperatura, Eq. 18, difere de AQ pelo calor especifico,
Eq. 9, que é da mesma ordem nos dois casos, entio a
relagio entre as variagoes de temperatura serd mantida.
Isto quer dizer que, pela Eq. 19, o trabalho fornecido,
para mesmas variagoes de volume de ar e de merciirio,
seria muito maior para este do que para o ar, cerca
de 1,3 x 10° vezes!! Mas isto parece carecer de sentido
prético, sendo mais razodvel fixar-se, para comparagoes
de performances, o calor retirado da fonte quente na
fase isotérmica e a variagio de pressio na adiabitica
(ou a volume constante). Com a Eq. 17 vé-se agora
que 0 ar produz 4 x 10* o trabalho do mercurio. Porém,
como notado na Ref.9, a anilise da performance real
de um ciclo de Carnot ideal admite-se condutibilidades

térmicas infinitas.
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