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Resumo

Mostra-se que o método dos operadores de fatorizagio pode ser utilizado com vantagem em
alguns sistemas quanticos tridimensionais, sendo aplicado para a particula livre, o oscilador
harménico isotrépico e o dtomo de hidrogénio, através da fatorizagio da hamiltoniana radial.
Estende-se o método para a equagio angular, no caso representado pela equagio de Legendre.,

Abstract

We show that the factorization operators method can be used to solve advantageously some
tridimensional quantum systems. We apply it to free particle system, isotropic harmonic os-
cilator and Hydrogen atom, factorising radial Hamiltonian. We extend the method applying
it to solve the angular equation, represented here by the Legendre equation.

L. Introdugao

O método dos operadores, em certas casos, tem-se
tornado um método classico e de fato insubstituivel®,
transcendendo como simples técnica de resolugio de
equagdes diferenciais. E o que ocorre, por exemplo, na
analise da quantizagio do momento angular em siste-
mas tridimensionais correspondentes a potenciais cen-
trais, quando as propriedades dos operadores sio abs-
traidas para abranger representagdes arbitrdrias, in-
clusive spins. Outro exemplo tipico ¢ o oscilador
harmonico simples unidimensional, em cujo modelo
se baseia a quantizagdo canénica dos campos, de im-
portancia indiscutivel na evolugio da teoria quantica
dos campos 2.

Por muito tempo, a utilizagiao do método dos opera-
dores de fatorizagao tem-se restringido a estes casos ¢ as
suas evolugoes , sendo que mais recentemnente, mostrou-
se a aplicabilidade do método na resolugiao da equagiao
radial do dtomo de Hidrogénio®, introduzindo operado-
res de fatorizagiio da hamiltoniana que atuam sobre os

indices de quantizagao do momento angular da fungio
radial, Ryi(r) — Ry x1(r).

A idéia tem sido retomada logo a seguir, den-
tro do contexto da chamada mecanica quantica super-
simétrica’, onde a fatorizagio da hamiltoniana é cru-
cial, pois os modelos supersimétricos devem ser fato-
rizaveis em tese, através das cargas supersimétricas,
Os operadores ou cargas supersimétricas atuam so-
bre os indices de representagio do momento angular
intrinseco (spin), transformando representagoes de spin
inteiro (bésons) em representagoes de spin semi-inteiro
(férmions), |s,m,) — |s£1/2,m,), e a sua importancia
estd mais associada a modelos supersimétricos na teoria
dos campos®.

Apesar de estarmos, no momento, mais interessa-
dos em discutir o método dos operadores como uma boa
técnica de resolugio de equagdes diferenciais de segunda
ordem, as discussdes acima mostram que o método deve
possuir um alcance muito maior. Isto poderd, even-
tualmente, ser melhor compreendido apés um estudo
mais detalhado das implicagoes da estrutura algébrica



dos operadores envolvidos e das suas propriedades do
ponto de vista de uma representagio abstrata dos auto-
estados do sistema quantico.

Do ponto de vista de técnica de resolugio de
equagdes diferenciais de segunda ordem, o grande po-
der do método ¢é a redugiio destas equagoes diferenciais
numa de primeira ordem, de integragao imediata. Isto
evita complicagoes associadas is expansoes em série de
poténcia, associadas ao método de Frobenius®, e a ine-
vitdvel introdugio das fungoes especiais. Na mecanica
quantica, os operadores de criagao e de aniquilagio in-
troduzem a idéia da quantizagio de uma maneira sim-
ples e elegante, os auto-estados surgindo naturalmente
atraves da agiao destes operadores.

Neste trabalho, analisamos de uma forma suscinta
a aplicabilidade do método dos operadores de fato-
rizagio na resolugio de sistemas quanticos tridimensio-
nais (secgao 4), mostrando que aceitam o método trés
casos tradicionais: (i) o sistema de uma particula livre
(secgiio 5), (ii) o oscilador harménico isotrdpico (secqio
6) e (iii) o dtomo de hidrogénio (secgdo 7). En passant,
introduzimos a fatorizagao da equagio do momento an-
gular L?, ou seja, da equagio de Legendre (secgao 3).

2 . Hamiltoniana quintica

Um sistema quantico pode ser definido pela equagio
de Schrodinger!

0.0
o0

onde / é a hamiltoniana do sistema. Estamos interes-

= H¥(r 1), (2.1)

sados basicamente em sistemas conservativos, com po-
tencial central, como ocorrem nos sistemas ligados, tais
como o dtomo de Hidrogénio e osciladores harménicos
isotrdpicos, objetos principais do presente estudo, onde

g
=——VI4V 9

Em coordenadas esféricas, a hamiltoniana pode ser
escrita na forma
Al L?

H=-e——

i dr? r+§F+V(r), (2.3)

(1 € a massa reduzida do sistema), onde
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1:4 8%
sen?d dp?

Nos sistemas ligados, a hamiltoniana define a

L* = —h?[ ( enfl— (2.4)

ke unﬂ a0 ae)]

equagao de auto-estados de energia

H ’i’nlm{ruorio) = Enlm'-i"nlm(rl a, ‘P) ’ (25)

onde estamos, desde ji, usando a notagao consagrada,
embora sem conhecer, em principio, as condi¢des de
quantizagao . Através da separagao de varidveis,

Rnf(r) Ylm(ﬂlw) ' (26)

a equagdo (2.5) é desacoplada nas suas componentes

Yalm (r- a, ‘r") =

radial,

H Rai(r) = EniRui(r) , (2.7)
e angulares,
L Yim(0,9) = Ah* ¥im (0, ) (28)
-]
LtYlm(ouia) = mhﬂm(aaio) ' (29)
com os operadores
R 2
PR LN o SRS G

24 rde? 2ur?

L
- --h:[(—l-':rll—,)-Fd;iu—!:)Ei—] (2.11)
h @
b= —'-a— (2.12)

os auto-valores E,; ,AR?
as constantes de separagio das varidveis. Em (2.11)

e mhsendo, em principio,

usou-se a varidvel auxiliar r = cosf.
Para a componente radial normalmente utiliza-se a
fungido auxiliar
uni(r) = r Ru(r) ,
que, aliado as definigbes

(2.13)



Revista Brasileira de Ensino de Fisica vol. 15, n% (1 a 4) 1993 9

2
_—

2u 2u
-2—‘”;”". gnJ=FEnJ e v(")=;lTV(")v
(2.14)
resulta
Hup(r) = Eqpun(r) (2.15)
para

®
-F+;§+V[r).

A definigio (2.13) impde a condigio de contorno na

H = (2.16)

origem up(r = 0) = 0, sendo que os auto-estados u,;
dependem da energia potencial do sistema.

3 . Momento angular

As auto-fung¢des do momento angular definidas pelas
equagoes (2.8) e (2.9) sdao as bem conhecidas fungoes
harmoénicas esféricas Yim (8, ).

E classica a utilizagio do método dos operadores de
fatorizagao para o estabelecimento dos auto-estados e
auto-valores de L,, através dos operadores de criagao
L4 e de aniquilagao L _,

L:I:Ylm S Yl.md:l ' (3”

de modo que nao iremos discutir sobre este assunto.
Uma aplicagio pouco conhecida do método dos opera-
dores é na obtengao de auto-estados e auto-valores de
L?, equagio (2.8) e (2.11), que pode ser posta na forma

2
[%[l = z’)i - (_Ir_n_:“‘) + a\] Yim(0,2) =0, (3.2)

que corresponde & equagio associada de Legendre. E
suficiente resolver a equagao acima para m = 0, quando
resulta na equagio de Legendre

[%(1-:’)%“]5(0):0, (3.3)
uma equagio diferencial de segunda ordem, relativa-
mente ficil de se verificar que pode ser fatorizado
através dos operadores diferenciais

i =[-(1- :’)% +Iz] (3.4.a)

Q=[01-)k 41, (3.4.)

onde estamos utilizando desde ji o parametro de quan-
tizagio do momento angular I, para evitar complicagoes
desnecessirias. Estes operadores, que sio conjugados
hermitianos, obedecem as relagoes

Qti=(1- z’){;‘—: =+ D} +P+m? (35.0)

QR =(1- :’}{i;:-; (=1} +P+m*, (35.b)

ou seja, para m = 0,

Q,"Qif’; =Pp (3.6.a)

QQF P =Py,

que pode-se verificar comparando as equagoes (3.5.a)
e (3.5.b) com (3.2), correspondentes a A = I(I + 1)
Multiplicando as
equagoes (3.6.a) e 3.6.b) acima, pelo lado esquerdo, por

(3.6.5)

e A = [(I = 1), respectivamente.

Qi e Qf, respectivamente, ¢ comparando entre si, veri-
ficamos que

Pi= %Qr Proy (3.7.0)

P = -:'Q:Pi ; (3.7.6)

o que caracteriza Q] e Q; como operadores de criagio
e de aniquilagio , ou de levantamento e abaixamento,

respectivamente, dos indices [ | — %1, rela-

cionando os outo-estados ---, Pi_y, P, P4y, -+ . Para
| = 0, temos, na equagao (3.7.b),
5 d

QoPo=(1-z )Epo"—'ﬂ. (3.8)

cuja solugiio é uma constante, que pode ser normalizada
para

Po=1. (3.9)
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Aplicando sucessivamente os operadores de criagio
Q' sobre este auto-estado mais baixo, pode-se obter os
demais auto-estados, que correspondem aos polinomios
de Legendre de grau arbitrario

A= I_‘!Q;eq; s Py (3.10)

Veja que o parametro de quantizagao do momento
angular varia de [ = 0,1,2,3,--- (inteiros positivos).
Pode-se verificar, com algum esforgo, que a equagio
(3.10) corresponde a férmula de Rodrigues, que define
os polinomios de Legendre. A equagiao (3.7.a), para
I =0, resulta

Q{P.,:-—(l—z’)il’_l:ﬂ. (3.11)
dr

similar équagio (3.8), No caso, podemos impor a

solugao 7

Py =cle. =0 (3.12)
4 . Hamiltoniana radial
Consideremos  a  hamiltoniana  radial, equagio

(2.16), que, apds a substituigao A = [({ + 1), fica

I+ 1)
i —ogb = V) (4.1)

para um potencial central arbitrario V(r). Para efeito
de fatorizagio , vamos introduzir os operadores conju-
gados hermitinnos

A= [&% + '-"_ + f(r) (4.2.a)

Al = |-a‘ir + 'i_ +f(n)] (4.2.8)

onde f(r) ¢ uma fungio real a ser determinada, depen-
dendo do potencial V(r). Para estabelecer as relagdes
entre as fungoes f(r) e V(r), vamos considerar as se-
guintes combinagdes entre os operadores A; e A} :

AAt e =1 o

dr,+'r—7+:f+f'+f) (4.3.0)
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d* (1 +1)
AT A=~ + =

+Ziopep, @y

onde definimos [’ = %.
Comparando com a expressio da hamiltoniana,
equagio (4.1), verificamos que

My =t -V + Zf 4 r 4 (44a)
-]
p Bl P
A,A,:‘H,—V(r)+-:f—f +f*, (4.4.5)
de onde pode-se concluir que
2! 4 9
?f+ f + [ = V(r) +Cl (450)
(4]
2 s 58
?f -+ fA=V(r)+Cy, (4.5.5)

se realmente desejarmos que A; e A} representem ope-
radores de fatorizagdo da hamiltoniana (C) e C; sdo
duas constantes arbitrarias). Somando e subtraindo as
equagoes (4.5.a) e (4.5.b), resultam

%l-'f + =V +C (4.6.a)
g eldfits
= e c, (4.6.5)

C e C' constantes arbitrarias. A (4.6.b) integrada re-
sulta

f(r)=a+8r, (4.7)

a e [ constantes. Substituindo esta fungdo em (4.6.a),
e apés uma escolha adequada da constante C, resulta
a possivel expressio para a fungio potencial,

V(r) = 8°r® + 2afr + ? - (4.8)

tal que a hamiltoniana seja fatorizavel.

A rigor, as equagdes em f(r) somente fazem sen-
tido se ndo houver nenhuma dependéncia em relagio a
[. Observando as equagdes (4.5), verificamos que esta
dependéncia pode ser eliminada se for possivel a sua
incorporagdo a constante aditiva. Isto torna-se possivel
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para as escolhas @ = 0 e @ arbitririo ou a ~ 1/l e
g=0.

Ha, portanto, trés casos a considerar : (i) a = 3 =
0, caso livre; (ii)) @ = 0, @ # 0, oscilador harménico
isotropico, e (ili)ar = —1/agl, 3 = 0, potencial coulom-
biano atrativo.

5 . Particula livre

Este é um caso bastante ilustrativo da aplicagao dos
operadores de fatorizagdo , que no caso reduzem-se a

d =
A= E+- (5.1.a)
e
d 1
+ - —— . oJ. 4.
At =- 4o, (5.1.b)
resultando nos produtos
& ll+1)
44 =
AlA = === + T M (5.2.a)
L4
a l-1)
+ e Vi, D
AlA, SEas + = g, (5.2.6)
ou seja,
Al Attint = Hiun = Entting (5.3.a)
e
AtAf un i1 = Hioqtn oy = Enjioting-1 . (5.3.0)

Multiplicamos as equagoes (5.3.a) e (5.3.b) acima,
pela esquerda, por A; e Af, respectivamente, e usando
a equagio de auto-energia (2.15), obtemos

ALAT At = At = Ent Atting (5.4.)

At A A U 1oy = AFHiyUn iy = En g1 A Un g
(5.4.5)
Comparando a equagio (5.4.a) com (5.3.b) e (5.4.b)
com (5.3.a), conclui-se que a energia da particula livre é

independente do momento angular orbital definido pelo

parametro [,

Ent-1=Enr=En =k (5.5)

¢ 08 auto-estados estio relacionados por

1
Upr = IA?'"H.I—l (5-6.(1)
¢
Up -y = ;Ai’unf . (5.6.b)
Para [ = 0, a equagao de auto-energia fica
d? # i
—Fﬁuk(f) = k*ug(r) (5.7)

onde estamos introduzindo a reparametrizagio dos
auto-estados de energia, £, = k*, equagio (5.5), para
indicar que a energia de uma partéula livre pode assu-
mir qualquer valor positivo. As duas solugoes indepen-
dentes da equagao (5.7) sdo

ug(r) = coskr e ug(r) = senkr, (5.8)

sendo que somente a solugio sen kr satisfaz i condigio
de contorno na origem, de modo que a parte radial da
fungao de onda de uma particula livre com momento
angular nulo é,

senkr

Riolr) = 2us(r) = o (5.9)

A solugiio geral, para momento angular arbitririo,
pode ser obtida pela aplicagio sucessiva dos operadores
A, conforme equagio (5.6.a), de modo que, a menos
de uma constante multiplicativa,

1 1
R“ = -':t.ly(r) = CI;A?.A?LI R$ A;’Afuo(r) . (5.10)

Usando o fato de que

d
%A?r:A*’:—a—;, (5.11)

e de forma geral

éAfr = A¥ (5.12)

de modo que



1d

1 !
;AM?’.;---AIATM(-I)""(;R;) v (5.13)

obtemos, para a equagio (5.10) acima, a expressao

1d )f senkr
rdr kr
Esta ¢ exatamente a expressio geral para as fungoes

Ry = Oy (=1)"( (5.14)

de Bessel esféricas ji(kr), geradas a partir da fungio de
Bessel inicial
sen kr

Jo(kr) = —— .

o (5.15)

6 . Oscilador harménico isotrépico®?

Corresponde ao caso o = 0, § £ 0, quando a ener-
gin potencial é definida por

J(r)=8r e V(r)= g% (A= %) (6.1)

de modo que a hamiltoniana serd

(41
Hf‘—'———'—+(_:;—l

dr?
Os operadores de fatorizagio sio

+8%r? (6.2)

d {
A= [&? + = +r] (6.3.a)
¢
|
Al = [-% $=or ar], (6.3.6)

que se relacionam com a hamiltoniana através de

AtA = [—% + '(’r‘: D 4 g% _ g - 1] (6.4.0)
¢
2 o
AAl = [—%-«- ’“r, 1) +87r = p(2U+1)] , (6.4.5)
ou seja,
At A =M + sat-1) (6.5.a)
e
AAY =M + B2+ 1), (6.5.6)
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que aplicados sobre os auto-estados de energia uy; e
Up 11, respectivamente, resultam

At Attt = [Ent + B2 = 1), (6.6.0)

AtA oy = [ty + B(2 + 1)]utn oy . (6.6.6)

Multiplicando as equagdes (6.6.a) e (6.6.b), pela es-
querda, por Aj e A, respectivamente, obtemos

AAT Ay = (B + B(2 = 1)) Apupy (6.7.a)

/'l?'/lf/lfuu.r_l = {fn.r-j-i-ﬂ(?f'i-l)]}‘?'u"‘r_] . (6.7.6)

Finalmente, comparando as equaces (6.7) e (6.6),
estabelecemos as relagoes

uni(r) = _Sr.\/_rTLTI_—T)A?‘u""'l(r) (6.8.a)

[}

1
Un -y (r) = —sm\/—:ﬁ—(T__l—;Amnr(r) . (6.8.)

caracterizando A} como um operador de criagio e A;
como um operador de aniquilagio , subindo ou descendo
o nivel de excitagio angular de | — {+1. A energia
destes niveis devem satisfazer is relagoes

Su=&ua+28=§,+218, (6.9)

que, em termos de E = h*/2u £, fica

Bt =Enjoy+hw = Ey g+ lhw . (6.10)

6.1 - Momento angular nulo, { =0

Neste caso, a hamiltoniana e os operadores de fato-
rizagio sio idénticos aos do caso unidimensional,
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d*
My = [—F +,82l'2]

= AtA48
= AAt-8; (6.11)

d i d
A=g4Br , At=———pr (6.12)

definindo as relagoes de comutagio

[A,A*] =28 , [Mo,A]=—2BA , [Ho, A*] =20A*.
(6.13)
Das relagées acima resultam
HAun = (£ — 28)Auy (6.11.a)
(]
HA U, = (&, +28)A* u, , (6.14.8)

de modo que

Aty = v/2nfus_y e Atu, = /220 + 1)Bupy
(6.15)
a energia dos auto-estados consecutivos relacionados
por

= Ea 28 (6.16)

os indices n representando os niveis de excitagio radial.
Se u, representar o nivel de energia mais baixo possivel,
entao devemos ter

Aiug =0 (6.17)
[
Hup = (A*A = Buo = Lo, (6.18)
a energia deste estado devendo ser, portanto,
E=-0. (6.19)

Em termos de operador diferencial, a equagao (6.17)
fica

Aug(r) = [Fd; + frjug(r) =0 (6.20)

cuja solugao , normalizada, é

up(r) = Coe 4" = [g]‘i e7 30031 (6.21)

Esta solugio nao se anula na origem, como requer a
definigio (2.13), e portanto nio se trata de um estado
acessivel ao sistema; somente as solugdes corresponden-
tes a n impares anulam-se na origem, caracterizando-
se portanto como auto-estados do sistema, como facil-
mente pode ser verificado. Assim, o estado fundamental
do sistema sera

ll|(1‘) = C|A+Ua(r) = C] Cuﬂfc_i"ri ' (622)
caracterizado pela energia
3
Ey= E’IU (51 = Sﬁ] (6.23)

Os demais auto-estados seriio representados pelas

auto-fungoes impares

“?v\-H(T) = Cﬂn+l(A+)2n+lu0{r) ' (624)

ligadas & parte radial das fungdes de onda, R (r), por

rRa(r) = tangi(r) para n=0,1,2,3,--- ,
(6.25)

e correspondentes s auto-energias

E, = (34 g)rw (Ea=(2n+1)8] . (6.26)

A parte radial a fungao de onda serd, portanto,

' LAty u(r).

W)= JapE @i

(6.27)
Se considerarnos a igualdade
d ad
A* = [-— + fr] = —eb?r Ee'“" , (6.28)
¢ consequentemente,
(A= (—1)“:*""(;;)" P LS (6.29)
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chegamos a equagio

(A" uglr) = (~1)uo(r) @ e (630)

que relaciona as fungdes fai(r) com os polinomios de

Hermite definidos por

Ha(z) = (-1)"e* ‘f" c-". (6.31)

resultando, finalmente,

Ra(r) =
| ar? d \ 2n41 —gr?
28y +i(2n + 1)! ruo( s (rir-) 4
‘ L uo(r)Hans1 (V/Br)

Y DI

(6.32)

6.2 - Momento angular arbitrério, |

Uma vez estabelecidos os auto-estados de energia
Ry para o caso | = 0, os demais auto-estados 2y po-
dem ser obtidos pela aplicagiio sucessiva dos operadores
A, conforme estabelecido pelas equagoes (6.8). Temos

r Rui(r) tang1,i(r)

|
= A uan411-1(r)

VAn + 41+ 2)

= CuAf AL, - ATAY rRa(r),
(6.33)

a auto-energia definida pela combinagao das equagdes
(6.10) e (6.26),

En=(2n+1+ %)hu . (6.34)
Usando a identidade

%A,"r =gkl (6.35)
¢ consequentemente
1
;A?A?_l AT AYr= r (%A"’)‘ . (6.36)

a equagio (6.33) fica
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Rua(r) = Curr (34%) ' Ru(r)
=)' Ro(r)

1d.i41 o=t
rdr) i (dr) o
(6.37)

= Cur! edrr’ (l

= ,“u(") ar? :+1(

a constante C, definida pelo coeficiente que aparece na
equagao (6.33),

1 1
ol
: JAntAl+2 Jan+4(l-1)+ 2

1 1

(6.38)

Jin+a+2An+2

7. Atomo de hidrogénio
Corresponde ao caso a = —1/agl, § =0, quando

f(r —-—I- e V(r)=-——2-, (7.1)
agr

apl
que pode ser identificado com o potencial coulombiano
atrativo do atomo de Hidrogenio para

ag= —5 (7.2)

a hamiltoniana sendo

@ o llich i 40, (7.3)

Him=on r agr

Este é o caso tratado primeiramente por Kimel
(1982)*, mas vale a pena uma rapida revisao , usando
a nomenclatura adotada aqui.

Os operadores de fatorizagao sao

d 1 1
A= [.d—l' + s m] (7.4.0)
e
d o
S 2 Pl gk e i
Af = Botr cw] ; (74.5)
relacionados com a hamiltoniana através de
1
A?Al =M+ @ (7.5.a)
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A[Ar =M1+ L (7.5.b)

212 '
ajl
que aplicados sobre os auto-estados de energia u,; e

Uy, i—1, Tespectivamente, resultam

1
A?A]'un[ = [l‘:nl‘ + ?—zl'lin] (TGQ)
agl
e
1
AlAf un oy = [Enpy + —gplun.i-1 - (7.6.6)
0

Multiplicando estas equages , pela esquerda, por

Ay e Af, respectivamente, obtemos
1
AAT Ay = [Ear + ‘I?]T]Alurll (7.7.a)

1
AF AiAT un o1 = [Enper + W]Ar“".f—l . (T.7.0)
o

Da comparagdo das equagoes (7.7) e (7.6) resultam

1

ug(r) = - At (r) (7.8.a)
nl + PHE
e
tn i-1(r) = - Apun(r) (7.8.6)
n,l=1 e e n 5 8.
gn,f—[ + ﬁﬁ

o

caracterizando A,+ como um operador de criagao e A;
como um operador de aniquilagio , subindo ou descendo
o nivel de excitagio angular de [ — [ & 1. Observa-se
também que a energia destes niveis é independente do
estado de momento angular,

Gni=bng-1=6n. (7.9)
O niimero quantico [ varia de 0, 1,2, 3, - - -, mas neste
caso nao podemos construir as fungdes representativas
do multipleto de momento angular devido a indefinigao
dos operadores A} e A; quando | = 0, e que se reflete
nas equages (7.5). Portanto, em vez de partir do es-
tado mais baixo, vamos supor a existéncia de um estado
superior tal que

A:‘Hunr,\ =0 H (7.]0)

para um certo valor maximo de [, . = A
A equagio (7.6.b) mostra que, neste caso, devemos

ter

1
zn.f—l + -—ﬂgAz =0 (7.11)
e desde que fagamos a identificacio
A== =12 (7.12)
a equagdo (7.10) fica
Atz =0 (7.13)

O indice n identifica o multipleto de energia, cons-
tituido pelos auto-estados

[Uu.u—l yUnn=2,""",Upt- nun,luun,(l] '
de energia
4
L = ot/
Eaz 2hn? (bn = agn")' (7:14)
Pode-se verificar que n = 1,2,3,-.- ,e0<l<n-1.
A equagao (7.13) fica
diyan 1
—E'!";— ao—n)unm—l(r)—ot (715}
cuja solugao é
Uy no1(r) = C, v e=(r/30m) (7.16)

A partir deste nivel superior, pode-se obter os de-
mais niveis, pela aplicagio sucessiva dos operadores de

aniquilagao A;, para todos 08 [ =0,1,2,3,-+- n—=1 ,

Unn=2= An-lun.n-l
Upn-3 = An-2Unn-2 = An-24n-1Unn-1

Upn-q4 = An-:!“u,n-a

Unt = Alg1Un 141

tn,1 = Aztiy 2

tn,o = Ajtin g, (6.39)
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a parte radial da fungdo de onda dada por

1 1
Ru(r) = = up(r) = ;AH.MH: “+ An-2An-1tnn-1(r) .
(6.40)

8 . Conclusoes

Vimos que a utilizagao do método dos operadores de
fatorizagio é possivel em alguns sistemas quanticos tra-
dicionais, trazendo algumas vantagens como a simpli-
cidade matematica e uma melhor visualizagao fisica do
efeito da quantizagao . Do ponto de vista matematico,
a sua grande vantagem ¢ a redugio de uma equagio di-
ferencial de segunda ordem numa de primeira ordem ,
de integragiao imediata, evitando as dificuldades ineren-
tes ao método de expansiao em série de poténcias e nao
requerendo nenhum conhecimento prévio das fungoes
especials.

Neste trabalho, estudamos as condigoes de apli-
cabilidade do método em sistemas quanticos tridi-
mensionais, mostrando que basicamente apenas trés
sistemas aceitam a fatorizagio da hamiltoniana: a
particula livre, o oscilador harmonico isotrépico e o
atomo de hidrogénio.

Apesar destas restrigoes , a importancia do método
estd mais nas suas consequéncias indiretas, devido a in-
trodugao de operadores de fatorizagiao que atuam sobre
os indices de representagio do momento angular orbi-
tal [. A existéncia de operadores que permitem a mu-
danga de representagoes do momento angular orbital,
associado ao conhecimento sobre a dlgebra dos opera-
dores supersimétricos que atuam sobre a representagao
de spin mostra a presenga de uma estrutura algébrica
muito rica envolvendo estes operadores, ¢ que merece
ser devidamente estudada. Ainda em termos da im-
portancia fisica destes operadores, lembremos que as
excitages quanticas dos sistemas ligados sao basica-
mente mudangas de niveis dentre os varios auto-estados
do sistema causados por alguma interagio externa. Se
a interagao for devido a um campo externo, este campo
deve.se acoplar com os operadores de fatorizagao , pois
sao exatamente estes os responsiveis pela passagem de
um auto-estado a outro.

Em resumo, a principal conclusdo é que o método

Mario Goto

dos operadores de fatorizagao transcende da sua carac-
terizagio como apenas uma boa técnica de resolugao de
equagdes diferenciais da fisica-matematica.
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