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Resumo

Neste trabalho exploramos um péndulo fisico acoplado a uma fonte excitadora externa.
Através de uma célula foto-clétrica geramos uma corrente que depende da posigio do
péndulo, e em um circuito derivador obtemos outro sinal que informa sua velocidade. Em
um oscilosedpio comum exibimos as érbitas do sistema no espago de fase. Quando a ampli-
tude da fonte externa é pequena reproduzimos as curvas conhecidas do oscilador harménico
forgado. Aumentando-se esta conseguimos passar a uma regidao nao linear, onde se observam
regimes de biestabilidade e cadtico. Simulamos o modelo ¢ integramos numericamente as
equagdes do movimento em um programa simples, executivel em um microcomputador tipo
PC, e comparamos qualitativamente as érbitas com as mostradas no osciloscopio.

Abstract

We explore a physical pendulum coupled to an external periodic force. A photocell is used
to generate an cletric current which depends upon the position of the pendulum. A deriving
RC circuit furnishes the pendulum velocity. Both signs are put into an oscilloscope, showing
the trajectories in the phase space. When the amplitude of the external force is small we
reproduce the known curves of the forced harmonic oscillator. Increasing the force leads
us to the non-linear region, where bi-stability and chaotic phenomena are observed. We
present a model for the system and integrate the equations of motion in a microcomputer.

The orbits can be qualitatively compared with those displayed in the oscilloscope.

L. Introdugao

E sempre importante demonstrar através de ex-
perimentos simples o conhecimeno adquirido na aulas
ledricas. Além disso ¢ oportuno estender esse conhe-
cimento, incorporando assuntos correlatos que nio sio
normalmente cobertos nos curriculos regulares, embora
scjam relevantes e, muitas vezes, de grande atualidade.
Atentando a estes dois aspectos apresentamos nesse tra-
balho um programa integrado que consiste em estudar
um péndulo fisico nio linear acoplado a uma fonte ex-
citadora externa. Com isso buscamos conseguir dois

objetivos: i) facilitar o aluno a apreensio do conceito
de espago de fase; ii) introduzir nogdes de dinamica nio
linear. O conceito de espago de fase é geralmente apre-
scntado nas aulas tedricas dos cursos introdutdrios de
mecinica, sendo de dificil percepgio para a maioria dos
alunos'. Acreditamos que o entendimento desse con-
ceito pode ser facilitado se o aluno visualizar simulta-
neamente um sistema fisico e sua trajetéria no espago
de fase. Assim, para alcangar o nosso primeiro obje-
tivo consideramos um péndulo fisico excitado por uma
for¢a externa. Usamos também uma célula fotoelétrica
¢ um circuito derivador, que geram sinais dependentes
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da posi¢do e velocidade do péndulo. Com estes sinais
fazemos tragar diretamente na tela de um osciloscépio
tanto posig¢io e velocidade do péndulo em fungdo do
tempo bem como velocidade em fungdo de posigao, ex-
plicitando assim sua trajetéria no espago de fase.

Para o segundo objetivo o sistema estudado se
presta de maneira bastante adequada. Como normal-
mente o péndulo linear for¢ado é visto no tdpico de
oscilagdes do curso basico de mecanical:2, conseguimos
de forma muito satisfatéria passar de uma etapa em que
se busca sedimentar conhecimentos adquiridos sobre os
fundamentos da fisica das oscilagdes para outra, intro-
duzindo elementos de dinidmica ndo linear, verificando
o aparecimento de biestabilidade e transi¢do entre os
regimes regular e cadtico do sistema.

Do ponto de vista matemadtico a existéncia destes
estados é possivel, j4 que -o-sistema obedece a uma
equagio do movimento inhomogénea nao linear3-6.

Veremos que com uma escolha adequada dos pa-
ramétros do sistema pode-se encontrar seus estados
cadticos. Esta mudanca no comportamento do modelo,
percebida através de sua observagéo, pode ser também
usada para ilustrar o conceito de espago de fase, excm-
plarmente mostrado pelas figuras qualitativamente di-
ferentes das do regime periédico na tela do ociloscépio.
Para completar esta introdug¢io aos fenémenos nio line-
ares procedemos & integragio numérica das equagoes do
movimento. Através de rotinas simples esta integragao
pode ser feita em microcomputadores.

A parte do estudo do comportamento n3o lincar no
péndulo é bastante oportuna por dois motivos. Pri-
meiro a pesquisa de fenémenos nio linearcs assumiu
uma grande importancia em quase todos os segmen-
tos da fisica e de outras ciéncias, sendo portanto im-
portante levar alguns conhecimentos sobre este assunto
aos alunos de graduagdo. Em segundo lugar é faci-
nante ver um simples péndulo realizar um movimento
completamente aleatédrio, com uma simples variagio da
freqiiéncia ou da amplitude da for¢a externa aplicada.
Isto serve para mostrar que fendmenos complexos po-
dem ser originados por modelos bastante simples, desde
que ndo lineares. Nos tdltimos anos tem havido uma
série de trabalhos com o aparecimento de caos em cir-
cuitos eletrénicos que modelam um péndulo’®. No en-
tanto a utilizagdo do préprio péndulo fisico torna, a
nosso ver, a visualiza¢io dos fendmenos ndo lineares
mais direta. o

Na préxima segdo apresentamos o arranjo experi-
mental. Na se¢ao III uma discussdo dos resultados ob-
tidos experimentalmente, e na se¢do IV discutimos a
derivagao das equagdes do movimento e os resultados
obtidos do ponto de vista numérico.

II. Aparelho Experimental

Vamos apresentar nos itens seguintes as partgs
constituintes do equipamento, quais sejam: mecanica,
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6ptica e eletrdnica.

i) Parte Mecanica

Consiste de um péndulo fisico (P) de forma retan-
gular, construido com uma régua de 15,0 cm de compri-
mento por 1,8 cm de largura, de aluminio, cuja massa
é de 5,5 gramas. A distincia do eixo a uma das extre-
midades é 6,5 cm. Usamos um raio de bicicleta com
0,2 cm de didmetro para o eixo, que é colocado num
suporte como mostra o esquema 1.. Nesse eixo coloca-
mos algumas voltas de fita crepe, R, com o objetivo de
aumentar o didmetro até 0,6 cm, para dar maior torque
ao péndulo.

PENDULO

\J

Esquema 1: Vista lateral da configuragdo do aparato
experimental.

No ressalto R, enrolamos duas voltas de um fio de
nylon, e na extremidade inferior desse fio, colocamos
uma massa de 80 gramas. A extremidade superior é
ligada a uma mola, de constante eldstica K = 20 N/m,
que é posteriormente ligada a um dispositivo, que é
capaz de variar a amplitude e a frequéncia da forga
aplicada.

O dispositivo excitador é composto de um toca disco
(33, 45 e 75 rpm), que pode ser deslocado para di-
reita e para esquerda, permitindo variar a freqiéncia
de uma roda, que gira na vertical sobre o toca disco.
Nessa roda existe uma chapinha de acrilico com furos
e assim podemos variar a amplitude da forga aplicada.
No eixo enrolamos um outro fio de nylon, que tem na
sua extremidade inferior uma cartolina (janela), a qual
sera usada para variar o fluxo de fétons que incidira na
célula fotoelétrica (LDR). Ainda nessa janela fixamos
uma haste cuja extremidade é apoiada em um suporte.
Este procedimento visa apenas dar estabilidade ao mo-
vimento da janela. Na parte traseira do eixo fixamos
com uma fita adesiva uma tira de papel (= 2 x 20 cm)
que funciona como um {reio de ar (F') para controle do
atrito. A estabilidade do papel é aumentada se os can-
tos sdo dobrados. Neste diagrama S e T representam os
suportes fixos e as roldanas respectivamente. 0 sistema
tem uma auto-freqiiéncia de 1,12 Hz.
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Esquema 2: Vista da parte dptica.

ii) Parte Otica

Formada conforme diagrama abaixo, ¢ constituida
de uma lanterna (duns pilhas 1,5 V), a qual gera um
fluxo de fStons, ¢ esse é variado conforime a [reqiiéncia
do pendulo, através da janela (1), L é uma lente do tipo
convergente colocada entre o LD ¢ a lanterna,

i) Parte Eletrénica

As ascilagoes do péndulo fazem com que a janela (J)
execute um movimeno vertical com mesma freqiiéncia.
Esse movimento da janela provocarda modulagdes no
feixe de [Gtons que chega ao LDR. Assim a posigio
da janela (e do péndulo) serd indicada pela tensio nos
terminais do LDIR. Usamos um circuito RC? para to-
marmos a derivada do sinal, ou seja a velocidade da
oscilagiio. Finalmente, dois amplificadores operacionais
(do tipo LM741) fazem a amplificagio dos sinais da
posigio e velocidade para posterior exibigio na tela do
osciloscopio. Abaixo desenhamos o circuito RC utili-
zado.

Notamos que o aparato experimental é bastante
simples podendo ser montado sem muito esforgo
com pegas convencionais encontradas em laboratérios
didadticos de fisica basica. Isto tem, a nosso ver, um as-
pecto importante de demonstrar para os estudantes que
o8 conceitos aparentemente abstratos tais como espago
de fase e efeitos nao-lineares e cadticos sio materiali-
zados a partir de equipamentos simples que os mesmos
estio acostumados a usar nas aulas de laboratério.

111 Resultados Experimentais
I11.a) Movimento do Péndulo

Uma vez montado o nosso aparato ligamos a forga
excitadora e observamos o comportamento do péndulo
bem como a correspondente imagem no espago de fase
na tela do osciloscépio. Para estudarmos a depéndencia
do movimento do péndulo com relagio & freqiiéncia f da
fonte excitadora variamos a posigio radial da roda de

borracha vertical que gira sobre o tocadisco. Movendo-
a do centro para extremidade fizemos uma varredura
do regime de baixas para altas freqiiéncias. Mantendo
constante a amplitude da forga excitadora Fy, medimos
a amplitude do péndulo para cada valor da [reqii¢ncia
externa. Mostramos na Figura 1 esses resultados para
amplitude Fy da forga aplicada (amplitudes 0,25 ¢ 0,5
cm).

Notamos que quando Fp ¢ pequena a forma da curva
¢ semelhante as curvas obtidas para o oscilador linear,
porque para esses valores da amplitude da forga externa
o pendulo comporta-se de forma lincar.

Com um aumento da freqiiéncia para pequenas am-
plitudes, um mdximo da amplitude ¢ observado na
regido da auto-freqiiéncia; continuando a aumentar a
freqiiéncia esta amplitude vai diminuindo.

Este ¢ um resultado esperado®®, ja que a forga de
atrito presente no sistema () ¢ aprecidvel, fazendo com
que, mesmo na ressondncia, a amplitude do péndulo
scja pequena (abaixo de 45°), levando a um comporta-
mento Lipicamente linear.

eeeee § = 0.25 cm
esess §F = 050 cm

1.
FREQUENCIA ( HZ)

Figura 1: Amplitude versus [reqiiéncia, obtida expe-
rimentalmente para pequenos valores da forga externa
(Fo=0.25¢0.5 cm.)

A seguir aumentamos a for¢a aplicada usando os
furos da placa de acrilico, com amplitudes de 2,5 ¢ 3
cm. Os resultados sio mostrados na Figura 2.

Neste caso quando comegamos a variar lentamente
a partir de [reqiiéncias baixas, a amplitude do péndulo
aumenta com a [reqiiéncia, até atingir o valor de 180°,
iniciando o regime cadtico.

Na figura limitamos o valor da amplitude 180°, de
forma que o patamar para o valor mais alto de Fp in-
dica apenas que a amplitude ¢ maior para este valor.
Na realidade, uma observagiao do comportamento do
péndulo com relagio ao tempo revela uma alteragao: o
movimento periédico verificado quando Fp é pequeno
cede lugar a um comportamento cadtico.

Agora o péndulo se comporta de maneira aperiddica
eimprevisivel: em alguns instantes aparenta ter um mo-
vimento periédico para logo em seguida alterar brusca-
mente sua [reqiiéncia, girando algumas vezes em torno
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Esquema 3: Circuito referente a parte cletrénica.

do scu cixo e em seguida realizar novas oscilagdes, sem
que se note qualquer regularidade no nimero de os-
cilagdes ou de giros completos em torno do eixo.

Nos podemos alingir o regime cadtico também
comegando com freqiiéncias bem altas onde sio obser-
vadas oscilagoes regulares do péndulo. Diminuindo a
freqiiéncia as amplitudes aumentam até atingir 180°,
dando inicio o regime cadtico.

5 -
= FREQUENCIA ( HZ)
Figura 2: Amplitude versus freqiiéncia, obtida expe-
rimentalmente para grande valores da forga externa
(Fo=0.25€ 0.5 em.)

Por 1iltimo usamos as forgas intermedidrias, furos
com amplitudes de 1,0 até 2,0 cm, e os ruidos estio
mostrados na Figura 3.

Neste caso aparecem as regides de biestabilidade e
as oscilagdes dependem do modo com que variamos a
freqiiéncia.

A) Comegando com freqiiéncias baixas a ampli-
tude aumenta lentamente com freqiiéncia até alingir-
mos f; onde a amplitude aumenta bruscamente para
um novo valor bem mais alto. Continuando a aumen-
tar a frequéncia observa-se que a amplitude diminui.

B) Comegamos de novo com uma freqiiéncia bem
alta ¢ diminuindo lentamente o seu valor nés obser-
vamos os mesmos valores da amplitude como antes,
Porém isto ndo ocorre com [reqiiéncias logo abaixo
de fi: as amplitudes continuam crescendo até uma
freqiiéncia fz < f; onde a estabilidade do estado de
grande amplitude do péndulo acaba e depois de um es-
tado transiente a amplitude diminui até o mesmo valor
ji descrito no item A)

t2ase ¥, = 1.5 cm

1.0
FREQUENCIA (Hz)

Figura 3: Amplitude versus freqiiéncia, obtida experi-
mentalmente para um valor intermedidrio da for¢a ex-
terna (Fp = 1.5) em. A freqiiéncia é variada lentamente
no sentido crescente e decrescente, mostrando a regiio
de biestabilidade entre f3 ¢ f;.

A regido entre fy ¢ f; é a regigo de biestabili-
dade®=®. Aqui coexistem dois regimes com oscilagies
periddicas estdveis com a mesma freqiiéncia porém com
amplitudes e fases diferentes. O comportamento des-
crito nos itens A e B permitem, assim, identificar um
loop de histerese na amplitude e fase do péndulo.

Neste intervalo a oscilagio do péndulo depende dos
valores iniciais. Fazendo os experimentos é possivel de
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progredic uma maneira distinta e reprodutivel: Para

isto ¢ necessirio comegar com freqiiéncias bem baixas

ou bem altas e variar as [reqiiéncias muito vagarosa-
mente. Também ¢é necessiirio se manter as oscilagoes
bem simétricas em torno da posigio de equilibrio do
pendulo. Sem simetria as oscilagoes com amplitudes
acima de 00° tem a tendéncia de virar cadticas.

Abaixo de f3 e acima de fi 86 um regime com os-
cilagoes estivels ¢ observado. No regime da curva A,
a fase ¢ da oscilagio comega com ¢(f = 0) = 0 e fica
abaixo de x/2. No regime da curva B a fase de os-
cilagio comega com ¢(f = oc) = 7 ¢ fica acima de /2.
A ligura 4 explicita todos os Lrés regimes possiveis

1804

180

AMPLITUD
o~
o

-

10
FREQUENCWA (Hz)

Figura 4: Amplitude versus [reqiiéncia, obtida experi-
mentalmente mostrando os virios regimes observados.

E possivel demonstrar com este péndulo que os
comportamentos periédicos ¢ regulares estio limitados
as pequenas amplitudes, onde o cardter das [orgas ¢
basicamente linear. Com amplitudes maiores cleitos
niao lineares das forgas aparecem ¢ resultam em no-
vos [enomenos como a coexisténcia dos dois regimes
cstavels ¢ & Lransigio para o regime cadtico.

E possivel mudar os valores do arranjo experimen-
tal, usando péndulos fisicos com outras propriedades.
Neste caso se tem de buscar experimentalmente as mo-
las, cixos e massas viaveis.

Salientamos que a presenga do freio de ar é impor-
tante para melhorar a reprodutibilidade dos resultados.
Sem ele a tendéncia é a de se atingir mais rapidamente
o regime cadtico, além de aumentar a regido de biesta-
bilidade. Para demonstrar mais claramente os cflcitos
de biestabilidde (amplitude e sobretudo as diferengas
nas fases de cada um dos modos estiveis) podemos so-
fisticar o arranjo, usando dois péndulos iguais ligados &
mesma fonte externa.

I1L.b) Visualizagiao do Espago de Fase

Para facilitar a apreensdo do conceito de espago de
fase fazemos tragar os sinais gerados pelo LDR na tela
de um osciloscépio. Em seguida fotografamos estes si-
nais e apresentamos nas fotos 1-6 os comportamentos
tipicos que podem ser observados. Como o osciloscdpio

é do tipo comum, sem memoria, foi preciso fazer as fo-
tos com o obturador aberto para o registro temporal.
Primeiramente mostramos o comportamento regular do
sistema, em registros de posigio contra tempo na Foto
1 ¢ também da Lrajetdria no espago de fase na Foto 2. A
trajetéria ¢ evidentemente sinusoidal, levando a forma
eliptica da trajetéria no espago de fase.

Foto 1 - Evolugao temporal da amplitude do péndulo
visto através da tela do oscilosedpio, para o regime re-
gular.

Foto 2 - Espago de fase visto através da tela do osci-
loseépio, para o regime regular,

Os sinais do regime de biestabilidade estao mostra-
dos nas Folos 3 e 4. Estas fotos foram realizadas usando
a técnica de sobreexposigio. Assim evita-se registrar a
passagem de um estado estdavel para outro. Na Foto
3 mostramos, as duas posigdes estiveis com relagio ao
tempo. A parte do comportamento regular mostramos
que o sinal do regime de pequena amplitude e sinusoi-
dal como o moestrado na Foto 1. No entanto a forma
do sinal do regime de maior amplitude é distorcido com
relagio a senoide, o que é tipico de oscilagdes nao line-
ares.

O registro dos dois sinais no espago de fase esti
na Folo 4, caracterizada pela existéncia de duas cur-
vas fechadas. Evidencia-se com esta foto que efeitos
nio lineares ndo conduzem necessariamente ao regime
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Foto 3 - Evolugio temporal da amplitude do péndulo
visto através da tela do osciloscopio, para o regime bi-
estivel.

Foto 5 - Evolugdao temporal da amplitude do péndulo
visto através da tela do osciloscdpio, para o regime
cadlico.

Foto 4 - Espago de fase visto através da tela do osci-
loscopio, para o regime biestivel.

cadtico. Os sinais do comportamento cadtico estio mos-
trados nas Fotos 5 e 6. Inicialmente cabe explicar o que
ocorre quando a amplitude da oscilagio cresce muito.
Neste caso a janela que controla o feixe de luz que atinge
a célula fotoelétrica é levada a posigdes que a encobrem
ou descobrem totalmente. Neste dois casos, qualquer
movimento do péndulo e consequentemente da jancla é
impossivel de ser registrado pelo osciloscépio. Por iso
tivemos a preocupagio de folografar regimes cadticos
que ndo tinham muitas voltas em torno do eixo. Todas
as fotos deste regime tém um carater totalmente irregu-
lares ¢ distinto dos anteriores. A Folo 5 é um registro
da posigdo contra o tempo, ao passo que a Foto 6 é um
registro do espago de [ase.

IV - Modelo Tedrico

i) Descrigao do Sistema

O nosso sistema é formado por dois sub-sistemas
(massa-mola e péndulo fisico) acoplados através da
condigio de nio deslizamento do fio do sistema massa-
mola sobre o eixo do péndulo. Este vinculo faz com
que haja apenas um grau de liberdade que pode ser a

Foto G - Espago de fase visto através da tela do osci-
loscopio, para o regime cadtico,

posigio da massa ou o angulo formado entre o péndulo e
a vertical. Devido a presenga do vinculo a derivagio da
equagiio do movimento é mais convenientemente feita
com o auxilio da fungio de Lagrange

L=T-V (1)
onde T' e V indicam respectivamente os termos da ener-

gia cinética ¢ potencial. A partir do diagrama do me-
delo chega-se a:

a 1 .
e %mz:' + 5101 (2)

onde m representa a massa, r a sua posigio, I é o mo-
mento de inércia do péndulo (incluindo o seu e¢ixo) e #
¢ o angulo que o mesmo faz com a vertical.

A energia potencial é composta de trés contri-
buigoes:

-2 L e
V= —mpy—— cos 0+ mgz + 51‘(;‘ sen wi—z)* (3)
O primeiro termo representa a energia pontencial

do péndulo fisico, que se trata de uma haste retangu-
lar uniforme, de comprimento £, presa ao eixo a uma
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Figura 5: Evolugio temporal da amplitude do péndulo
obtida via integragio numérica (Runge-Kutta) para o
regime regular,
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Figura 6: Espago de fase para o regime regular obtido
via integragio numérica (Runge-Kutta).

distiancia d de sua extremidade. Assim € — 2d/2 repre-
senta a distancia de seu centro de gravidade ao eixo. O
segundo termo € apenas a cnergia potencial gravitaci-
onal da massa. O terceiro termo representa a energia
potencial elistica da mola, cujas extremidades inferior ¢
superior foram deslocadas, respectivamente, para baixo
de uma distancia r ¢ para cima de uma distancia me-
diada pela forga externa ¢ expressa por A sen wt.

O vinculo entre a corda de nylon ¢ o cixo do péndulo
¢ eXpresso por:

r=r(0+0), (4)
onde r é o raio do cixo, e @ ¢ um valor constante que
serd usado para simplificar as equagdes do movimento.

Introduzindo (2), (3) ¢ (4) em (1), obtemos a seguinte
expressio para L :

(-2

cos
2

1 .
L = 3 [mr? + 1] 6% + —myg
+mgr(0 + @) + %k(-'—‘ sen wt = r(0+ 0))*(5)

A equagio do movimeno para 0 ¢é entio:

0+ sen 9+Tl'(mgr+l-r(r(0+0)—z'l senwit))) = 0 (6)
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Figura 7: Evolugio temporal da amplitude do péndulo
obtida via integragio numérica (Runge-Kutta) para o
regime de biestabilidade.
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Figura 9: Evolugiio temporal da amplitude do péndulo
obtida via integragio numérica (Runge-Kutta) para o
regime cadtico.

onde n = F-myy(€—2d) ¢ I, = mr?+ I. Fazemos cntio
uso de f para anular o termo constante. Finalmente
observando que, apesar do atrito do cixo ser constante,
o atrito causado pelo freio de ar é bem aproximado por
um termo 70, introduzimos fenomenologicamente este
termo em (G) para obtermos:

0+ 90+ w20+ 5 sen 0 = A sen wt (7)
onde
kr? krA - m
2 g
= A= — el = ——
e 7 AR kr

A equagio (7) é uma generalizagio daquela do os-
cilador harménico for¢ado para regides de grande am-
plitudes, onde a aproximagio sen 0 = @ dcixa de ser
vilida. Ela é portanto uma equagio nao linear depen-
dendo explicitamente do tempo e admite a presenga de
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Figura 10: Espago de fase para o regime cadtico obtido
por integragio numérica (Runge-Kutta).

solugdes regulares ¢ cadticas, a depender dos valores dos
parametros nela contidos. Na préxima se¢io vamos re-
portar sobre a diversidade de solugoes obtidas, tanto do
ponto de vista experimental como através da integragio
numérica da equagio acima.

i) Integragio das equagoes do movimento

Embora a Eq.7 nio possa ser integrada exala-
mente, podemos [acilmente usar rotinas de integragio
numérica para obtermos as trajetorias geradas por ela.
Usamos uma rotina Runge-Kutta-Gill, onde o erro in-
troduzido é proporcional a At (At indica o passo
de integragio)'®=!!. Esta rotina pode ser implantada
cm microcomputadores usando qualquer linguagem, tal
como: Fortran, Basic ou Pascal.
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Figura 9: Evolugio temporal da amplitude do péndulo
obtida via integracio numérica (Runge-Kutta) para o

regime cadtico.

A unica alteragio necessdria para o uso da rotina
consiste em transformar a Eq.7 em um sistema de duas
cquagdes de primeira ordem, o que ¢ conseguido através
da introdugdo de uma nova varidvel ¢ = 0. Com isto
obtemos o seguinte sistema:

é:é
¢=—76—wl0—nsen (0)+ Asen (wt) (8)
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A integragio numérica informa dirctamente os va-
lores de 0 e é como [ungio do tempo, e tragando-se os
pontos no plano 0¢ obtemos dirctamente as trajetorias
no espago de fase do sistema, que podem ser compara-
das as figuras observadas na tela do osciloscdpio.

A Eq. 7 com wg = 0 tem sido bastante estu-
dada em conexilo com o aparecimento de casos em sis-
tema nio lincares de baixa dimensionalidade. Ele apre-
senta um padrio bastante rico, com estados periédicos,
cadticos, coexisténcia de distintos atratores periédicos,
coexistencia de caos ¢ movimento periédico, ete. No
nosso modelo aparece ainda um termo lincar em wi.
devido a mola que faz parte do aparato experimental.
Sua presenga altera a freqiiéncia propria de oscilagio
para pequenas amplitudes mas nao altera de maneira
significativa a riqueza de regies periddicas e cadticas.
No entanto niio ¢ nossa intengiao a de apresentar uma
investigagiio exaustiva de todos os regimes ¢ situagdes
possiveis que sio originadas por esta equagio, mas o
de complementar e ilustrar os resultados obtides pela
experiéncia. Para isto mostramos curvas da posigio
versus tempo bem como curvas do espago de fase ob-
tidas para valores distintos de A, 7 e w. Os valores
dos parametros que aparecem no sistema foram deter-
minados a partir da massa, mola, e péndulo usado na
experiéncia. O valor de ¥ foi estimado a partir das
oscilagées livres, mas nio ¢ muito preciso. Por isso
nos permitimos variar scu valor na integragio numérica
das equagdes. Os valores de A ¢ w, varidveis no expe-
rimento, serdo também aqui usados para obtermos os
diferentes regimes.

Nas Figuras 5 e 6 mostramos primeiramente o re-
gime regular onde (A,7,w) = (1,0.0085,7). Vemos que
apés um transiente o sistema se estabiliza em érbita
fechada. Nas Figuras 7 e 8, A,v,w = (5, 0.85, 6.87),
mostramos o caso tipico de biestabilidade, que é obser-
vado na regiiio de ressonancia. Notamos que a evolugio
temporal, apés um transiente, apresenta um compor-
tamento regular, caracterizada pelas 6rbitas fechadas
da Fig. 8. A trajetdria serd atraida por um ou ou-
tro ciclo limite a depender das condigges iniciais, no
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que concorda com as observagoes experimentais.  Ii-
nalinente ilustramos nas Figuras 9 ¢ 10 o caso de um
regime cadtico para (A, 7,w) = (5,0.0085,7). O sislema
realiza uma série de oscilagdes completas em torno do
cixo, levando & situngdes semellantes as disculidas an-
teriormente para o experimento. Cabe ressaltar que
no caso do comportamento cadtico mostramos apenas
uma parte do registro obtido. Na rcalidade integra-
mos a equagio por um periodo bem mais longo ¢ nio
descobrimos qualquer alteragio no comportamento, que
continua eadtico até o final da integragio.

Enfim este experimento ilustra de forma bastante
rica aspectos formais da mecanica clissica que tem sido
abordados com [reqiiéncia por diversos pesquisadores,
de uma forma extremamente simples e diddtica.
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