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Resumo

Usando uma generalizagio do principio de agiio, é apresentada uma formulagio algébrica
da mecanica. Com a formulagiio desenvolvida mostra-se que a descrigdo de Shonberg da
Mecinica Estatistica Cldssica aparcce como uma das realizagdes dessa estrutura algébrica.
Nessa realizagiio as quantidades dinamicas sio operadores lineares operando sobre um espago
de Hilbert-Koopman cujos vetores descrevem os estados do sistema.

Abstract

We present an algebraic formulation of mechanics using a generalization of the action prin-
ciple. Then we show that the Shonberg's description of Statistical Mechanics is a realization
of such an algebraic structure. In that realization the dynamical quantities are linear ope-
rators acting on a Hilbert-Koopman space wich vectors describe the states of the physical

system.

I. Introdugao

Um dos resultados matemiticos referentes aos fun-
damentos da mecanica' ¢ que tanto a mecinica clissica
como a mecdnica quantica admitem uma estrutura de
dlgebra de Lie, usualmente conhecida como ilgebra
de Heisenberg. O produto (ou parénteses) de Lie em
mecinica clissica ¢ o parénteses de Poisson entre as
varidveis dinamicas e em mecanica quantica é a relagiao
de comutagio entre operadores que atuam no espago de
Hilbert.

As relagbes de estruturas dinimicas abstratas com
a mecinica clissica ¢ a mecinica quantica foram dis-
cutidas por vdrios autores: Rosen?, usando trans-
formagoes de Fourier, introduziu as chamadas fungdes

caracteristicas e estabeleceu uma mecanica estatatistica
generalizada.  Strocchi®, em um trabalho préximo ao
de Rosen, descreve a mecanica clissica em termos de
coordenadas candnicas complexas, definindo para um
sistema com n graus de liberdade os entes = = (qi +
ipe)/V2ezp = (qu—ipe)/VZ, k = 1,2,...,n; em seguida
com um procedimento similar para a mecanica quantica
descreve os coeficientes complexos da expansio do ve-
tor de estado |¢ >= ¥ ,wilar > em termos de
coordenadas reais; mostra entio, de forma transpa-
rente, a ligagio existente entre o parénteses de Pois-
son classico e o comutador em mecinica quantica. Jor-
dan e Sudarshan?®, considerando a dlgebra de Lie abs-
trata como estrutura matemaitica comum a ambas as
dinamicas, estabeleceram uma realizagio por operado-
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res para a mecdnica cldssica e de fung¢Ges reais para
a mecanica quintica. Garrido®, usando também a es-
trutura de agebra de Lie propds uma generalizagéo do
principio de agdo, a partir do qual gera equagdes de
movimento e teorias de perturbagao.

No presente trabalho, nosso objetivo central é mos-
trar que a formulagdo de Schonberg®”® da mecanica
estatistica cldssica admite também uma interpretago
em termos de estrutura algébrica abstrata de Lie. Na
formulagio de Schonberg da mecanica cldssica, cha-
mada por alguns autores® de Mecanica Ondulatéria
no Espago de Fase Classica (MOEFC), as quantida-
des dindmicas sdo operadores lineares operando sobre
um espago de Hilbert-Koopman (H-K)!°. A MOEFC
generaliza a mecénica cldssica, introduz o conceito de
particulas classicas indistingiiiveis e permite que opera-
dores cldssicos, multiplicativos ou nio, sejam tratados
da mesma maneira. Este fato é significativo nas te-
orias de transformagdes “star-unitirias” desenvolvidas
por Prigogine e colaboradores!!:12,

A segdo II da presente comunicagdo trata da notagio
e preliminares; nesta seg¢fio apresentamos um resumo da
MOEFC. Na segdo III serd introduzido o principio de
agao algébrico baseado em Garrido®. Em IV apresen-
tamos a mecanica classica e a mecanica quantica como
realizagbes de dlgebra de Lie. Na se¢io V mostramos
que a MOEFC pode ser interpretada como uma rea-
lizagdo de dlgebra de Lie no espago H-K. A segio VI
contém nossas observag¢des finais.

II. Notacdo e Preliminares

Esta segdo contém definigSes e um breve resumo de
resultados basicos da MOEFC. Para um tratamento de-
talhado da MOEFC, o leitor poderd consultar as re-
feréncias [6,7,9,11-13).

A formulagdo da mecénica estatistica classica
usando métodos da teoria quéntica foi chamada por
Della Riccia e Wiener® de Mecanica Ondulatéria no
Espago de Fase Cldssico (MOEFC). Esta formulagio
da mecanica estatistica cldssica tem uma estrutura ma-
tematica baseada no espago de Hilbert-Koopman. Ela
foi empregada em diferentes versdes por: Schonberg®7?,
em trabalhos pioneiros sobre o assunto; Della Riccia e
Wiener®, no estudo do movimento Browniano; Prigo-
gine e colaboradores!!'1%14 em virios trabalhos sobre
problemas da mecanica estatistica de sistemas fora:do
equilibrio.

As regras de interpretagio fisica do formalismo
da MOEFC séo anilogas as da teoria quantica e le-
vam aos mesmos resultados da mecanica estatistica
clissical®.  Em sua formulagio original, fungdes
0(r;w1,w2, ...,wn) = 0, definidas sobre o espago de fase
Tan = {w1,i=1,2,..,n; w; = (¢;,p:)} dependentes do
tempo 7 e de quadrado integravel, satisfazem a equagio

0, = 9 (1)

0,0, =—-iLo, , 3
T
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onde o operador de Liouville L é:
n
z=i§(”;"-vk+m-v;) 2)
com
i e

izk
e os operadores gradientes V e V/, dados por

Na relagdo (3), V(lgs — qi]) é & fungdo potencial que

aparece no Hamiltoniano do sistema

2
Di 1
i .
H A 2 + ) ;# V(lgi — gl) (4)

Impondo-se que a fun¢do densidade de probabilidade no

espago de fase de um sistema com n particulas, f, =

f(T;(dl,wz, -'-’wn) = f(T;qu 42, .-, 4qn, P1, D2, --')pn)) sa-
tisfaca a relagio

Jn(O;wy,wa, o Wp) = Ia(O;wlx“)Z’ '")wn)|21 (5)
segue que a cada solugdo da Eq. (1) corresponde uma

solu¢do da equacao de Liouville
arfn=-i-zfn; (6)

uma vez que o quadrado do valor absoluto de toda

solugdo da Eq. (1) também é sua solugio.

Na MOEFC tem-se que: |0(7;w;,ws, ...,w,)|? dw re-
presenta a probabilidade de encontrar em um dado ins-
tante 7, n particulas nos pontos de I, situados no
intervalo [(wy,w3, ...,wn), (w1 + dwy,wy + dws, ...,w, +
dwn)); as quantidades A(7;w;,ws, -.yWn) 530 represen-
tadas por operadores lineares Hermitianos A definidos
por sua agdo sobre as fung¢Ses 0,; o valor esperado da
grandeza fisica A no estado 9(7;w1,ws; ...,w,) é dado
por

<A>= J 60" (r;w1, w3, ..., wy) -AG(T;wl,wg,...,w,.)dw
f 0 (1501, w2, ...,wp) 0(Tiw1,wa, . Wy )dw

(7)

Em particular, se A for um operador multiplicativo,

ter-se-a com a Eq. (5), para o instante 7, que

(8)

que ¢ a expressdo usual da mecanica estatistica cléssica.

< A>= Lf(r;whwz,...,wn) . A(T;wl,wg,...,wn)dw
: ff(7'§w1,w2,...,w,,)dw
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I1I. Principio de Agao Algébrico

Como ponto de partida para obter um principio de
agio abstrato consideremos C = {a,b,¢,...} um con-
junto de entes abstratos isomorficamente associados a
quantidades dinamicas de um sistema fisico. Suponha-
mos que C tenha uma estrutura de dlgebra de Lie com
produto denotado port [ , ]. O produto [ , ] por
definigao, satisfard as seguintes propriedades:

[a,8] = ~[b,q] (9
([a, b],¢] + [[b, €], a] + [[c, a], &] (10)

quaisquer que sejam a,b,c em C.

Admitamos também que C seja uma dlgebra associ-
ativa com relagio a um segundo produto que denotare-
mos por (, ); segue da associatividade que é possivel
gerar, de modo univoco, poténcias dos elementos de
cY,

Levando em consideragio as realizagoes usuais da
mecanica, exijamos que

[(a,b),cl'—*—(ﬂ,[b,t.‘i)-l-(la.c].b) (“)

quaisquer que sejam a,b,c em C. Pela relagio (11)
o produto de Lie [ , ] é uma derivagiio na dlgebra
associativa com produto ( , ).

Tendo €' as propriedades acima citadas, postula-se
o principio de agao algébrico impondo® que a variagio
de qualquer elemento a € €' ¢é dada por

Sra = (d = d)ra = [SU(N),a(N)], (12)

onde a,8ra ¢ §U sao elementos de C.

Na Eq. (12) éya representa a variagio infinitesimal
de a com relagio ao parametro A pertencente i classe
de parametros caracteristicos do sistema em estudo (A,
por exemplo, pode ser o tempo t); a parcela dya re-
presenta a variagio total de a; §ya é a varingio de a
devido a sua dependéncia explicita em A e serd nula no
caso em que a nio tenha esta dependéncia. O clemento
U € C ¢ chamado® de agiio e sua especificagio completa
dependerd da mecinica a ser considerada.

O fato do produto de Lie entre dois elementos de
uma dlgebra de Lie ser expresso como uma combinagio
linear dos elementos de dlgebra, via as constantes de
estrutura’®, estabelece de acordo com a Eq. (12),
que as constantes de estrutura de dlgebra governam a
dinamica.

No caso em que A = r podemos escrever para §U(7)

8U(r) = =h(r)ér, (13)

nde A(r) ¢ um elemento de C. O elemento h(r) é es-
pecificado quando se considera a realizagio da dlgebra.
Substituindo a relagio (13) na Eq. (12) temos

52 = fa(r), (), (14)

que fornece a variagio do elemento a € C com relagio
ao tempo.

Concluindo esta segiio devemos observar que o
principio de agao postulado pela Eq. (12) é compativel
com as Eqs. (9, 10) satisfeitas pelo produto de Lie®.
De fato, impondo a condigio fisica de que nenhum cle-
mento de C possa produzir variagoes dinamicas sobre
si mesmo, seguird de (12) que [a,a] = 0 para qual-
quer a € C. Entio se a + b estiver em C, teremos
[a+b,a+b] = 0 e, em conseqiiencia [a,b] = —[b, a], que
¢ a anti-simetria do produto de Lie. Por outro lado,
impondo que se ¢ = [a,b] para um certo valor de A, a
mesma relagiio deva ser verificada para qualquer outro
valor de A, teremos'” para A = 7, por exemplo, que

[[a(r), 6(r)], h(r)] + [[b(7), (7)), a(7)] +
+([h(7), a(r)],4(r)] = 0, (15)

que ¢ a identidade de Jacobi entre a,b,h € C.

IV. Meciinica Cldssicn ¢ Meciinica Quintica

E resultado conhecido'® que a mecanica cldssica e a
mecinica quantica, em suas formulagdes usuais, podem
ser analisadas como realizagdes da estrutura algébrica
resumida na segio I11. Para obter este resultado, faz-se
necessirio identificar o conjunto C, o produto de Lie [
, Jyoproduto ( , ) e oclemento h(r) € C. Como estas
realizagdes ajudardo na compreensio da formulagio da
MOEFC, nés a apresentaremos, embora de forma re-
sumida. Consideraremos um sistema nio relativistico
com [ graus de liberdade.

IV.1 - Mecanica Cldssica

Neste caso, C ¢ o conjunto'® gerado por
{Lpe,qes k= 1,2,..., f} onde px ¢ q& sio varidveis ca-
nonicamente conjugadas. O produto ( , ) é o produto
usual de fungdes e o produto de Lie é definido pelo
parénteses de Poisson. Assim, se F e G sio quantida-
des dinamicas definidas sobre I'z; tem-se

[F-GI [F’GIC

£is (B _ or 2c)
i \9qe Opx  Ops O )’
onde o indice ¢ indica que se trata do produto de Lie
da mecanica clissica. O clemento h(r) é neste caso o

Hamiltoniano H do sistema. Entido, das Eqs.(13-14),
temos oH

@ = [, H]e = =y (16a)
p= b Hl = - 22 (168)

que siio as conhecidas equagdes de Hamilton.
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IV.2. Mecinica Quintica

Na formulagio quantica de sistemas com andlogos
clissicos, o conjunto'® C ¢ gerado pelos elementos
{1,pr,desk = 1,2,..., f) que sio operadores lincares
Ilermitianos, operando sobre um espago de Hilbert II.
O produto ( , ) é o produto ordindrio entre operadores
¢ o produto de Lie ¢ realizado como o comutador en-
tre operadores, a menos do fator de proporcionalidade
1/ilh. Assim, para A e B € C, temos

(4, B] = .'_}ni’i' B), (17a)

[4,B), = AB - BA (176)

onde o indice ¢ indica que o produto se refere a
mecinica quintica. O clemento h(7) é o operador M
obtido a partir do Hamiltoniano clissico H. Nestas
condigdes, as relagdes (13, 14) nos dio para os opera-
dores gg e pe (4, k= 1,2,..., /).

e = LG HE) @l (18)

i = (G (), 55(r)), ()], com =00 < 7 < oo,

(185)
que sio as cquagoes quanticas para os operadores em
questio na formulagio de Heisenberg.

V. Mecanica ondulatérin no espago de fasc
clissico

Para mostrarmos que a MOEFC admite uma des-
crigdo em termos algébricos ¢ suficiente considerar: (i)
para C, o conjunto formado pcloa _operadores Hermiti-
anos {1 phth A(Pe,qk), - F = i[F, ],...]} onde
F, ... sio fungoes (quantidades dmn.micaa) diferencidveis
dcﬁnidna sobre I'an, A(Pg,q§r) sdo operadores obtidos
das quantidades dinamicas A(py, qx) pela substituigio
das varidveis clissicas py,qu(k = 1,2,...,n) pelos ope-
radores multiplicativos pg,dx € [, ]c ¢ o produto de Lie
da mecanica cldssica; (ii) para o produto ( , ), o pro-
duto usual de operadores; (iii) para o produto de Lie, o
comutador 4 [, ]g; (iv) para h(r), o operador i[H, ],
onde H é o hamiltoniano do sistema e o fator i assegura
a hermiticidade de A(7); (v) para espaco vetorial onde
os operadores atuam, o espago Hilbert-Koopman'?, o

qual denotaremos por K.

De fato, das consideragdes (i) - (v) segue que:
(a) como o espago de Hilbert-Koopman é por de-
finigio o espago de Hilbert das fungbes de quadrado
integrivel definidas sobre I's,, tomando como base
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de KX o conjunlo {Iqllqi‘r"-lqniphpﬁl'"l n >} =

{lw1,wa, .y >}, teremos
< 0(n)lo'(7) >=
_/0'(";“1'“!'"--“")'W(T;U:.U:.---.wn)dw
com
0(r;wy,wa, ... walf() >

yWn) =< wy,wa, ..,
onde usamos para os vetores |8(r) > de K a notagio
usual de bra e ket'. Segue com esta notagiio, que

< 0 >=<0(r)|0(M)|0(r) > [ < 0(r)|o(r) >  (19)
dard o valor esperado da observivel O no estado

[0(r) >; (b) a aplicagio do principio de agio algébrico
nos dard para qualquer elemento O(7) em C,

O(r) = -[H, ).0], = —([H, ]. 6 - O[H, ].). (20)

Notando que

gH 0
HE St z (49% Ipx

é o operador de Liouville L, teremos da Eq. (20)

LSBT0.)
py Oqpe

O(r) = i[L,0),, (21)

que ¢ a equagio de evolugio do operador O na for-
mulagao algébrica da MOEFC.

A relagio dessa formulagio algébrica da MOEFC
com a descrigio usada por Schonberg (vide segiio 1) é
estabelecida notando que a formulagio algébrica corres-
ponde & descrigio de Heisenberg Classica®™!? (DHC)
¢ a de Schonberg & descrigio de Schrondiger Clissica
(DSC). De fato, para passarmos da DHC para DSC,
utilizamos® 713 o operador de evolugio temporal em K,
ou seja, U(r,m) = e='L(r=70) onde estamos supondo
que L ndo depende explicitamente do tempo. Entio,
pondo-se:

O(1;w1,wa, ey y) = ¢"‘L("'°)0(ro;u1 YWy ey Wi )

du(r) = U(r, ro)"ig[}(r, o)

u(r) = U(r, 7o)~ i 0(r, m0)
¢ usando
(iﬁa}(rul“"h"’!l "'lwﬁ) = Qia(rﬂruluuh ---:Un) {22(1)
(Pe0) (10, w1, w3, ...,wn) = pal(To, w1, w2, ...,wn) (22b)

pois gy ¢ p sao operadores multiplicativos sobre K,
teremos de forma direta

10, 0(T;wy, w3, ..., wn) = LO(Tiwy, W3, .ony i), (1)
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que ¢ a Eq. (1) de Liouville-Schénberg,

Notemos que a Eq. (19) generaliza o conceito de
valor esperado para observiveis do tipo i[F, ] e coin-
cidird com a Eq. (7) nos casos em que o operador O
for do tipo A(ps,qe), isto é, multiplicativo pois, neste
caso, com as Eqs. (22 a,b), teremos da Eq. (19)

< 0 5= L@, wn)l? - O(r;01,w3, .., wn)dw
B T10(ri01 w2, )P

Devemos  observar  também que a formulagio
algébrica da MOEFC torna evidente que a Eq. (1) pode
ser escrita numa forma independente da base (repre-
sentagio) usada no espago A, obtendo-se?® neste caso,
para os vetores [0(r) >€ K, a equagiio de evolugio.

id,|0(r) >= L|o(r) >, (23)
onde denotamos o operador de Liouville por L, para

indicar que nao estamos usando uma representagio es-
pecifica.  Em particular, se tomarmos como base de
A o conjunto de estados {1y Ky sk Plo PryoisiPia: >
} onde as coordenadas (gy,43,...,qn) sio substituidas
pelos indices de Fourier ou “vetores de onda”
(k1 ka, .., kq), obtemos da Eq. (23) a equagio usada
por Prigogine, Balescu ¢ colaboradores! na Teoria
Dinamica de Correlagdes.

VI. Observagoes Finais

Neste trabalho, usando uma generalizagio  do
principio de agiio, apresentamos uma formulagio
algébrica da mecinica. Com a formulagio desenvolvida
mostramos que a descrigio de Schénberg da Mecanica
Estatistica Cldssica (MEC) aparece como uma das rea-
lizagdes dessa estrutura algébrica; esta realizagio consi-
dera o espago de Hilbert-Koopman como espago vetorial
cujos elementos descrevem os estados do sistema e onde
atuam seus operadores. A formulagio algébrica apre-
sentada possibilita imaginar outras realizagoes possiveis
para a MEC; por exemplo, fica aberta a possibilidade
de descrever sistemas clissicos com o espago de Ililbert-
Schmidt?! e introduzir o conceito de super-operadores
classicos.

Finalizando, gostariamos de registrar o fato expli-
citado neste artigo, que a estrutura matematica de
cspagos de Hilbert comumente associada apenas i des-
crigio de fendémenos quinticos, também aparece de
modo natural em descrigdes clissicas. Desta forma,
pelo menos no que se refere A estrutura matemitica
utilizada, ha indicios de que Salviati®? pode ter razio
quando, em sua discussio com Simplicio, se diz incli-
nado a deslocar a fronteira entre as fisicas quintica e
clissica de modo que a fisica se torne essencialmente
quéntica, em principio.
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