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RESUNO

Neste trabalho, a partir da analogia com a introdugio do concei
to de energia potencial, exploramos a idéia de se utilizar o conceito de
mozento linear (angular) potencial e discutimos as situacdes nas quais ¢
possivel a conservacio de um momento linear (angular) generalizado. Faze
mos algumas aplicacdes destas idéias a sistemas mecinicos simples, como
© movimento de uma particula em um meio com atrito que depende lincarmen
te da velocidade, ou no caso de uma carga elétrica em un campo magnético
constante ¢ em campo elétrico uniforme. Como exemplo de momento angular
generalizado, analisamos a conservagio do vetor introduzido por Poincaré
para o movimento de uma carga elétrica no campo de um monopolo magnético.

ABSTRACT

Based on an analogy with the introduction of the potential
energy concept, the idea of using the concept of linear (angular)
potential momentum is explored and situations in which it is possible
the conservation of a generalized linear (angular) momentum are discussed.
In addition, some examples are given concerning the application of these
ideas to simple =echanical systems such as the motion of a particle in
a medium with friction depending linearly on speed or the motion of an
electric charge in unifors electric and magnetic fields, The conservation
of the vector introduced by Poincaré for the motion of an electric charge
in the field of a magnetic monopole is analysed as an example of
generalized angular momentum conservation.
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1. INTRODUCAO

A idéia da conservacdo de uma quantidade fisica
em todos os processos da natureza, a energia, amadureceu e se
consolidou ao longo de virios séculos até se transformar em um
conceito de importincia capital na Fisica e em outras ciéncias .
0s modelos fisicos hoje predominantes, a menos de criticas e es

peculagées importantes, porém residuaislil

, atribuem cardter con
servativo a todas as interacdes fundamentais da natureza.

A energia cinética de uma particula colocada em
um campo externo em geral ndo se conserva. Em uma das vertentes
histéricas que conduziram @ conservacdo da energia, a que tem
origem na mecinica analitica, descobriu-se, porém, que em muitos
casos, era possivel construir uma nova quantidade conservada -
a energia mecanica - acrescentando-se @ energin cinética o termo
denominado de energia potencial que correspondia @ interagio en
tre a particula e o campo. Isto & possivel de ser feito nos «ca
sos em que o vetor forga puder ser representade pelo gradiente
de uma fungdo escalar, a energia potencial. A energia mecanica
tem, nesse caso, duas partes distintas: a energia cinética, pro
veniente do movimento da particula, e a energia potencial ' asso
ciada @ particula e dependente da posigcdo relativa desta em 1€
laciio @s fontes do campo (e eventualmente dependente também .do
instante de tempo).

Para outras quantidades fisicas, cujas leis de con

servagio sdo também importantes na pecanica, como © momento

linear ¢ o angular, nao se efetua um procedinento anilogo.Quando,

a5



por exemplo, o momento linear de uma particula nio se conserva,
em geral nio se buscam situacdes onde sua definicdo possa ser
generalizada, pelo acréscimo 3 sua parte cinética de uma parte
"potencial, para que uma nova quantidade conservada seja obtida.
Ao contrdrio do caso da energia, o conceito de momento linear
usualmente utilizado contém somente uma parte dependente da mas
sa e da velocidade da particula; quando a particula interage,por
exemplo, com o c:;po eletromagnético, falamos de momentos linea
res (e angulares) associados ao campo (para que a conservacdo
global seja mantida) mas ndo se procura atribuir & esta parte
de interacdo um significado de momento "potencial" da particula.

Discutiremos aqui esta possibilidade: a de esten
der o procedimento empregado no caso da energia para o momento
linear e angular, procurando identificar as situagdes onde tais

generalizacdes fazem sentido e suas Iiuitacﬁustzl

. Fazemos isto
por razdes predominantemente diditicas, tendo tal andalise surgi
do em cursos de mecanica para alunos de licenciatura, onde se
procurava tornar mais clara a importdncia da idéia da lei de
conservagdo da energia e as caracteristicas que a distinguem das
outras leis de conservacio. Os objetivos desta discussio sido, en
tio:

i)  Analisar, num exemplo simples, como um concei
to fisico poderia ser introduzido, investigando seu significado
¢ limitacdes; isso, mesmo em casos tdo simples quanto este, pode
ser interessante na medida em que os conceitos e modelos sdo in
troduzidos em muitos livros-texto de maneira desligada das Ta
z6es fisicas e histdricas que justificaram sua criagio e como

se fossem meras definicoes formais;
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ii) Explorar eventuais aplicacdes da idEia intrg
duzida em problemas elementares da mecanica. Ndo se trata de
obter resultados novos, mas de simplificar deducdes e de  olhar
sob um Angule conceitual diferente problemas ja familiares.

Iniciamos repetindo, resumidanmente, a deducde, da
lei da conservagdo da energia mecidnica como encontrada na maior
parte dos livros-texto para, em seguida, analisar a possibilida
de de proceder analogamente com o momento linear (secdo I1). Fa
zemos algumas aplicacdes simples na segdo I e discutimos tam
bém a rolacdio entre o momento linear "potencial introduzido e
o momento canénico para a particula em um campe eletromagnético;
nesta s;cio nostraremos também que o espaco de fase de Liénard,
introduzido por este na analise de sistemas dissipativos com
ciclos-limites, &, na realidade, um espaco de fase constituido
a partir do momento linear "generalizade" e da cooordenada da
particula. O mesmo procedimento da segdo 11 € aplicado para o
caso do momento angular no itenm IIT onde tomamos coma exemplo

o potencial que surge da interagio entre uma carga elétrica e

un monopolo magnético.

11, MOMENTO LINEAR "POTENCIAL"

a) A Conservagdo da Energia:

A conservacido da energia mecinica € geralmente ~ de
monstrada através do chamado Teorema Trabalho-Energia.

Se uma particula de massa m for submetida a una fél

¢a ¥, ao longo de um trajeto, a variagio de sua energia  cinéti

37



ca serd medida pelo trabalho realizado pela forga neste trajeto

(dedugio proveniente da segunda Lei de Newton) :
3 =, :
: my; _ mvy | AT =
0B = B, -B, %718 I,F dr = Wiez (1)

Se o trabalho realizado ao longo de qualquer traje
to entre os pontos 1.e 2 for o mesmo, podemos introduzir uma fun

¢io potencial em cada ponto do espago:

2

I Fodf = = [Uz-Uy] = - aU (2)
1

A condigdo global para que isto ocorra &, entdo, que o trabalho

realizado pela forca seja independente do trajeto (ou ff.d?-u.pg

ra qualquer trajeto fechado), o que localmente leva &  condigdo

UxFa0. A forga pode, entido, de (2), ser expressa como o gradien

te do potencial Fa-Jy, A funcio potencial foi introduzida cn

1773 por Lagrange e a denominacio de "potencial” foi dada por
Green em 1828,

Neste caso, de (1) e (2), teremos a conservagiao da

energia mecanica total, constitulda da soma das energias cinéti

ca e potencial:

AEc = Wiws = - 8U

T AlEL s U) =0 (3)

ou seja,

Ep = E_ + U = constante. (1)
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Se forcas que ndo conservam a energia, FNCE' estive

ren presentes, o Teorema Trabalho-Energia leva a:

2
A(E_ + U) = Lru.a; = w;a; . (5)

b) O Momento Linear:

Vamos analisar a conservagio do memento linear de
maneira similar ao caso da energia. O momento linear usual foi
intreduzido por Jean Buridan, no século XIV, empregado por
pescartes!3] como a quantidade conservada fundamental da mnature
za ¢ utilizado por Neuton[‘] na formulacio da segunda lei; & de
natureza fundamentalmente cinética, sendo constituido pelo produ
to da massa e da velocidade, p = mV, e se conserva para o  movi

mento livre da particula.
Na presenca de forgas externas a variagiio de PE da

da pela forma integral da 2? lei de Newten:

2
AP = P2-Ps = [ F.dt . (6)
1

A integral em (6) & dencminada de impulso (Belanger, 1847), espe
cialmente nos casos em que © intervalo de tempo de atuagido da
forca for muito curto.

O momento linear sera conservado em todos os pontos
do trajeto se F = 0. Esta lei de conservacdo pode ser generaliza
da, de mancira aniloga ao caso da energia, para situagdes onde

o impulso tenha a forma:
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2
[ Fodt = -(E2-C1) (@8]
1

onde 3 = G(?.t). ou, equivalentemente, se
Fo-ga- . @D (8)

Neste caso (6) e (7) fornecem:

2
AP = Pa-py = J F.odt = -(E:-8)
1

e, portanto,
P1+C1 = Pi+C: = constante. (9)

Por analogia, de (7) e (9) com (2) e (4), chamaremos o vetor ¢
de momento linear "potencial" e definiremos o momento linear
generalizado p como constitufdo da soma do momento linear usual

com o momento linear "potencial"
P e av +2(1,t) o)

que serd conservado se a condigdo (7) ou (8) for satisfeita. A
expressdo (7) permite a obtenciio de ¢ conhecida a forca (se esta
for "conservativa" para o momento linear) e (8) permite deter
minar a forca a partir do conhecimento de C. Observe-se que, de
(7), o vetor ¢ estd definido a menos de um vetor de componentes
fixas, no ponto tomado como referéncia, em analogia com o valor
arbitririo da energia potencial no ponto de referéncia.

Na presenca de forgcas que ndo obedecam @ condi -
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cao (B), FNCP' a variagio de P serd por:

2
AP = AP + ) = L?NCP dt, (n

onde o iiltimo termo corresponde ao "impulso" das forcas que ndo
conservam -ﬁn

Note-se que a condigdo (8) para que F possa  ser
expressa como a derivada temporal total de um vetor 2(F,t) 3
nais restritiva que a condigdo (2) para que a forga seja conser
vativa em relacdo a encrgia. Isto restringe muito a aplicabilida
de do conceito introduzido. Um exemplo simples mostra, no entan

to, que‘:m certos casos onde a forga nio & conservativa (em rela
cdo @ energia) cla pode satisfazer 2 condicdo (8), levando a
conservacio do momento linear generalizado.

Considere a particula submetida a uma forca de a2
trito linear com a velocidade F = -)¥; neste caso a energia cla

ramente nio se conserva, mas a condigcdo (8) ¢ verificada
Tadve- a‘%(.\?)

¢ o momento linear generalizado P - mv + AT serd conservado. O
vetor momento linear "potencial" serd dado por € = AT (escolhen-
do-se ¢(0) = $). A utilizacido da conservacio de P facilita'a re
solugdo do problema, embora neste caso, esta seja trivial. E ‘in
teressante assinalar que no Caso unidimensional, podemos uti
lizar representagdes graficas, para este tipo de problenma, ana
logas aos griaficos de energia (Fig.1). .

A seguir ilustraremos, em alguns excmplos de areas
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variadas da mecanica, o uso da idéia de momento linear "poten
cial" buscando identificar eventuais utilidades.

c) Aplicagdes:

i) Consideremos um problema amplamente tratado em
todos os textos de mecdnica: o movimento de projéteis proximo
a superficie da Terra. A particula sofrerd a acdo do peso e do

atrito com o ar:

Fou -mgj-av (13)

_C=hx
I,
P -
e S el

mv |
I
mv, }
]
H

X max X

Fig. 1 - Grafico de Momento Linear x Posigao

Equagao de Movimento: ¥ = - Ax.
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Fig. 2 - Movimento de Projeteis com Atrito Linear .

Esta forca satisfaz a condigcdo (8) e o momento linear "potencial'

e
T - mgty + AT (1))

com a escolha ¢(T=0,t=0) = O.
0 momento linear generalizado, que se conserva, tem a forma:

P o mv o+ (mgt + AT). . (15)

A figura 2 esquematiza o movimento da particula e
indica as componentes "cinética" e "potencial" de ?.

As duas componentes (horizontal e vertical) ée P po
dem ser utilizadas para calcular os tempos de subida e du:cid:
do projétil e fornecem informacoes sobre as velocidades e posi
¢des en instantes diferentes. E imediato calcular, por  exemplo,

da conservagio de P, os tempos de subida ¢ descida, se forem co
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nhecidos o angule de lancamento 8 e a altura mixima atingi

da h[Fig.2]):

5 g mng
v )
ty ol Al T2t
mg E
vesond-(v_ ),
Ytotal " B ¥
e verificar que o tempo gasto para a subida e o tempo total no

ar, na presenca de atrito, sdo menores que os tempos dispendidos
se o atrito com o ar ndo for considerado.

Ji no case sem atrito P & usado, sem  designacio
especial, na determinacdo do vetor velocidade em varios instan
tes de tempo (figura 3, caso unidimensional), enquanto a conser
vacdo da energia fornece o médulo da velocidade a cada altura.

ii) No caso de uma particula carregada colocada em
uma regido com campo elétrico uniforme e campo magnético constan

te ¢ uniforme a forca de Lorentz tem a forma:

Feqb(t) + %.\7 x B. (16)

Estamos supondo que a variacdo de E com o tempo seja lenta para
que o campo magnético produzido por esta variacio nio precise
ser considerado.

Esta forca satisfaz & condigcio (8) com o momento

linear "potencial":

z.-qudt.g_ax;. an
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0 momento linear generalizado (conservado) sera:

'ﬁ-n;¢%.ﬁx;-qlgdt. (18)

Esta quantidade conservada P encontra  aplicacdes
inmportantes em mecanica quantica onde @ freqfientemente utilizada
na quantizacdo do sistema constituido pela carga, sob a acdo de
£ e T. Assim para o caso E = §, ou seja, para a particula no

campo magnético B = BeR, Lippmann ¢ Johnson [5] usaram o observd

P ' C=magt
subida  descida
|
: mvg
gl B3 TN Lot m i,
ra I velocidode !
| negativa |
b | |
1 1
10 h b t

Fig. 3 - Grafico P x t. Objeto Langado Verticalmente

con Vn-
vel f, chamando-o de "pseudomomentum", para quantizar o sistema

e obter os niveis de Landau aproveitando-se do fato de que, sen

do uma quantidade conservada, o espectro de autovalores e autove
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tores de P é fixo no tempo.

E interessante distinguir também os quatro tipos

de momentos lineares envolvidos neste problema:

5 = mv : momento linear 'tinético"

+ - - -
Pean = BY + ﬂ—"ﬁ x r : momento linear canonico

T = -'g.ﬁ xXT-q Iﬂ dt: momento linear "potencial”

Paonv s+ %‘i xT-q IE dt: momento linear "genera
lizado"
Interessante ¢ também discutir a relagdao entre o
momento linear "potencial"™ e o vetor pofencin! elutroulgnético 1

No caso geral os campos elétrico e magnético, em funcao dos

potenciais eletromagnéticos, sao dados por:

i.?xl; E--—Lg%-aé. (19)

€o

Usando-se a relacdo vetorial Dx (VxA) = (4.5 - B. D%, que se
reduz a expressio V(D.A) - (D.9)X quando o vetor D nao depen-
der das coordenadas espaciais, ou seja, quande o operador ¥
nido atuar em D (o que ocorre neste caso porque D= ;). a equa-

¢ao de Lorentz (16), em termos dos potenciais A e &, se torna:
a%(; + %é) - qv(% - .) (20)
Vemos que quando o segundo membro de (20) se anu -

lar o vetor potencial eletromagnético A poderd ser interpretado

como o momento linear "potencial":

o

9§_E<_..>ii. [%-o;.n. (z1)
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Se o segundo membro de (20) nao for nulo, mas pu

der ser colocado na forma

qﬂ%-c»h-%% (22)
teremos

-ddf(B + O =0
com

¢ - %K + D (23)

Por exemplo, na presenga do campo magnético cons

tante B = BoK, e tomando X % B x T, (20) sera:

L@y Sclol) - q‘ﬁ(zé)

dai P = mv + %°§ x T = constante, (24)
como ja tinhamos obtido eﬁ>t18).

A conservagdo de P no§ permite determinar todas as
caracteristicas do movimento de uma carga em um campo magnético
constante. Supondo b perpendicular ao plano da orbita da parti

cula carregada, indicamos diagramaticamente na figura 4 como se

da esta conservagao.
x
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Se multiplicarmos vetorialmente ¥ em (24), por B,

tenos.
PxBandxia %;(E xT) x B
e dai
Fo2Pxf.B% 73 (25)
qB? qB#

onde usamos a relagio: R xB) xCw EN - CE0H KX o o
fato que B.T = 0. Como o primeiro termo do segundo membro desta
expressio ¢ const;;te, podemos definir um novo vetor posigio R
onde

Ref-Foatf--S2F43
qB*

Logo, de (25).

Reng B x¥ (26)
EE} %

Se tomarmos o produto escalar de R e v verificanos inediatamen-

te que estes dois vetores sdo perpendiculares entre si (R.V=0).

Fig. 4 - Movimento de Carga em Campo Mn[nétlru

Constante.
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De (25) e (26) percebe-se que o movimento da  car

ga serd circular, com raio R = 5‘%. contrado emi Xee ij_§ Sanle
qB

com velocidade angular w = Eﬁt Para esta escolha da origem ¥ = 0.

1ii) O movimento de um objeto caindo proximo a su
perficie da Terra, em relagio a um sistema de referéncia ligado
3 Terra, receberd a influéncia das seguintes forcas (nio se con
siderando o atrito com o ar): a forga de Coriolis, a forca cen

trifuga e o peso:
fu-2moxv - mex(o x 7)- mgi
Se u for constante F terd a forma (8) com

¢ . Zms x T o+ mux(ox [?d:) + mgti (27)

e, pertanto, o momento linear generalizado

P o nv + Zooxt + mo [ax[?dtl.mg:i (28)

serd conservado. Essa expressdo nao & muito Gtil nesta forma, ja
que o terceire termo depende do conhecimento do trajeto descrito
para ser integrado. No entanto, quando ele puder ser desprezado,
o que ocorrerd quando w<<}, de maneira que este termo, quadridtico
em w, Seja pequeno em relagdo aos outros, a conservacido de B
poderd ser utilizada diretamente; isso ocorre, por exemplo, para
un objeto solto de uma torre vertical, no Equador, com velocid!

de inicial nula (figura 5).
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Fig. 5 - Queda Livre de Grande Altura.

As componentes de P sido, nesse caso:
P, = o} + 2mux (29)
P_ = m% + mgt. (30)

De (29) e (30), e por integracdo, chegamos ao des

vio aproximado da particula em relagdo & vertical:

T

Este resultado pode ser facilmente generalizado para o objeto

sendo solto de um ponto préximo a superficie da Terra com uma

latitute ¢ qualquer.

iv) Consideremos, agora, uma equagdo de movimento'

unidimensional, nao linear, dissipativa ¢ com a expressio:

X+ f(x)k + g(t) =0, (31)



onde tomamos como unitdria a mossa da particula.
A condigdo (8) & satisfeita por (31) ¢ o momento

linear "potencial" sera:

c= [f(x]dx + ]g(t)dt (32)

e 0 momento linear "generalizado"

Pwk+ lf[x]dx + ]g(t)dt (33)

Na presenca de forcas Fucptx,t.tl que ndo satisfa

cam (8) teremos a relagdo:
2

AP = - "FNCPdt (34)

para a equagio:
% + £(x)% + g(t) = FNcp(l,i.t). (35)
Um caso importante, considerado per Liénard e
outros matemiticos, ¢ o da equagdo do tipo: :
% + £(x)% + h(x) = 0. (36)

Para determinadas condigles a serem satisfeitas por f£(x) e h(x)(6]
esta equagdo terd uma solugdo perigdica estdvel isolada, o :'h!
mado ciclo-limite (atrator unidimensional). Liénard [7] dintrodu
ziu um critério para a existéncia destes ciclos-linites fazendo

uso do momento linear "potencial” aqui- introduzido, embora  ndo
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pareca ter atribuido a ele nenhum significado fisico especial.

Para a equacdo (36) Liénard definiu as  seguintes

quantidades:

y = %+ F(x) (37)
e

z= y! + G(x) (38)
onde

x x
F(x) = | f(x)dx e G(x) = [ h(x)dx.

Vemos que y constitui exatamente P e z pode ser interpretado co
mo uma energia armazenada na oscilagdo [6]. A taxa de variacdo '

da energia %% sera:

H
L TL 1630 (39)

e com o uso da equacdo de movimento (36) chegamos a:
dz = F(x)dP (40)

Se o sistema estiver em um estado de oscilacio es
taciondrio, temos o seguinte critério de Lidnard para a existén

cia de um ciclo-limite:

f F(x)dP = 0. (41)

Esta integral, como destaca Minorsky (6], especifi

ca as trocas de energia que ocorrem entre o sistema oscilante e
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as fontes externas e, portanto, o critério de Liénard tem a in
terpretacao simples de que um estado estacionario sera atingido
quando as energias absorvidas e dissipadas durante um ciclo se
cancelarem.

Liénard usou P para definir um espago de fase
(P,x), diferindo do espaco de fase usual(p,x), e introduziu um
método elegante de construir as curvas integrais neste seu pla
no de fase.O leitor interessado em maiores detalhes podera con

sultar a referéncia [6], capitulo 4, paginas 108 a 110. Quisemos

apenas destacar aqui que a utilizacdo de graficos (P,x) pode
ser Util na andlise do comportamento qualitativo de sistemas
dissipativos do tipo (36), do mesmo modo que o0s graficos de

energia nos auxiliam na andlise de problemas conservativos uni

dimensionais.

111. MOMENTO ANGULAR "POTENCIAL"

0 mesmo procedimento que utilizamos ao introduzir
o conceito de momento linear "potencial" pode ser empregado na
analise do momento. angular de ﬁma particula. O momento angular
usualmente definido para uma particula constitui-se da parte ci

nética:
. =mrxVv (42)

Na presenca de um torque externo sua variacdo (em

relacdo a pontos de referéncia em sistema inercial) € dada por:
" <>
— =TT x¥ (43)
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2
- T (44)
8Losn [ T.dt
1

que & a expressdo aniloga a (1) e a (6).

Se
]

[ f.dt = - (8:-8)) (45)
1

ou, de maneira equivalente, se

;.?;i.-gg.-[g—f-.ﬁ.ﬂﬁi (46)

teremos a conservacao do momento angular generalizado:

Igcn - I'cin + G = constante “Un

e, por analogia, denominarcmos G de momento angular "potencial".

A expressdo aniloga a (5) a (11) sera:
2

08
Atgen - - L‘NCL"" i (48)

Consideremos trés exemplos:

i) Us dos casos mais simples em que o torque satis
faz as condigdes (46) ¢ o de uma particula carregada movendo-se
em um plano perpendicular a um campo magnético constante e uni
forme B = BoR. Teremos entdo:

F.g.vxﬁ-gaocyt-gj)
.
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e o torque so tera componente na direcgdo K:

(yy + x%x)

ou seja,
d e 2
St = T b, (e Y ) Bl (49)

onde o torque é calculado em relacdo a um ponto qualquer do pla
no onde se da o movimento.
Nesse caso o momento angular total comservado,obti

do de (47), sera:

2 2
(Lyen)y = M (7 - %)+ a g ¥ )y, (50)

0 termo %ﬁ% B,=G; pode ser interpretado como um momento angular
"potencial"™ surgido da interacdo da carga elétrica com © campo
magnético externo. Ao escolhermos a origem no centro da orbita
circular descrita pela carga esse termo fica constante e pode
ser eliminado pela escolha do momento angular "potencial'" neste

ponto (de (45)).

ii) Um caso interessante ocorre quando a particula
carregada move-se nag.proximidades de um campo eletromagnético'f
com simetria radial, onde a Gnica componente nao nula de Xs& Ay,
que € independente de 6. Pode ser mostrado diretamente que a
componente em 6 do momento angular generalizado &€ conservada e

vale:

L, = mr2d + A 51
m + < T (51)
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Panofsky e Phillips [B8], que discutem este exemplo e o aplicam
na analise do movimento de um el&tron em uma lente magnetostati-
ca constituida por um solenoide, denominam esta lei de "conserva
¢io do momento angular candnice". A expressao (51) pode, entio,
ser (til na andlise de viarias situacdes onde ocorre espalhamen
to de particulas carregadas em campos eletromagnéticos axi-simé-
tricos. N

iii) Uma outra solugdo para F obtida por inspecio

e que produz um torque satisfazendo (46) &:

"t

-
Y x
rl

Fef(t,F,¥)F s+ a (52)

onde a € uma constante.

Nesse caso,

6= -

119

(53)

e teremos a conservagao de:
-
Ig“-u?x?-%. (54)
Como aplicacdo imediata tomemos a equacdo de movi
mento de uma carga elétrica interagindo com um monopolo de  car
ga magnética g, fixo na origem,
ot . 9BV x¥ (55)
G

Essa equagdo tem a forma de (52), com f = 0 ¢ a = qg/g. 0 momen

to angular generalizado e conservado serd, portanto,
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f‘en = mr XV - %f

14

(56)

A diregio de zguu fixa o eixo do cone (com apex na origem) sobre

o qual ocorre o movimento da carga e seu modulo leva a uma segun
da lei de Kepler (lei das ircas) sobre o cone [9].

Podemos interpretar, portanto, ¢ segundo termo de
(56) como um momento angular “potencial” produzido pela inte
ragio dn carga elétrica com o campo do monopolo magnético. Es

ta interpretagdo é razoivel haja vista o fato de que a conserva

cio de Igcn estd relacionada i simetria da equacdo do movimen
to(55) sob o grupo de rotagGes, fato este que se repete para
o momento angular usual no caso das forgas centrais. Jo. J.

Themson [10) um dos primeiros a analisar o movimento para a car
ga resultante de (55), em seu famoso livro "Elements of Eletricity
and Magnetism", denomina o segundo termo de (56) de "moment of
nomentun of the ether".

Ao quantizar este sistema, em 1931, Dirac [11] ob
teve - devido a expressdo (56), onde o momento angular, como é
habitual em Mecinica Quintica, terd valores discretos - a rela -
cio de quantizagdo entre o valor da carga clétrica ¢ o do monopo

1o nagnético: %E - %;, onde n & inteiro.

Veremos, agora, que ¢sse momento angular ""poten
cial" da carga tem origem realmente na interacdo de seu campo
elétrico com o campo magnético do monopolo.

Supondo o elétron colocado a uma distincia d da o

rigem, na direcio K, (figurs 6), podemos calcular o momento  an
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gular associado ao campo total, produzido pela carga elétrica e
pelo moncpolo magnético:
1+
Louspo * [z;z;r x (E x Bav (57

realizande a integracdo em todo o espago. Por causa da simetria

axial somente a con..panente de Iclnpa na direcdo K sera nio nula
e serd também independente do dngulo azimutal ¢. Denominando de
ry a distancia de um ponto genérico i origem, de r; a distdncia
deste ponto @ carga elétrica e de y o angulo entre E e 8, tere -

mos:

|E x B -—’—‘mz—sen#
iy

|(Ex§)x?:[z-—Ez-lg;sunvyrsmw--‘-’-gds"—ula

rir rr?
12 1 2

onde na dltima igualdade foi usada a relacdo —’—353 = -’:—':o

Logo
iy 1

|Ic“pn|-![ J ridr I d¢ I d(cosé) L}Eg‘—) sen’s i
o o -1

r(ri+d®-2rd cos0)?/?

que, avaliado [12], fornece:

It % . |3

r.:mpol =

0 que foi demonstrado acima para o momento angu

lar € exatamente o que & feito para a energia de interagio, de,
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por exemplo, duas cargas elétricas. A integracio, em todo o es
pago, da densidade de energia do campo fernece a energia  total

de interagdo que pode ser interpretada como energia potencial

"da" particula (em relagdo @ outra, tomada esta como fonte do
campo).
z
' i Sl e o B
Vi “'>-<,
) i
/ o - E
£ slpelh
”
g/”
y

Fig. 6 - Calculo do Momento Angular Assocliado ao

Campo Eletromagnet ico .

1v. CONCLUSXO

Procuramos mostrar aqui que o _conceito do momento
linear (ou angular) generalizado, idéia a principio nova, na
realidade tem sido usada em virias situdagdes cspecificas na F1

sica, em contextos diferentes. Embora nio tenha conduzido a ne
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nhum resultado novo, esta abordagem leva a uma certa unificacgido
conceitual de virios problemas mecinicos.

Resumidamente, listamos alguns dos aspectos que
nos parecem mais destacdveis mesta linha introdutdria do concei
to do momento "potencial”.

i) . 0s conceitos de momento linear e angular ge
neralizados, ao lado da energia total, permitem uma classifica -
¢@o mais ampla dos sistemas mecidnicos: surgem virios tipos de

sistemas "conservativos" (em relacdo a cada uma destas quantida

des). Evidentemente a importancia imensamente maior dos  siste
mas conservativos da energia permanece inquestiondvel.

ii) Alguma utilidade pratica na resolucdo de pro
blemas em mecdnica cldssica & alcancada nos casos em que estas
leis de conservacdo generalizada tém validade. Também em mecini
ca quintica a utilizacdo destas quantidades, como ja feito em
certos casos [3], permite maior facilidade de resolugio, em o5
pecial no caso da interacdo carga elétrica-monopolo magnético.

iii) Reforcando as idéias aqui discutidas, a ana
lise das simetrias dos sistemas considerados, scja através das
simetrias do lagrangeano (Teorcma de Moether) seja através das
simetrias das equaces de movimento (Simetrias de Lie), leva a
conservagio de P ou Igen nos casos de simetria sob translacio ou
rotagdo, respectivamente.

iv) A introdugdo do espaco de fase de Liénard, a
partir de P e x (II-iv), € um mecanismo suxiliar na identifica
¢do e construcdo de ciclos-limites para os sistemas dissipativos

do tipo (36).
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v) Essas idéias podem ser estendidas também a
Relatividade Especial onde, devido ao fato de a cnergia e 0 mo
mento linear serem componentes de um quadrivetor, sd se pede fa
lar de termos "potenciais" se considerarmos conjuntamente a
encrgia potencial e o momento linear "potencial". Isto, de  pas
sagem, nos mostra porque o conceito de energia potencial, an

planente utilizado na mecanica ndo relativistica, muitas = vezes

dasaparece ao passarmos para a relatividade. (A utilizacdo de ve

tores con significado "potencial" fica restrita ao caso cletro
magnético com o uso dos potenciais retardados). Ele poderd ser
mantido, de maneira covariante, se o conceito de momento linear
“potencial" puder ser introduzido, o que ocorrerd em situacdes
limitadas. 0 exemplo mais simples & o de uma particula carrega-
da, de massa de repouso m., colocada em campos elétrico e magné

tico constantes.

Agradego ao revisor por virias sugestdes e recomenda

coes didaticas.
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