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RESUMQ

A menor divisio‘da escala de um equipamento usado em uma
medida sugere uma limitacdo na precisdo final do experimento.
E possivel consequir precisdes melhores do gque aguela? Este
trabalho discute essa questdo e mostra que a resposta @ sim,
ilustrando o problema com um exemplo.

ABSTRACT

The smallest division of the scale of the instrument
used i{n a measurement suggests a limitation on the final
accuracy of the experiment. Is it possible to get accuracies
better than that one? This paper discusses this question and
shows that the answer is yes, illustrating the problem with
an example.

1. INTRODUCKO

Hi uma permanente discussdo nos laboratdrios diditicos
.sobre o significado da menor divisdo da escala de um equipa-
mento. Ndo raramente essa discussio é prolongada quando um
resultado obtido a partir de miltiplas medidas de uma mesma
grandeza apresenta um desvio padrio menor do gue a metade da
menor divisdo das escalas dos aparelhos utilizados permiti-
ria supor. Neste trabalho discutiremos essas questdes, ligan
do os conceitos estatisticos & pratica da fisica experimental.



Inicialmente, faremos uma revisfo das equagdes
usunis para a determinagio dos desvios padrées dos dados e
da média, chamando a atencio para as condigdes estatisticas
que deven ser satisfeitas para que elas sejam vélidas. Enm
seguida, estabeleceremos como essas condigdes estatisticas
podem ser satisfeitas na prdtica de um laboratério de
fisica.

Apdés essas discussdes iniciais, wusaremos os
resultados de medidas de comprimentos de objetos para
discutir os significados da metade da menor divisio da
escala de um instrumento, no caso uma régua escolar comunm, @

do desvio padrio da mddia.

11, REVISK

a) Revisfo

Vamos supor que {x3), i = 1,2,...N, represente o
conjunto ' de dados correspondentes todos eles & medida de
uma mesma grandeza fisica. Vamos chamar de x, o valor
verdadeiro dessa grandeza e supor ainda que os dados
obedegam a uma distribuigio normal centrada em x, e com
desvio padréo ao.u' Se os dados sdo estatisticamente
independentes uns dos outres, entdo

X o= % 1!%1 x5 (1

¢ uma estimativa boa de x,.



0 termo "estatisticamente independente’ usado acima
significa que a matriz de covaridncia dos dados - agquela
matriz cujo termo Vij ¢ a varidncia do dado Xy @ Vij - V” é
a covariéncia dos dados Xj e x5 - @ diagonal. Ou seja,
VU = 0 se ipr j. Além disso, como j4& estava suposto
inicialmente, todos os termos diagonais dessa matriz sdo
iguais a o 2. Na secdo IIT discutiremos como proceder na
pritica para obtermos dados estatisticamente independentes
em una medida.

Foi dito tanmbém acima que ¥ ¢ uma "boa estimativa"
de x,. Em termos estatisticos, essa expressdo significa que
se N tende a = entdo ¥ tende a X5 Além disso, X tende a Xg
de forma ndo tendenciosa, ou seja, ndo ¢ em geral nem uma
superestimacio nem uma subestimacio de xa‘zl .

Além de X ser uma estimativa boa de X5, ela & a
melhor estimativa. Outras estimativas possiveis, como por
exemplo a mediana, aquele valor de x que divide o conjunto
(x3) em dois grupos, um com os elementos menores que a
mediana e outro com os elementos naiores, também ¢ uma boa
estimativa de X5, Na medida em que satisfaz as duas
condigdes acima - convergir a X, quando N tende a © e nfio
ser tendenciosa . Entretanto a mediana ¢ pior que X pois, em
nédia, ela estd mais distante de X, do que X esta(3), g
possivel mostrar que, de todas as estimativas de X5 a partir
do conjunto de dados {x§), X é aquela, entre as convergentes

e ndo tendenciosas, que mais rapidamente tende a Xq.



b) Mas, o que é uma medida?

Quando saimos de um laboratério apés medirmos
determinada grandeza, devemos ter uma estimativa numnérica de
seu valor, por exemplo X da eqg. (1). No entanto, apenas isso
é pouco, muito pouco. Além da estimativa da grandeza medida,
é fundamental gque sejamos capazes de responder a questio
“quio boa ¢ esta estinmativa?"

A menos de algumas situagdes muito particulares,
nio podemos em geral dizer que o valor que temos é
exatamente o valor da grandeza medida. Assim, para dizer
quioc boa ¢ a medida, precisamos indicar uma estimativa de
quic longe o nosso resultado pode estar do valor verdadeiro

da grandeza medida. Alguma coisa assim:

estimativa de quic
longe o valor ver-

Resultado = [“ti“““ do “1""] + |dadeiro pode estar| .
da grandeza medida da estimativa que

temos dele

(2)
Mas isso ainda nio estaria completo, pols ficamos sen
resposta a uma pergunta do tipo: "é absolutamente seguro que
o valor verdadeiro da grandeza esteja nesse intervalo?" Se
nio, quio provdvel é isso? A menos novamente de alguns casos
especificos para os quais podemos dizer com certeza que o
valor verdadeiro estd contido no intervalo, em geral podemos
apenas dizer o quio provavel & isso. Assim, para que a
expressfo (2) tenha sentido precisamos dar a probabilidade



da o valor verdadeiro da grandeza estar no intervalo
indicado, o chamado nivel de confianga. Feito isso, o
resultado estarad completo e tera alguma utilidade. Novamente
a menos de alguns casos particulares, apresentar um
resultado gque ndo contenha um intervalo e um nivel de
confianga associado & initil e apresentar mais informagdes
do que estas ¢ impossivel.

Voltando ao caso dos dados {xj) com as quais
iniciamos esta segio, sabendo que eles obedecem a uma
distribuigdo normal centrada em x, e com desvio padrdo 0,
podemos dizer que

P(xy ¢ X5 * 0g) = 0,68, (3)
ou seja, a probabilidade de que x;, qualquer i, esteja
contido no intervalo (x, - 05, X5 + 05) ¢ de 68%. E direto

mostrar entdo que

P(x, € %3 + 0,) = 0,68. (4)
Assim, se tomarmos um dado qualquer x; - ndo vale escolher o
dado, ¢ necessirio sorted-le ac acaso - podemos apresentar o

resultado da nossa experiéncia da forma

Resultado = Xy * 0,. (5)



0 resultado apresentado dessa forma esta suficientemente
completo: h4 uma estimativa da grandeza medida, xj, de um
intervalo (xj —- 05, X§ + 0y) e sabemos que a probabilidade
de que o valor verdadeiro da grandeza esteja nesse intervalo
é 68%.

Mas se temos N dados equivalentes, por gque usar
apenas um deles? Fazendo assin teriamos trabalhado
inutilmente quando obtivemos os outros N-1 dados (estamos
supondo que conhecemos 0, e, portanto, nio precisamos
estimi-lo). De fato, como foi dito acima, a média dos N
dados é a melhor estimativa de x,. E ¢ f4cil mostrar gue, se
os dados se distribuem normalmente em torno dea x, com desvio
padréo 0,, entdo as médias de varias colegdes de N dados
independentes se distribuem também normalmente em torno de
x, com desvio padréo (ou desvio padrido da média) opy =
uojﬁﬂ"). Assin sendo, podemos apresentar o resultado do

experimento na forma

Resultado = X + [ 598 (6)

cujo nivel de confianga é de 68%. Isso & o melhor que
podemos fazer: esta é uma forma completa de representar o
resultado de um experimento e, entre todas as possiveis no
caso em que os dados cbedecem a uma distribui¢io normal, =

melhor delas.



c) Como estimar 0, quando isso ¢ necessario?

HA varias situagdes experimentais nas quais
sabemos a priori o valor de d,. Ho entanto, em alguns casos
nio o sabemos. Quando isso acontece, @ necessario estimarmos

0, a partir dos proprios dados experimentais. Essa

o
estimativa, que chamaremos de 0, ¢ (4)

N
02 =2 I (x3-%)% . (M

i=1

E possivel mostrar que essa é uma boa estimativa de aoz:
converge a 0,% quando N tende a © e ndo ¢ tendenciosa.

Assin, podemos escrever o resultado do experimento na forma

Resultado = X # 0p (8)
onde o, = 0//R é a estimativa do desvio padrdo da média.

Entretanto, apesar de ¢ ser uma boa estimativa de
d,, © conteudo probabilistice do intervalo indicado na
expressdo (8) nio ¢ mais de 68%(5), A tabela 1 mostra o
conteudo probabilistico do intervalo o//f para diferentes

valores de N.



Tabela 1

conteudo probabilistico | fator multiplicativoe
N do intervalo de o, para que 0
L o conteudo do intervalo
seja de 68% , a
2 50% 1,84
3 58% 1,32
4 61% 1,20
5 63% 1,14
10 65% 1,06
20 67% 1,03
- 68,3% 1,00

Assim, se apenas dois dados séo usados para estimar
X, @ 0,, entdo o conteudo probabilistico do resultado X & dp,
com N=2, ¢ de apenas 50%. Se desejamos restaurar o conteudo
probabilistico de 68,3%, devemos aumentar o intervalo dg,
multiplicando-o por 1,84, como indicado na tabela 1.

Mas, desde que o nimero de dados seja suficien-

temente grande, essas corregdes sio d aArias. De qual-
quer forma, devemos chamar a atengdo para o fato de ser
possivel fazermos experimentos com apenas dois dados, mesmo
que nio conhegamos 0,. (Se conhecemos dg, um unico dado j& ¢
suficiente para obtermos um resultado completo de um

experimento).



£ fundamental a diferenga entre ¢ e dy: enquanto ¢
é uma estimativa do desvio padrdo de cada dado Xy, 0y & uma
estinativa do desvio padrio da média X. Logo, 0 €& a
"largura®™ do histograma de dados x; e independe de N,
dependendo basicamente dos instrumentos de medida e do
cbservador. J& 05 ¢ a "largura" de um hipotético histograma
de médias e diminui com o crescimento de N (¢ inversamente
proporcional a /R). Portanto, quando N cresce o histograma
de dados x; nio fica mais estreito (como é comum pensar); o
que acontece ¢ gua o pico do histograma fica cada vez mais

préximo (em média) do valor verdadeiro x,.

111. E NA PRATICAT

H4a alguns pontos chaves na discussio dos aspectos
estatisticos da secdo II que devem ser traduzidos para a
pratica de um laboratério de fisica experimental. Um daesses
pontos se refere & distribuigio dos dados xj; en torno do
valor verdadeiro x,. MNas discussdes da segdo anterior,
supusenos que essa distribuigio é normal, com desvio padréo
d,. Se entretanto a forma da distribuigdc for outra,
diferente da normal, isso deve ser considerado na
deterninagio do resultado de um experimento na forma da
expressfio (2).

Mas vamos nos restringir ao caso de distribuigdes
normais. Outros casos sdc discutidos na ref. (4). Um ponto

importante, e que nés gostariamos que fosse considerado
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central neste trabalho, ¢ quanto & independdncia estatistica
dos dados (x;) obtidos em um experimento. (0O fato dos dados
nio serem independentes nio impede um tratamento estatistico
completo; mas neste caso exigiria que levidssemos em
consideragio os termos ndo diagonais da matriz de
covarilncia. Caso os dados ndo fossem independentes, as
equagdes (1) e (7) ndo corresponderiam & melhor estimativa
da grandeza medida e do desvio padréo dos dados.) Conmo fazer
para que na pratica os dados sejam estatisticamente
independentes?

Para que dois dados sejam estatisticamente

ind dentes é ario que a distribuigio de

probabilidade associada a um deles seja independente do
valoer que tenha assumido o outro dado. Em outras palavras, a
probabilidade de que un dado a ser obtido em um experimento
esteja contido em determinado intervalo independe dos
valores particulares assumidos pelos dados anteriormente
obtidos(8),

Suponhamos um caso pritico de medidas de
comprimentos com o uso de réguas. Para que dois dados sejam
independentes entre si, é necessério que eles sejam obtidos
com réguas de origens diferentes: fabricas diferentes, que
utilizam equipamentos industriais de diferentes origens, os
quais por suas vezes foram construidos por equipamentos
diferentes etc. Além disso as leituras devem ter sido feitas

por pessoas diferentes, pois alguns fatores de erro poden
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ter origem humana - paralaxe, subjetividade no =momento de
"arredondar” a leitura etc.

Caso essas condigdes ndo fossen satisfeitas, os
dados seriam estatisticamente dependentes e a matriz de
covarifincia ndo seria diagonal. Por exemplo, suponha que uma
mesma régua tenha sido usada para medir o comprimento de
dois objetos. Suponhamos que uma das medidas tenha sido
superestimada. Entre os varios fatores que podem ter levado
a essa superestimagho, um deles pode ser o fato de que a
régua ¢ mais curta do que deveria. Se este for o caso, entédo
provavelmente a medida do outro objeto também terd sido
superestimnada.

sendo dados independentes, as equagd (1) e (7)

podem ser usadas. Assim, a expressio (8) pernitird que
deterninemos o valor de uma grandeza com a preciséo que
desejarmos, desde que tenhamos paciéncia para obter uma
quantidade de dados N suficientemente grande, qualquer que
seja 0.

Uma observaglo que nos parece importante aqui ¢
sobre o fato de que tanto X como ¢ sdo medidas de grandezas.
Se ¥ é uma medida de x,, a grandeza fisica que nos
interessa, ¢ ¢ uma medida de 0,, uma grandeza de qual
necessitamos para apresentar de forma completa o resultado.
Se x, ¢, por exemplo, uma caracteristica fisica de um
sistema, 0, ¢ uma caracteristica do arranjo experimental
usado. 0, pode depender dos instrumentos escolhidos, das

variagdes das condigdes ambientais, do procedimento
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experimental, da rede elétrica, de flutuagdes intrinsecas do
equipamento ou de muitos outros fatores que fazem com que um

dado obtido possa ser diferente de outro.

IV. MEDIDAS COM REGUAS

Para ilustrar essa discussio, medimos o comprimen-
to de uma barra de aluminio usando N = 87 réguas escolares,
todas subdivididas em milimetros, de varias origens
diferentes e lidas por pessoas diferentes. Essas condigdes
tforam suficientes para que os 87 dados obtidos fossem na
pratica independentes uns dos outros. Talvez se todas as

déncia

réguas fossem lidas por uma P essa  indep
néo seria garantida, pois algumas das causas de variagio das
leituras feitas pode ser o préprio usuirio do equipamento. A
mesma interdependéncia estatistica dos dados poderia ocorrer
por exemplo se todas as réguas tivessesm sido fabricadas pela
pesma méquina na mesma época. As leituras foram feitas
subdividindo-se o milimetrc, visualmente, em no minimo 3
partes iguais. Os resultados estio mostrados no histograma

da figura 1.
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Figura 1 - Histograma dos 87 dados da medida do comprimento
da barra de aluminio.

08 resultados cbtidos correspondem a
X = 11,814 cm
(9)
g = 0,039 cm

o, = 0,004 cm ’

n
X ¢ a estimativa da grandeza medida; ¢ ¢ a estimativa de 0,.
Se X representa uma caracteristica do objeto, ¢ representa
uma caracteristica do arranje experimental, no caso

variagdes na fabricagdo de réguas e de leitura.

0 resultado obtido pode entBo ser representado como
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¢ = 11,814 + 0,004 cm, (10)

correspondendo a uma precisio final de 4 centésimos de
milimetros.

Podemos comparar esse resultado com medidas feitas
com pagquimetros lidos até 2 centésimos de milimetros. Duas
medidas feitas por pessoas diferentes e usando paguimetros
diferentes levaram aos valores 11,812 e 11,8l4cm, indicando
que o resultado da eq. (10) ndo é incorreto.

Em principio, poderiamcs conseguir uma preciséo
tio boa quanto quiséssemos mesmo com o uso de réguas comuns,
desde que obtivéssemos uma quantidade suficiente delas e
fossemos capazes de garantir uma real independéncia dos
dados.

A oxpressio (10) mostra gque pudemos obter uma
preciso final de 0,004 cm, usande réguas graduadas en
milimetros. Ou seja, a precisio final é cerca de 25 vezes
menor que a menor divisdo da escala do aparelho usado.

Para chegarmos & preciséo de cerca de 0,02mm, a
tipica de paquimetros, teriamos que usar aproximadamente 350
réguas (e 350 "observadores"). Em cruzeiros de maio/1990,
uma régua de plastico comum custava Cr$ 20,00 (e, portanto,
350 réguas custavam cr§ 7.000,00), enguanto gque um
paquimetro com menor divisfo da escala de 0,02mm custava Cr$
6.300,00. Apesar dos pregos serem da mesma " ordem,
seguramente o trabalho na obtengho dos dados ¢ pelo menos

duas ordens de grandeza malor no caso de nedidas feitas com
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réguas! Esta é a razdo pela qual, gquando querenos alta

precisfo, usamos um paguimetro e nio centenas de réguas.

V. CONCLUSAQ

E interessante observarmos que a resolugdo de uma
régua ¢ da mesma ordem de grandeza que a menor subdivisio de
sua escala. E ¢ razoavel que seja assim. De fato, se un
aparelho permite uma leitura que vai além de sua resolugdo,
ele ¢ um mar aparelho, pois induz seu usudrio a supor que
tem uma precisio que de fato nio tem. Se um aparelho permite
uma leitura muito mais precisa que a menor sub-divisdo de
sua escala, parece haver unm "desperdicio" de qualidade;
neste caso seria bom sub-dividir mais a escala ou, o que ¢ a
mesma coisa, dotar o aparelho de um nénic ou de algo
equivalente, de forma a ampliar as suas possibilidades de
uso. Entretanto, essa observagdo ndo nos dd a certeza de que
a menor divisio da escala de um instrumento - ou a metade
dela, ou a terga parte dela ou gqualquer outro valor que
dependa linearmente dela - seja o desvio padrdo de um dado
obtido com o instrumento: a unica coisa que observamos & que

no caso das réquas usadas nesta medida o desvio padréo dos

dados é aproximad te da orden da menor divisio da
escala. Ndo temos nenhuma garantia gque este seja um
procedimento padrdo dos produtores de equipamentos de
medida: ndo hda qualquer garantia de que um fabricante

inescrupulosa ndo venha a sub-dividir exageradamente as
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escalas de seus aparelhos de medida para obter um melhor
prego por eles; também ndc temos nenhuma certeza de que um
fabricante nio possa produzir instrumentos para determinado
uso - e portanto com determinada subdivisdo da escala - de
qualidade superior & necessdria apenas porque conseguiu
comprar por bom prego materiais e equipamentos para isso.
Além disso, devemos lembrar que o desvio padric nio depende
apenas do instrumento em si, mas também das condigdes em que
ele & utilizado.

Uma ultima conclusdo é quanto ao fato de podermos
obter em um experimento uma precisdo final muite melhor do
que a menor sub-divisdo das escalas dos equipamentos usados

permitiria supor, desde que obtenhames uma gquantidade

suficientemente grande de dad independentes uns dos
outros. Um corolério desta conclusic é gue nio podemos obter
uma precisio muito grande se ndo temos como garantir a

independéncia dos dados.

NOTAS E REFERENCIAS

(1) A distribuigio de probabilidade normal (ou gaussiana) &

dada r L g esartad 2
po Ty & (x=%g)%/20,
2% o,

(2) Por exemplo, se x tende a X, quando N tende a infinito, ’
entéo

x! =X + /N
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(3)

(4)

(5

(6)

também tende a X, quando N tende a infinito. Entretanto
x’ & uma superestimagio de X, para N finito.

4 ﬁossivel mostrar que o desvio padrdoc da mediana &
JiJZ.04,, onde Oy, ¢ o desvio padrdo de X ("The Advanced
Theory of Statistics", M.G. Kendall and A. Stuart,
vol.2, 4a. ed, Charles Griffin & Co, 1979, Londres).
Veja por exemplo "Tratamento Estatistico de Dados em
Fisica Experimental”, O. Helene e V.R. Vanin, Ed. Edgard
Blucher, ~1980, S&o Paulo).

0 conteido probabilistico do intervalo apresentadc na
eq. 6, de 68%, leva em conta apenas a flutuagio
ostatistica de X uma vez que 0y, ¢ o valor verdadeiro do
desvio padrdo da média. Entretanto, ¢ estimado pela
equagdo 7 também flutua estatisticamente em torno de 0.
£ devido a essa flutuagio de ¢ que o conteddo
probabilistico do intervalo da equagdo 8 ndo ¢ mais 68%.
A referéncia citada em (4) discute essa questdo.

£ importante cobservarmos que a dependéncia estatistica
entre dados nada tem a ver com a relacdo fisica entre
eles. Por exemplo, suponha medidas de massa e volume de
uma amostra de um material. £ claro que a relagho fisica
entre eles & masa = densidade x volume. Entretanto, se a
massa for medida com balangas e o volume com copos
graduados, os dados de massa e volume serdo
estatisticamente independentes entre si. Como outro
exemplo, imagine que dois objetos diferentes tenham seus

comprimentos medidos pelo mesmo observador usando uma



mesma régua. Neste caso os resultados dessas medidas

4, Amnt

poderdo ser estatisti a dep en.
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