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J.BELLANDI F2, R.J.M.COVOLAN", A.BPADUA** e J.T.S.PAES**
Instituto de Fisica “Gleb Wataghin®

Universidade Estadual de Campinas

18081 Campinas, SP

Em continuidade aos artigos anteriores!)?) apresenta-se neste trabalho
uma revisio sobre as funcdes de Green estacionirias para operadores a derivadas

parciais, ou seja, para equagdes diferenciais a mais de uma varidvel.

-~

§ 5. EXPANSAO EM AUTOFUNCOES
Seja a equagao diferencial nao homogénea
LG(F,F) = §(7,7) (5.1)
onde L é um operador diferencial a derivadas parciais na forma
L=D-2], (5.2)

cujas solucdes se quer determinar num certo dominio, satisfazendo a condi¢des de con-
torno bem definidas. Da mesma forma que no caso unidimensional pode-se procurar
solugdes da Eq.(5.1) em termos das solugdes da equacao homogénea.
Conhecendo-se duas solugdes linearmente independentes da equagao ho-
mogénea ‘

(D - Nu(f) =0, (5.3)

u(F) e u3(F), a solucao geral serd uma superposigio dessas solugoes

u(F) = Auy(F) + Bua(7). (5.4)
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Supondo-se que as condigoes de contorno restrinjam essa solugao somente
para valores particulares de A; A = v tem-se para cada valor de v, uma solugio u,(7),
ou seja

(D~ =0 (53)

com u,(r) satislazendo s condicbes de contorno.

O conjunto de solugdes {u,(7)} deve ser determinado de modo a ser um
conjunto completo e ortonormal.

Da mesma forma que no caso unidimensional, a fungao de Green pode ser
escrita como

67 7) = S CF)u ) (59)
com a determinagio de C,(F) feita de modo andlogo ao da Eq. (4.12) da ref.(2)

5 )
Celr) =3 (57)
A fungio de Green, para v assumindo valores discretos, serd
= g “;(F)“r(""
G(F,r) = ; Reyos (5.8)
e para ¥ indo valores conti;
» w(F)u. ()
= B e 5.9
Gi.A) = [av — (5.9)
Quando a equagio homogé dmite solugdes tanto no discreto como no

continuo, a fungao de Green serd dada pela soma dessas duas solugoes.

A diferen¢a com o caso unidimensional é que tanto a soma na Eq.(5.8)
como a integral na (5 9) sido miltiplas, ou seja, deve-se somar ou integrar sobre
todos os nd qi irios para se caracterizar as autoflungoes.

Considere-se o caso da equagio de Schrédinger para uma particula livre
que se move em todo o espago.

A equagio diferencial para a funcao de Green é

(H - E)G(7\P) = §(7 - 7)

com I = - %V’.
A equagao homogénea é

(L-5)sir-o



ou ainda,
(vi+ ) ¥ =0

com k¥ = .

»
As solugbes da equagio homogénea sio dadas por

1 Ay
W(F’ = W“Pilk.ﬂ

onde k = (kx.ky.k;j e k? =k} +Kk}+ kj. A fungao de onda estd assim caracterizada
pelos trés nimeros quinticos, kx, ky, kz, ondek = g é o niimero de onda da particula.
A fungio de Green seré dada pela integral miltipla

e - () g [ [l o

Essa integral pode ser calculada pelo método de chlculo de residuos, obten-
do-se

= 2m 1 1 =
A= (=) s ik |7 :
G(r,r) ( h') l“)t—"_-_’:iup [I |r r']] (5.11)
No limite k — 0, tem-se a solugao da equagdo
TiG(F,F) = (F-7),
i 1
i ff-r|
que define a singularidade do operador laplaciano tridimensional na origem.

Para exemplificar o caso em que os nimeros quiinticos estio definidos
sobre o conjunto discreto de nimeros, considere-se a equagio de Helmholtz:

T+ Mu=0 (5.12)

de forma que a fungao de Green se anule sobre as faces de um cubo de lado a.
A equagio homogénea pode ser resolvida por separagiio de varidveis. Colo-
cando-se um dos vértices do cubo sobre a ori do sist de denadas, as

s

solugoes da equagdo | T que s as condigdes de contorno sao

T e R O Y O

© os autovalores sio dados por

vi= :—: (n’ +m’+ s’) (5.14)



com n,m,s = {0,1,2,...}.
A fungdo de Green serd dada por

oA ~ET E i e leats) )
Definindo-se um niimero N por
N=n'4+m’+4 (5.16)
essa soma pode ser rearranjada na seguinte forma
G(F.F) = £ ,u_-l-;?ﬁ L T il om0, (517)

Se os autovalores dessa equagio de Helmholtz definem autovalores de
energia, essa expressio para a fungao de Green mostra que seus polos definem os
autovalores da energia.

O residuo da fungio de Green para A* = EN’ ¢ dado agora por

Ru.,ﬁn.c(?j,.\) = }; ;;.;_J(z'.y'.a')u,_._.(x.y.:). (5.18)
ou seja, nio é mais meramente o produto de autofungoes, mas sim uma soma de
prod de fungoes, tais que os ni quinticos n,m, s, obedecam & condicd

n? 4+ m? + s = N'. Essa soma define o que tradicionalmente se chama de matriz
densidade.

§ 6. UTILIZACAO DE METODOS UNIDIMENSIONALS

Para muitas equagoes diferenciais a derivadas parciais a fungio de Green
pode ser calculada reduzindo-se a um probl idi jonal. Nio h& uma receita
pronta para uma aplicagao geral. O processo de resolugio depende explicitamente
de cada equagio diferencial e fundamentalmente da habilidade matemitica de quem
procura resolvé-la.

A fim de ilustrar esse caso, serd determinada a solugio da seguinte equagio
de Helmholtz bidimensional

[v?+ #] GiF, ) = 6(7 - F) (6.1)
quuet[ungiadeGnmnjalimilld.auhleﬁlloﬂsrsd.OSvS!re
G(f'.r-")ln_ = 0. Em coordenadas polares no plano a equagio serd dada por

[5; 12 A @] ctrime = e -bto ¢ (62)



Pode-se expandir G(7.7) numa série de Fourier

G(F.r) = i‘;z:"“’(}.[r.r'.p'} (6.3)
bem como 3
6[5’.‘ b:.] et E Pl ame’ (0.4]
2n 5
A fungao Ga(r,r',') satisfaz a seguinte equagio diferencial

d; 1d s m? e saze i
— - m— k= =G =i -r'). .5
prec e . Galr,' @) =¢ rﬁ(r r') [6.5)

Dessa maneira, o problema fica reduzido & solugio de uma equagao unidi-
mensional. Essa equagio foi resolvida no § 2 pelo método da variagio dos coeficientes').
A fungao de Green sera dada por

GlF.F) = : T explimie = ') j—“:z—:’) I (k) Nu(kr') — Ju(kr') Na(ka)] (66)

para 0 < r < ¢’ < a, onde Ju (2] € Na(z) sa0 as funcoes de Beasel de primeira e de
segunda espécies, respectivamente. Para 0 < r < r < a basta trocar r por r' nessa
expreasio,

Pode-se procurar determinar a fungao G(?,F') numa expansio em termos
das autofuncoes do operador diferencial. As autolungoes que satisfazem as condigoes
de contorna sio

Joa(kr) explimp)
onde k = 2 nendo ke , o8 zeros da fungao de Bessel Ju(z).

Para tal basta se fazer uma expansio de Fourier-Bessel da fungao

Julka) Nulkr) = Ju(kr')Nu(ka)?) para se obter a seguinte expressio

. i (Ko (ke aT!
G(F,r') = '_L ggﬂl’hm[w - ')l Jlu:)"‘-‘}l e :iﬂlJu( /n}'

a? (6.7)

Essas expansoes sugerem que de partida, ao invés da expansio dada pela
Fq.6.3, poder-se-ia Ler escrito a expansao de Fourier na forma

G(F.F) = i Y expfim{p = ¢')| Galr.r'). (6.8)

Essa expansio pode ser utilizada, pois a equagao original revela uma si-
metrin azimutal. De maneira geral pode-se explorar a simetria da equagao diferencial
e procurar resolvé-la com a fungao de Green expandida de forma que a simetria se

manifeste claramente. Essas exp sao ch das de des em ondas parciais.



§ 7. EXPANSAD EM ONDAS PARCIAIS

Para se determinar a fungao de Green por meio de uma expansio em
ondas parciais, deve-se analisar a simetria da equagio diferencial. No exemplo discu-
tido no § 6 a simetria era a azimutal ¢ a dependéncia na componente azimutal era do
tipo €™ ¢ portanto permitia a expansio da fungio de Green na forma da Eq.(6.8).

Quando a simetria ¢ esférica, sabe-se que a parte angular das solugoes
da equagao homogenea é dada pelos harmonicos esféricos, portanto a dependéncia
angular da fungao de Green também deve depender dessas fungoes. Pode-se, assim,

escrever para G(F.r:) A expansao
. ol
GlF.F) = 3 3 V()N £)GR () (7.1)
i=0ms -1

onde G (r,r') deve satisfazer a uma equagao diferencial radial nio homogénea e

devido a simetria nao depende de m.

Assim,
o o,
Girri) =% 4 % 5;"(9’.;-’)Y,‘[a.¢|] Gy(r,r'). (7.2)
w0 Lot
Lembrando-se que para os harmonicos esféricos vale o seguinte teorema
de adigao®
. o 2+ 1
Y ATON00) = =, = Rileosn) (7.3)
e g
comecosy = cosbBeos @ + sen fsen & -cosly '), lemese
. A+ i
Gir.r) =Y 57 Fileosm)Gifr.r') (7.4)

tw0
que € a expressio usual para a expansao em ondas parciais em termos do nimero
quantico de momento angular,
Como exemplo de aplicagao dessa expansao, seré calculada a fungao de
Green para a equagao de Schrédinger para uma particula livee em coordenadas
esféricas, de modo que cla seja regular na origem ¢ no infinito.

Seja a equagao
(V4 E)G(F,F) = 6(F - 7).
Em coordenadas polares esféricas tem-se

& 2a L7 5 .
mtiem-mt k| Gir,r) = r’—,a(r - r')é[cosd - cos')8(p ~ ).



onde L} é o quadrado do operador de momento angular.
Escrevendo-se

G(F.7) = i )_ YA (0, 0)Gilr )

=0 me-l

o+l M
Slcos® - con @)l — ') = 2 pO ral L= LA LA

< 120 me
a funcao de Green radial Gi(r.r') salisfaz & seguinte equaghn
$£o2d M=) ] 1 ;
et A— B Gilr,r') = r—:Mr—r]
que pode ser calculada por qualquer wm das métodos unidimensionais.
Aplicando-se. par exemplo, o métado de Sturme-Liouville? | a Tungao de
Green radial ¢ dada por
Gilr.r") = kAikr, YNi(kr.)
onde Jlkr) é a fungio esférica de Bessel, regular na origem ¢ Mi{kr) ¢ a esférica de
Bensel de segunda espécie, regular no infinito.
Assim
., k=
GlRF) = D 2@ 1) Pylcos 3) ke ) Mk, ).
I=u
A fim de comparar com o resultado obtido no § 5 deve-se realizar essa
woma. Para isso podese escreve-la da seguinte forma, parar' > r
> P
Gl = IO 1) Prlcos 1) A kr) Motkr')é, s
=00
Escrevendo-se é,; numa representagao integral

I
by = _' [ exp t(s - [)wlde
r Jo

pode-se separar as duas somas

— k1o X o T
Gl = [ s Y2t + 1) Peos e S (ke N, ke

AR (4] e

Usando-se o teorema de Graff?! para as fungoes de Bessel, a soma em

¢ igual a Np(z), com z = Flr? o 17 = 2r' cosw]'? . A soms em | pode ser realizada
usando-se a fungio geratriz’) para os Polinémias de Legendre, obtendo-se
1

[1 - 2cosnt + 3



~

comt = e
Obtém-se assim
. 1 ki Nol=
Glrr) = o [ - -
z2xto 1 = 29t = 17]

, essa integral pode ser calculada por

Lembrando-se que No(z) = =

residuos € o resultado final é
1 exp ||k F- r'-I]
A F-r

G(F,7) =

como determinado no § 5.

Como outro exemplo, apresentar-se-4 o procedimento de cdlculo da fungdo
de Green para a equagio de Schrodinger para um elétron na presenca de um campo
magnético constante na dire¢ao do eixo dos 2. A hamiltoniana é dada por

] 2L gt 5
L4 _F.__E,“L‘* Il: [J’='U:}

A= 2u 2u

onde j: ¢ & massa da particula ¢ w ¢ a freqiéncia de Larmor, w %

A equagao dilerencial nao homogénea para a funcao de Green é
(E - HYG(r.F) = 8(r - 7)

que pode ser resolivel em coordenadas cilindricas. Nessas coordenadas a equagao
diferencial apresenta simetria azimutal ¢ o movimento ao longo do eixo z ¢ conservado,

pois |[H,L,| = 0 ¢ |H.p,| = 0. Pode-se expandir G(7,7) na forma
I 1 = o _ =
GiF.F) = 5 [ma‘?" “G(5. 7. A)dp,

comd—E - p,/2ues=(r,y).7 = (2,¥). A funcio de Green Gli.7,A) satisfaz a

seguinte equacao diferencial
(H. - NG(F.A.) = 8(5 - 7)

onde H_ é a hamiltoniana referente i parte transversal do movimento com relagao &

direqao do campo magnético

i A
H. = é:z—”pl-wl.~%(:'—y’],

Note-se que, a menos do termo em L,, tem-se a hamilloniana de wm
oscilador harménico bidimensional. Comeo (H ,L,| = 0, as autolungoes de H, sio



as autofungoes de um oscilador harmonico bidimensional em coordenadas polares
no plano. A fungao de Green Gip. 7. 2) pode ser caleulada usando a expansao cm
autofungies dada pela Eq. (5.8) 4.

Outra forma de se obter G(d, . A] ¢ explorando-se a sumetria azimutal,
expandindo-a em ondas parciais

v

4 1
Glad N =5 2
~ -7 -

expimie - ') Galop' A)

onde G(p, o', A) satisfaz a seguinte equagan diferencial

d* 1d .oomt d 2 i
PR = A m)} Gulp, g A) = “8(p  #)
i I s

que pode ser solivel pelos métodos unidimensionais. A soma em m e a integral
em p, podem ser realizadas’!, obtendo-se para a fungao de Green total a seguinte

representagao integral

e g e )M (P FTTITINPREE |

Gr.r E) = =0 [kh] """I':r.“” Ty = L e
' 4 N TICH | S w 8 =
[aeemn- @ e e) e |- i g @)

COMENTARIOS FINAIS

Neste conjunto de artigos procurou-se apresentas métodos de deter-
minagao de fungoes de Green estaciondrias de uma maneira bastante geral. Coma o
assunto ¢ vasto, muitas aspectos das fungoes de Green nao foram abordados, parti-
cularmente no que diz respeito ao carhter distribucional dessas fungoes.

Nio se abordou, tambem, o problema das aplicagoes dessas fungoes no
contexto da Fisica, alem daquele sobre as informagoes dindmicas de um sistema
contidas nos polos « residuos das fungoes de Green.

As aplicagoes de fungio de Green em Fisica, hoje, vio muito alem daquelas
de se resolver equagoes diferenciais nao homogeneas comao abordadas nestes artigos.
As fungoes de Green tornaram-se indispenisaveis em Fisica Teorica ¢, como exemplo
dissa, pode-se citar a evolugao atual do estudo Ledrico sobre espalhamento entre
particulas,

Abordas todos esses 1apicos redundaria nuina série muito longa de artigos,
que estaria muito além de nosso escopo original: o de uma revisao pedagogica sobre
métados de edlculo de fungoes de Green.
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