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UMA REVISAO SOBRE AS FUNCOES DE GREEN ESTACIONARIAS - 11

J.BELLANDI P9, R.J.M.COVOLAN*, A.B. de PADUA** e
J.T.S.PAES"""

Instituto de Flsica "Gleb Wataghin”

Universidade Estadual de Campinas

13100 Sao Paulo, SP

Neste trabalho dar-se-i prosscguimento a revisao so
bre as fungdes de Green estaciondrias iniciadas no artigo 131
A divisio em parigrafos apresentada nesse artigo serd manti-

da.

§ 3, 0 METOUDOQ DE STURM-LIQUVILLE

0 método de Sturm-Liouville é apliciavel para cilculo
da funcao de Green para equacdes diferenciais a uma dimensio,
ou seja, para equacdes difercnciais ordinarias.

Esse método consiste om se procurar escrever a fun-
¢do de Green como uma expansao em termos do produto das duas
solucdes linearmente independentes da equacdo diferencial ho
mogénea, razio pela qual é muitas vezes chamado de método da
expansiao tipo Sturm-Liouville.

No exemplo discutido no paragrafo anterior, o da equa
cao radial para o problema das vibracdes transversais de uma
membrana circular, mostramos como a fungio de Creen calcula-
da pelo método da variacdo dos coeficientes pode ser escrita
na forma de uma expansao em termos do produto das duas solu-

¢6es da equacao homogénea, satisfazendo as condicoes de con
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torno impostas ao problema.

A introducdo da fungdo p(x) no denominador da equa-
¢do (2.12) foi "ad hoc" no intuito de se oscrever a solugdo
de forma correta, comparivel com o resultado calculado. Va-
208 mostrar que se o operador pode ser eserito na forma de
um operador de Sturs-Liouville, a funcio p{x) aparece normal
nente como na equacdo (2.12).

Tem-se dois tipos de operadores diferenciais de Sturm—
-Liouville:

D= d_:' [p(x) ;i] + gix) (3.1)
d d
Do [p(z) 'ﬂ] + glx) + X f(x) 3.2)

onde p(x) é continua ¢ tem derivadas continuas; g(x) e f(x)
sao funcdes continuas e A é um parimetro que nao dnpnudc de
X.

As equacdes diferenciais em que aparecem o operador
da equagio (3.2), sdo equacdes cujas solucdes dependen expli
citamente do pardmetro A. Equagdes importantes sio aquelas
em que f(x) = 1, que sdo as chamadas equagdes de autovalores.

Vamos iniciar discutindo a funcio de Green para os
operadores dados pela equagdo (3.1)., A equagdo diferencial pa
ra a fungao de Green ¢

[p(x) :] G{x,x") + glx) Glx,x') = =3(x-x") ’ (3.3)

cujas solucées se quer determinar num certo intervalo [a,b],

con condi¢des de contorno bem definidas em x = a e x = b.
Do que foi discutido nos parigrafos anteriores pode-

-se sugerir o seguinte Ansatz para solugdo dessa equacio

¢, (x") ¥y, (x) para asx<x'
Glx,x") = § (3.4)
€, (x") ¥,(x) para  x' <x 5b

onde y,(x) e ¥,(x) sdo solugies linearmente independentes da
equacao homogénea
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D y(x) = 0

sendo que y‘(l) satisfaz as mesmas condigdes de contorno que
C{x,x') para x =a e yz(x) para x =b,
lopondo-se a continuidade de G(x,x') para x =x', tem-

-se gue
C1(x') y1(z‘) - Cz(x') yztz‘) -0 . (3.5)

Integrando-se a4 equacdo (3.3) em x, num intervalo in

finitesimal em torno do ponto x =x', tem-se

x'ec a d x'+ €
J , dx o E:h) = G(x.:'}] . l , dx glx) Glx,x") = -1 .
x'-€ x'-c

Tanto g(x) como G(x,x') sdo continuas no intervalo
[a,b], portanto, a segunda integral se anula e¢ da primeira

integral se obtém
Cl(x'} y:(x') - Cz(z') yi(:') = 1/pix") . (3.6)

Dessa expressio se vé que 1/p(x) determina a descontinuidade
da primeira derivada da funcdo de Green em x =x'.

As equagoes (3.5) e (3.6) formam um sistema linear de
equacoes em C, e Cy. 0 determinante do sistema é diferente de
zero, pois ele nada mais é do que o determinante Wronskiano

entre yllx) e yz(:]. que sdo lincarmente independentes

& = Wiy, ,¥,)

As solugbes do sistema sao

yz(l')

1
€& = T Wy, vy
1 ¥y (="

Y -
Cz(:l ) T Ty ¥,

Obtém-se, assim, a funcao de Green
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yy(x) y,(x")
P Wy XX

Gix,x") = . (3.7)
7113') yz(u)

X >x
p0x" "l:n.vzs

As condicdes de contornmo estio automaticamente satis
feitas, pois yI(xl satisfaz as mesoas condicdes em x = a e
yz(x) ez x = b, Deve-se observar que o produto p(x) W(x) ndeo
introduz nenhuma singularidade adicional no intervale [a,b],
pois ele nio depende de x. De fato, sejam as equacoes dife-
renciais homogéneas para yl(:J e yz(z)

Dy (x) =0, Dy,(x) =0

Multiplicando-se a primeira por y,(x) ¢ a segunda por y,(x)
2 1

¢ subtraindo-se, obtem-se

ﬁ [v(ﬂ (yzy; - r,r;)] =0 ,

ou seja,
ﬁ [p(:l H(x)] -0

Portanto, p(x) W(x) = constante.

A funcdo de Green assio calculada apresenta natural-
mente a dependéncia ea 1/p(x) como introduzida na equagao
(2.12), a termo de comparacao com a calculada pelo mditodo da
variagdo dos coeficientes.

De maneira geral, toda ve: que um operador diferen-
cial pode ser rearranjado na forma de um operador de Sturm-
-Liouville do tipo dado pela equagdo (3.1), sua corresponden
te fungdo de Green é dada pela equagio (3.4), em termos das
solugdes da equacio homogénea que satisfazem as mesnas condi
¢des de contormo.

Para operadores diferenciais que podem ser escritos
na forma dada pela equacdo (3.2), o método também pode ser
aplicado, %6 que a fungdo de Green terda uma dependéncia no
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parimerro A. Ensa dependéncia pode ser tal que acarreta res-
tricods sobre o pardmetro ). Essas restrigdes tém importan-
tes conseqllencias fisicas.

Ko exemplo discutido no § 21), escrevemos o operador
diferencial da equagdo radial para as vibracgdes transversais
da oembrana circular na foramm da equagao (3.2), com A = m.

Nesse caso a fungidc de Green depende de m como ordem
das funcdes de Bessel. A restrigao sobre m pode aparecer de-
vido a presenga de J n{R) no denominador. Para um dado m, R
pode ser um zero da fungdo de Bessel e tem-se um aparente pé
le na fungdo de Green. Ele @& aparente, pois & devido as solu
cées da equacdo homogi@nen e significa que nAo estamos esco-
lhendo as solugdes apropriadas para a equagio homogénea.

Para discutir as inplicacdes fisicas das restricoes
sobre A vanos determinar as sclugdes da seguinte equacio di-

ferencial
dz 1 lz
[d_;s +Xs 55 T] G(z,z') = = §(z-2") (3.8)

no intervalo -m <z <=, con as coandig¢oes de contorno de que ,
para =z + :w, G(z,2') tende a zero. O operador diferencial é
uzm operador de Sturm-Liouville com p(z) = 1, gl(z) = % —Er e

f(z) = 1. A equacao diferencial homoganea

2 2
[‘_2.1.%-3_\-] ul(z) =0 (3.9)
dz

2)

€ uma equacdo de Weber®’, cujas solucdes linearmente indepen
dentes sao as fungbes de Weber D, (z) e EE(:), B = 0,1. Essas
duas solugdes tenden a zero para z = *= mas as solucgdes Eg(z)
sdo regulares na origem para qualquer ), enquanto que DA")
nio @ regular na origem para qualquer i. A funcido Eg(l) € uma
fungdo par em z enquanto que Ei(:) é uma fungdo [mpar.

0 determinante Wronskiano entre essas tun;E-uz) e
172 21-1!2

"E’x("- ngm] - W—E—ET . (3.10)



Essa expressdo ji apresenta restricio sobre ), que
aparece explicitamente nos polos da funcao gama. Se g—}*—-—-,
= =0,1,2,3 ..., a funcio gama tem pilos e conseqlientemente
o Wronskiano é nulo. Conseqllentemente, as solugdes escolhi-
das nido sio linearmente independentes, devendo-se, portanto,
escolher outras solucdes apropriadas para calculo da funcio
de Green.

Para se escrever a funcgiao de Greem na forma da equa
¢do (3.7) tem-se que observar que as condicdes de contorno es
tio definidas para z ~!e, mas G(2,2') tem que ser regular na
origenm.

A fungao de Green sera

8-
rEs
6(e) = < =) 0, (2)) ERT

com a restricio ) 4 2m +8. Estamos introduzindo uma nova ng
tagac para designar a fungiao de Green. Quando se escreve z,
ou z, significa que se deve tomar o menor entre z ¢ z' ou o
waior entre = e z', respectivamente. Se considerarmos que
8 = 0,1, os pilos da fungao Rama ocorrem para ) = 2me ) al2mel,
ou seja, A = n, n«0,1,2....

Vejamos quais sio as implicacdes ffsicas da existén-
cia desses pdlos na fungdo do Green. Para se ver isso, consi

deremos novamente a equagao homogénea

2 2
("_2.1’-;.-2,‘-)“(:)-0 . (3.9)
dz’

Introduzindo=-se z = /2x, essa equagdo se transforma
en

2
["—z. . 1-12} ulx) =0 (3.12)
dx

que nada mais é do que a equacio de Schridinger para uma par
ticula que se move na presenca de um oscilador harnSnieoI)
Quando X = n, n = 0,1,2,3, .... 2n+) define os niveis de ener

gia do oscilador harmonico, 7» = 2n+1, porcanto,E= (a-!) Wi
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Os pdlos da funcdo de Green, que definem os autovalores da
equagao homogénea, carregam assin informacies mobre os auto-
valores de energia.

A fungio de Green é uma funcho continua em z e z' o
pode ser expandida numa série de Laurent em torno dos polos.
Ko caso unidimensional, os coeficientes dessa expanwnao defi-
nem o produto das autofungdes estaciondrias em z e z', como
foi discutido na referéncia 1.

Como o5 coeficientes dessa cxpansio nada mais sao do
que os residuos das funcdes calculadas nos polos, para se ob
ter as autofuncoes da equagio homoginea basta calcular o re-
siduo da fungao de Green nos polos, pelos métodos tradicio-
nais de calculos de ralidunn‘]. Conseqlente=ente, a fungio
de Green carrega consigo todas as informacoes dinamicas Ko
bre o sistema.

Temos, ainda, que mostrar que de fato o residun da
funcio de Green calculado nos pélon, define o produto das au
tofuncées da equagio homogénea no camo unidimensional. Isso
pode ser feito se, na obtencic das solugées da equagao homo-
génea, levarmos em conta a restricido que ocorre sobre A, con
siderando de fato como uma equagao de autovalores. Isso da
origen a um método de cilculo, o método da expansdo em auto-
funcoes. A grande vantagem desse método & que ele pode ser
aplicado também pars-‘problemas com operadores a derivadas

parciais.

§ 4. 0 Métode da Expansdoem Autofuncoes

Seja a equacido diferencial nio homogénea
P Glx,x") = E(x-x") (&.1)
onde &> ¢ um operador diferencial na forma
d = D~d (4.2)

cujas solucdes se quer determinar num intervale [a,b], satis



fazendo a condigoes de contorno bem definidas. Vamos procu-
rar as solucdes dessa equacido em termos das solucdes da equa
¢do homogénea. Este método ¢ aplicidvel mesmo quando J» nio &
um operador de Sturn-Liouville, portanto, D pode ser um ope-
rador diferencial qualquer a uma variavel.

A equacio diferencial homogénea @
(D=1) u(x) =0 . (4.3)

Sejam u1(x) e uz(x) duas solucdes lincarmente independentes
dessa equacido. A solucdo geral serd uma superposicio dessas

solugdes

ulx) = A ul(xJ + Bu,lx) . (4.4)

Vamos supor que as condigdes de comtorno restrinjam
essa solucdo, ou seja, ela existe somente para valores parti
culares de X =« V. Para cada valor de vV, tem-se uma solucio

uu(x). ou seja
(D -v) uv(l) =0 (4.5)

com uu(x) satisfazendo as condigdes de contorno.

0 conjunto de solucoes {Bv(l,! deve ser determinado
de forma que ele seja um conjunto ortonormal e completo.

0 pardmetro )} = V pode assumir valores tanto no dis-
creto como no continuo.

A condigdo de ortonormalidade & dada por

b
Jn ufx) u,(x) dx = 8, " (4.6)

W

e condigao de completeza mo caso em que V ¢ discreto ¢ dada

por

1 u:(l') u,(x) = 8(x -x") (4.7)
v

@ no caso continuo por



J v ufj(x") u (x) = 8(x-x") . (4.8)
v

Consideremos as solugdes da equacao (4.1), quando v
estd definido no discreto. Vamos escolher o ascguinte Ansatz
para G(x,x'),

Gxx') = § € (x") ux) . (4.9)
v

As condi¢des de contorno estio satisfeitan, pois u,, (x) as aa
tisfazem. Introduzindo essa eXpressio na ecquacio (A 1), tem-
-ge,

@-v) eylx" uylx) = - 6(x-x") (a10)
v

Como o conjunto (u (x)} & um conjunto completo, podemos esco
lher como representacio para S(x-x") uma CXpansao com termos
dessas funcgdes, que € dada pela equacao (4.7). Lembrando ain
da que D “u(‘) - vuv(x). podemos escrever

E Vel € (x") u (x) - - g ul(x") u,(x) . .1

Dessa expressdo determinamos que

, u;(x')
C(x') = - (4.12)
Essa solugio traz consigo a restrigio de que A év na equa-
cdo (4.1).
A fungio de Green, portanto, sera

uilx') u (x)
Glx,x') = I——I-T— . (4.13)

Se o parametro v esta definido no continuo, a funcao
de Green sera dada por
L]
u,(x') u,(x)

Glx,x') -J du-T“—— - (4.14)
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Quando a equacdo homogénea admite solugdes tanto pa-
ra v discreto como continuo, a fungdo de Creen sera dada pe
la soma dessas duas solucOes. Esses resultados estio perfei-
tamente de acordo com aqueles obtidos por Bellandi, Oliveira

(1)

e« Pavao . calculados a partir da transformada de Fourier
da funcdo de Green dependente do tempo.

Esses resultados nos mostram claramente que a expan-
sio da funcao de Creen em torno de seus polos, nos permite
calcular o produto das asutofuncoes da equacio homogémea como
residuos da fungio de Green calculados para A = v, conforme
o que foi discutido no pardgrafo anterior.

Como exemplo, vamos determinar a solucgic da seguinte

equacao

dZ
[d,_f . l] Glx,x") = - 8(x =x")

num intervalo [0,1] com as condi¢des de contorno G(0,x') =0,
G(L,x') = 0.

Determinemos as solucdes da equacio homogénea

2
[dzc]u(x)-ﬂ -
dx

As duas solugdes linearmente independentes sio sen vix e

cos /XAx. A solucdo geral sera

u(x) » A sen vIx + B cos /Ix .

A condigio de contorno em x =0, impoem que B =0. Para x =i

tem-se
A sen /TL = 0
partanto,
2
nT
‘=[]

comn = 1,2,3, ,...



0 conjunto ortonormal de solugdes (un(x)l com
oyt = [2]'" sen(229)
€ um conjunto completo, pois
% ngn sen 911 x sen 9!: x' = 8(x-x") .
A funcdo de Green sera dada por

E sen 2;- x u-u-'liE x!

X - El‘l]z

Essa expressio & a que se obteria calculando a trans

2
Glx,x') = I
n=0

formada de Fourier da funcdo de Green dependente do tempo
para a equacdo de conducdo do calor numa barra homogénea, cal
culada na referéncia (1) com a = 1.

Como outro exemplo, vamos determinar a funcao de Green

para o oscilador harmdnico quantice

2
[_di -x . i| Glx,x") = = 6(x =x") (4.15)
dx

com a condigao de contorno de que G(x,x"') tende a zero para

x + im,

As solugoes da equacdo diferencial hnnosinnn(z)

2
Lif- % - :I ¥ix) = 0 (4.16)
X

que satisfazem as condicdes de contorno, sido aquelas em que
A = 2n+1, n =0,1,2,... . 0 conjunto ortonormal e completo

de solugdes ¢ dado pelas funcdes
¥ (x) = [/F2° m]’”z H (x) exp |- “4.17)
n n PI=F| .

onde H _(x) sio os polindmios de Hermite.
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A funcgdo de Green sera dada por

= gplx") ¥ )
ot = b —romer—
(4.18)

2 -
-1/2 x" +x' 1 1 "
eat) = ¥ “PE""i_“ L Ty o D .
n=0 2% n!
E ilustrativo se comparar este resultado com o calcy

lado no pardgrafo anterior, fungao de Green para a equacao de
Weber.

A equacdo diferencial para a fun¢do de Green de We-
ber &

dz 1 ;2
=g+ A e g | 622" - =8z -2")
dz

Fazendo-se a mudanca de varidvel Z = /Ix, 2' = /Ix', essa equa

cio se transforma em
a? 2
— ¢ 2h e 1= x| G Ax,x") = - VT E(x-x")
dx? u

Pode-se escrever

G"(:,:') = V7 Glx,x")

e G (x,x') satisfaz a equacdo

dz 2

=g+ 241 = x| Glxyx') = - lx-x")

dx
que € a equacio para a funcdo de Creenm do oscilador harmdni-
co. Assim, a funcdo de Green G(x,x') pode ser escrita em ter
z0s da fungido de Weber quando se soma sobre os valores de 8.

Glx,x') = 7’5 6 (/Ix, /3x') . (4.19)

Se os métodos de cadlculos sdo perfeitamente equiva-



lentes, significa que a soma em n na equacdo (4.18) deve con
vergir para a fungido calculada pela equagdo (4.19).

A funcio de Green calculada pelo métode da expansio
€8 autofuncdes mostra que a fungio de Green ¢ simétrica pela
troca de x por x', mas nio revela a dependéncia no fato de x
ser maior ou menor do que x', como mostra claramente a equa-
cdo (4.19). Essa dependincia, no entanto, aparece explicita
quando se calcula a soma sobre os polos.

A soma na equagio (4.18) pode ser calculada usando-
-8e a funcao geratriz bilinear para os polindmios de Hermite,
conhecida como a férmula de Mehler 1). Essa soma foi realiza
da por Bellandi e Cactano ] » obtendo uma representacao inte

gral para a fungio de Green.

2 2

1 -1/2 ' 2,002
N J’ =112 (‘ _[3) exp | 2E1E = (Text ) & . (4.20)
o I-£2

Essa integral pode ser caleulada em termos de fun-

coes de Hhilllkettﬁ). obtendo-se
1/2
Glx,x") = [;J (xx)" M2

1 2 3 A 2 W2
x {’(r ) Yoz, & < 1(3-3) RURTL ’} a1

(&.21)
para x' >x. Para x' <x basta inverter os argumentos nas fun
coes de Whittaker.

Usando-se as relacdes existentes entre as fungoes de
Whittaker e¢ as funcdes de vehertz). 4 equacdo (4.21) pode ser
escrita na forma

1
Glx,x) = @712

1 B-v\ 8
gto T g \ T E,0Tx) b (Tx) , (4.22)

com V = iil » que € o resultado que se obtém usando a equa
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cao (4.19).

A comparacdo dessa expressdo com a equacgao (4.18) nos
tra claramente que a expansdo em série de Laurent em torno
dos polos nos permite determinar os autovalores de energia
do oscilador harmdnico, bem como suas respectivas autofungdes.

Quando o operador diferencial é a derivadas parciais,
portanto problemas multidimensionais, um procedimente amalo-
Bo para se calcular a fungdo de Green dependerd muito da si
metria apresentada pelo problema. Os p6los da Funcdo de Green
continuam a representar os autovalores de energia, entretan-
to, o residuo da fungdo de Creen representari agora a matriz

de densidade. No proximo artigo discutiremos esses problemas.
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