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RESUMO

Neste trabalho descrevenmos a construcdo de um dispo-
sitive capaz de nos revelar os modos normais de vibragiao de
uza corda sem fazer uso de gerador de dudio. Todos os esti-
gios da montagem sio descritos em detalhes. 0s aspectos da
quantificacio sac ressaltados e o cldssico problema da corda
vibrante ¢ discutido. Por questio de completeza, a quantifi-
cacio do momentum e da energia para uma particula em uma cai

xa rigida & brevenente revisada.

1. INTRODUCAD

Baseado en leis de conservacgao como a do momentum,
momentum angular e a da conservacio da energia, podemos de-
senvolver todo um formalismo denominado mecinica classica [1].
Este formalismo descroeve em detalhe o movimento de um ponto
material ou de um sistema de particulas, baseado nas hipdte-
ses de que estas estio localizadas no espago ¢ que podemos
ohservi-las, sem perturbar apreciavelmente seus movimentos.
Em geral, tais hipotemens ndo sao estabelecidas de um modo pre

ciso, mas estio sempre implicitas en nosso raciocinio.
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O formalismo da mecanica classica ¢ bem aceito, qua-
se naturalmente, pelos alunos, uma vez que devido a suas in-
teragdes com a natureza ji adquiriu, bem ou wmal, alguam con
ceito intuitivo, bastando muitas vezes apenas refina-lo. Nin
guén precisa estudar fisica para ter uma idéia intuitiva de
distancia (deslocamento), velocidade, aceleracao, ou até mes
mo energia.

Existe porém um mundo distante (no sentido de que nio
podenos interagir diretamente com ele) do gque vivemos, o mun
do da microfisica no qual, em geral, os conceitos da mecani-
ca classica sao inapliciveis, come evidenciam certos resulta
dos experimentais. E o campo de dominio do formalismo denomi
nado Mecanica Quantica, A mecamica quintica em seu estado
atual ¢ resultado dos trabalhos de Louis de Broglie, Erwin
Schridinger, Werner Heisenberg, Paul Dirac, Max Borm, entre

outros, que a desenvolveram nos fins da década de 20,

Na Mecdnica Quintica ou Mecanica Ondulatdria, como a
esta se referem muitos autores, um método geral de atacar um
problema é escrever e esperar resolver uma equacio conhecida
como a equacado de Schrdinger [2]. Er muitos problemas esta
equacdo ¢ exatamente analoga a equacio de onda que descreve
a4 propagacio de ondas transversais em um fio esticado, fixo
en suas extremidades. Como ¢ bem conhecido ¢ nds veremos nes
ta discussao, o fio pode vibrar em um estado estaciondrio em
qualquer um dos diversos nodeos normais de vibracido, quatro dos
quais estio mostrados na Figura 1. Vemos entdo que pode ha-
ver um nodo em cada extremo € um antinodo no centro, ou pode
haver um nodo nos extremos beam como no centro, com antinodos
2 meia distiancia entre ns nodos, e assim por diante. O resul
tado importante ¢ que sempre hi um nimero inteiro de antino-
dos, nos modos normais de vibragao. A distancia entre nodos
(ou antinodos) ¢ a metade de um comprimento de¢ onda, de modo
que se L € o comprimento da corda, os comprimentos de onda

X das possiveis ondas estacionarias sao:

1
A, = T+ 2L
3 : 21 (1)
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onde j = 1,2,3, ..., & um nimero inteiro igual ao de antino-
dos.

Uza onda estacioniria ¢ equivalente a duas ondas pro
pagando-se e¢m sentidos postos, as duas ondas sendo refleti-
das seguidamente nos extremos do fio. Isto & anidlogo ao movi
mento de uma particula sovendo-se livremente para frente e
para tras ao longo de uma reta, ¢ sofrendo choques elasticos
en dois pontos separados por uma distancia L. De acordo com
a Mecanica Quantica, uma onda de Schridinger estacioniria ¢
completamente equivalente a uma tal particula, ¢ o comprimen
to de onda A da onda estaciondria estd relacionade com o mo-
mentuns p da particula pela relagido p = h/A, onde h @ a cons
tante de Planck que no sistema MKS & dada por h = 6,6262 vrm-jz
J.s. O momentum da particula &6 pode ter, entdo, algum dos

valores
P, o= § x T (2)

Partindo de condigdes gerais impostas ao sistema re
lacionadas com a homogencidade ¢ a isotropia do espago e o
principio de relatividade de Galileu, somos conduzidos a uma
dependéncia quadratica da energia da particula com respeito
a0 seu momentum p; E = 921'2::, classicamente. Na Mecanica Quin-
tica essas mesmas exigéncias do espaco condurem a uma mesma
relacgio entre os autovalores da energia ¢ o momentum - gran-
dezas conservativas (para uma particula livre).

A energia E, correspondente a quantidade de movimen

to Py é portanto:

P 2
Ej-ﬁ-jz-}-‘-—f : 2)
8mlL

Se a particula é livre para se mover em qualquer di-
recao no interior de uma caixa cubica de aresta de comprimen
to L e« com arestas paralelas aos eixos x, y ¢ 2z, a quantida-
de de movimento so pode ter os seguintes valores em cada co-

ordenada:
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o h o h . TR h (4)
x % aL " Fy Jy T z 2 2L '

onde jx. jy e j: sdo nimeros inteiros chamados nimeros quan-
ticos, cada um deles podendo ter algum dos valores, 1, 2, 13,
etc.

Cada conjunto de nimeros quinticos correspondente, por
tanto, a una certa dire¢ao da quantidade de movinmento. Entdo,
se pj é a quantidade de movimento resultante correspondente

a algum conjunto de numeros quanticos j‘. i e j:. ¢ dada por:
2 2 2 2 [ SRS S | h
% i ptlis wz-(J o .,)—2 . (s

ou ainda

ase
MR W T (6)

Diz-se que os valores j‘. jy. jz. definem o estado
da particula, e as energias correspondentes nos diferentes va
lores de jg sio on niveis de energia possiveis. 0s niveis de
energia s0 dependen dos valores de ji ¢ nao dos valores ind{
viduais de j‘. J jz. Em outras palavras, a energia so de-
pende do modulo da quantidade de movimento pj e nac de sua
direcdo ou sentido, exatamente como em Mecanica Classica.

Vimos entao que podemos ilustrar, embora que, ainda
classicamente (teoria da propagacio da onda na corda), a quan
tizagio. Este trabalho sugere justamente um dispositive expe
rinental de montagem extremamente simples, dispensando inclu

sive o uso de gerador de adudio.

IT. PISCUSSAQ TEORTCA - CORDAS VIBRANTES

al Equa¢do de Onda numa Coada Vibrante

Suponhamos uma corda de um material qualquer estica-
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da sob uma tensio F por suas extremidades. Para desenvolver
o estudo do movimento ondulatorio (MO) na corda, podemos su-
por que ela tenha um comprimento muito grande, de modo que
niao precisemos considerar os efeitos advindos das suas extre
midades nas quais ocorrem reflexao de ondas, a onda refleti-
da superpondo-se a onda direta, o que complica o estudo. Po
demos, deste modo, supor uma onda percorrende a corda cuja
direcio ¢ a diregio x (Figura 2). Ka Figura 3, ampliamos a
onda da Figura 2 para analisi-la; vemos nesta figura, um ele
mento &x da corda em vibragdo tramsversal; suas extrenmidades
| e 2 tém ordenadas a ¢ a', ¢ estao submetidas as forcas ; e
F' produzidas pela tensao, respectivasente. A amplitude da
onda € relativamente pequena em relagdo ao seu comprimento X,
de modo que podemos considerar a inclinagio do elemento 4x,
en relacio @ posigao de repouso x como muito pequena, isto é,
o angule 8 é muito pequenc. Desprezarenos oS efeitos de atri
to. A resultante das forcas externas que atuaz no elemento x
serd R = F cF'. onde se¢ desprezou também o peso do elemento
4% por ser muito pequeno e=m relacao as forcas.

Projetando R sobre x ¢ sobre a direcio ortogonal a

x, teremos:

R « F +F' = F' cos#' - F cosz8 ,
(7

R = F OF; - F' send' - F senf .

Yamos admitir a hipétese de que nio haja deslocamen-
to de Ox ao longo de x, desse modo, a aceleracdc ac longo de
x sera nula, isto é, F' cosB' -F cosd = 0. Desemvolvendo cosf

em seéried

cosd = 1 =172y BT «(1ye) 8% 4 Lo (8)

Como por hipétese & ¢ 8' sdo muito pequenos, podemos despre-
zar os termos apos o primeiro nesse desenvolvimento, isto €,
cos® = cosd' e entao F'cosd' -Fcosb = 0, logo, F' = F, ou o

nédulo da tensdo ao longo da corda nao varia quando ela vi-
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Figura | - Modos normais de vibragio em uma corda vibrante.
Figura 2 - Movimento ondulatério em uma corda.
Figura 3 - Movimento ondulatério em wea corda vibrante, as principais

quantidades geométricas e fisicas para tratar o problema es-
tao indicadas,
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bra. Vejamos a componente ortogonal a x:

como F' = F

F' sent'

-F senf = 4m¥ |, (9)

F(sen8' -sen8) = fmY (10)

onde Y ¢ a aceleracdo do elemento de massa Am. Definindo

Asend = senf' - senf

Lsen® =

(4senb/ix)dx

¢, tendo e¢m vista que 8 ¢ muito pequeno

¢ assim,

logo,

send ¥ 1gh = ba %e

dsend
e

ax

Ax

ar
~
=

=& -3

onde ¥ = im/dx ¢ a densidade

tanto,

@
"~
-

u

Tim

que ¢ a equagao de onda para

a equacio de onda

observa-se que

mY = (ulx) Ei%
at

32

linear da corda, e Y = ; . Por
at

2

_ia a (an

ax

a corda vibrante. Comparando com

(a’..rax’) (12)
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v = /FTU . (13)

b)] Redlexdo da Onda numa Conda Vibramte. Ondas Esfaciondsias

Suponhamos uma corda vibrante de comprimento L presa
pelas extremidades. Uma onda gerada, per exemplo, na extremi
dade 1, em que supostanmente se desfer momentaneanmente a fi-
xacao, progride na corda até a extremidade 2 e ai se reflete.
Vejamos em que consiste cssa reflexio. A extremidade 2 nao

pode vibrar pois estd fixada; a extremidade inediatamente an

terior 4 2 exerce sobre a 2 uga forgca para desloca-la na di-

regao ortogonal i direcdo da corda: a 2 reage forcando-a na
mrsma direcdo =mas no sentido contririo. Isto significa que se
origina na extremidade 2 um movimento ondulatério de sentido
contririo, a onda muda de fase de lBOE ¢ muda o sentido de
propagacdo. Veja Figuras 4 e 5. Diz-se que a onda s¢ refle-
tiuv na extrenidade 2 mudando a fase: € claro que a sua velo
cidade também mudou de sentido, pois a onda percorre a corda
no sentido inverso. Ao chegar i extremidade 1, o processo se
repete como mna extremidade 2, a onda se inverte novamente, sua
velocidade nuda de sentido ¢ ela reassume o mesmo aspecto da
Figura 4. Se nao houver perda de energia essa onda ficard per-
correndo a corda da extremidade 1 para a 2; da 2 para a 1;no
vamente da 1 para a 2, etc, indefinidamente. O estudante po-
derd indagar: - e e nos gerarmos uma onda no ponto medio da
corda, por exemplo, isto é, ae deslocarmos momentaneamente o
ponto médio da corda, o que acontecers? E Gbvio que nessc ca
50, © ponto medio P da corda, tendo exccutado uma vibracao,
originard uma onda para a direita ¢ outra para a esquerda. Co
=0 o material da corda é o mesmo, homogéneo, a sua tensio ¢
4 mesma ac longo do seu comprimento, a velocidade das duasx
ondas terd o mes=zo valor, apenas sentidos contririos. Deste
modo, se a equacao da onda que progride para a direita é
4, = flx -vt) a equagic da onda que progride para a esquerda
sera a, = fix svt), pois a velocidade mudou de sinal. Essa ex
pressdo também pode ser deduzida diretamente, como se¢ fez no

infcio do estudo para a onda que progtide para a direita.
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Qualquer ponto da onda pode ser sede do movimento ondulata-

rio, como um ponto Py proxinmo a extremidade 1 ou 2. Es

das vio refletir-s¢ nas extremidades fixas ' ¢ 2 ¢ compor-

sent interferir com as ondas diretas, Nas Figuras 6, as duas

ondas no meio da corda se refletenm nas extremidades 1 e 2,

passan uma pela outra, se interferem ¢ prosscguem em seguida

como se¢ ndo tivesse havido nada. Observe-se que a funcao da
'

onda que se¢ reflete na extremidade 2 tera a expressao a} =

= -f(x ¢+vt). Se n onda ¢ sxenoidal, teremos:

a, = A sunu(t-(:!vg

1
v (14)

ny o= -A u-n.'(l:o(xn'v)) .

Para facilitar, vamos supor ondas senoidais wriginan

do-sc proximo a extremidade 1 ¢ refletindo-se em 2. Essas on
das interferem umas ‘com as outras e no ponto x o deslocamen=

to resultante sera dado pela soma dos dois:

A = a sa, = A sen (Ll —zf) - A sen (w! .ié) . €15)
logo,
a = A coswt (16)
ande
o= (<28 wen@zrxin) L (17)

¢l Condegoes de Contorno

As condigdes de contorno sdo condigdes que @ fungao
dn onda deve satisfazer na fronteira ou no contorno de mela,
isto ¢, neste caso, nas extremidades da corda. Na extremida-
de 1, fixada, a amplitude ¢ nula, o que se verifica pois, para
x = 0, /A = 0, Na extrenidade 2, tambem fixada, devemos ter

ainda A = 0, ora na extremidade 2, x = L, comprimento da cor
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FIG. 4

Figuras 4 e 5 - Reflexao de onda na corda.
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da; logo,
L LI

em que j € um numero inteire. Assinm,
ou (18)

Se a velocidade da onda ¢

sendo v = AN, X = w/N, em termo de freqliéncia temos:

- j{H'Zl. (.’Fﬁ)} . (19)

isto ¢, a freqUéncia ¢ miltipla de ?% 7Flu .

pode ser resumido dizendo que uma corda de mansa cspecifica

Esse resultado

4, de comprimento L presa pelas duas extremidades ¢ sob uma
tensdo F, as freqUéncias de vibracio sio miltiplas de 1/2L (m)
Observe-sec que a corda s6 pode vibrar com essas freqlliéncias,
ou ainda que, a onda que percorre a corda ¢ tal, que o com=-
primento da corda é miltiplo de semi-comprinentos de onda
L =3 3 - lsto significa ainda que se agitarmos ou sacudir-
nos um ponto da corda com uma freqliéncia diferente dos valg
res acima, a corda nio entra em vibragio, nac havendo ondas
percorrendo a corda. As f{reqléncias ¢ os comprimentos de on-

da possiveis sio:

e (20)
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em que j = 1, 2,... . Para cada valor de j haverda um modo de
a corda vibrar, ac variar j obtcmos os diferentes wmodos de
vibracido da corda. Por outro lado, para cada valor de j have
ri pontos de corda que ficam parados, isto ¢, ficam estacio-
nirios. Para j = | sio as duas cxtremidades da corda que i
cam estacionadrias e, nesse caso, x = 2L, a corda toda vibra
entre duas posigogs cxtremas. No decorrer do tempo cada pon=-
to x vibrari harmonicamente enire esses extremos. Este efei
to @ ilustrado na Figura |, onde sio mostrados virios modos
de vibracao da corda.

A corda aprescnta assim um aspecto estacionario c,
por isso, as ondas sc¢ denominam ondas estacionarias.

0 modo para j = 1 se¢ denomina fundamental, ou harmo-
nico 1 ¢ os outros modes harménicos 2, 3, 4, etc. A corda 5o
pode vibrar com o fundamental ¢ scus multiplos. Os pontos fi
x0% s¢ denominam nos e os pontos que vibram, ventres.

Essc cxemplo ¢ muito importante para o estudante com
preender os postulados da Mecanica Quintica, pois neste caso,
nexz todos os valores da freqléncia ou do comprimento de onda
sio possiveis, ou permitidos na corda, tendo cm vista ax con
digoes de contorno e podemos dizer que o movimento ondulatd=~
rio estda "quantificado”. A passagem de uma onda ou de usa frc
gqlldncia para outra nao pode ser feita continuamente, mas por

miltiplos da freqlléncia fundamental

By w 2N, Ny 3N, N - 8N, .

111. DESCRICAQ DA EXPERIENCIA

Na montagem realizada com o Kit de acustica (3), um
fio de cobre de massa cspecifica linear v * 2,350 gf=m, foi
esticado por meio de uma mola de coeficiente pre-determinado
K, conm tensdes de 103,6 gf e 340,4 gf. Essa corda de cobre,

foi usada como fonte de freqlenci

pré-determinada para acio
nar uma corda de lastex de massa especifica linear Uy = 0,36 x
« 1072 g/ca, fixada entre dois pontos distantes 35,3 cz sob

tensio de 10 gf fornecida por uma mola de coeficiente K . Ve
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ja o esquena da ligagdo da cerda de cobre, excitadora, subs-
tituindo um gerador de dudio, com a corda de lastex, ma Figu
ra 7.

A corda de cobre foi dedilhada num ponto proxime a
extremidade ligada a mola K_ » numa direcdo ortogonal ao pla
no das duas cordas, isto ¢, ortogonal ao plano do. papel da
Figura 7, a fie de produzir vibragdes ortogonais a diregao
de corda de lastex. 0 fundamental do fio de cvobre produzia uma
treqliéncia N_ g+ que era transmitida A corda de lastex que %o
vibrava quando um de seus harmonicos coincidia com essa fun-
damental. Obtivemosn assim na corda de lastex, todos o8 hnrné
nicos 1, 2, 3, & ¢ 5, e as respectivas ondas estacionarias,
Figura 1.

A corda atuante (cobre) tinha um comprimente Le, va-
ridvel com o dispositivo B (veja Figura B8). 0 cosprimente sen
do variavel a fim de obter diferentes fundamentais na corda
de cobre, com freqlléncias ch (3 = 1,2,3,4,%), freqliéncias
essas que na corda de lastex correspondiam aos harmanicos 1,
2,3,4,5. Na Tabela 1, resumiremos o8 resultados dessa expe-

riéncia.

1V, PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

a) Deteaminacdc das Consfantes Etasticas das Molas

Para a calibracio das molas utilizamos os métodos es

tatico, analitico e dinamico, a saber:

1) Método Dindmico. Consiste em determinar a freqlléncia ¥ com
que oscila em movimento harmdnico simples uma massa = sus
penna por uma mola, e em wmeguida, determinar o K pela ex-

pressao

K- 4rfun? . (21)

G.R*
i . . . A 4nr?
obtida diretamente da amalise das tensdes ¢ flexoes da mo

2) Método Analitico. Nos fornece o K pela expressio K =

la quando ¢ distendida por um peso produzido por uma =as-
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Figura 7 - Esquema de momtages da corda excitadora ¢ a corda de lastex.

Figura 8 - Ilustracao do dispositive experimental.




sam [4]. Nesta expressdo G é o médulo de rigidez do mate
rial que constitue a mola; no nosso caso G =6,4 ><1011 dyn/cmz,
n o numero de espira da mola, R o raio da seccao reta do

arame e r o raio da espira.

3) Método Estatico. Para tornar a experiencia mais completa

utilizamos ainda, do classico método estatico, que consis
te em levantarmos a curva de calibracao da mola em fungao

das reflexdes causadas por uma série de pesos:

K = Ap/Ax .

Na Tabela 1 relacionamos os valores médios dos K's

obtidos para as duas molas bem como do K médio final, em gf/cm.

TABELA 1 - Constantes elasticas da mola.

Mola Estatico Analitico Dinamico Médio
K 28,98 27,51 28,46 28,32
¢

Kl 1,84 1,89 1,98 1,90

b) A seguir fizemos a montagem, como ilustra a Figu-
ra 8, a corda de lastex tem comprimento 35,3 cm e massa espe

2 -
g/cm esta sob uma tensao cons-

cifica linear M = 0,36 x10~
tante de 10 gf.

As freqléncias permitidas na corda de lastex, equa-
cao (20) serao:

N1j = j x23,4 . HarmOonicos: j = 1,2,3,4,5 .

0s comprimentos e as tensoes da corda de cobre foram
modificados de maneira a produzir todos os harmdnicos 'na cor
da de lastex.

Na coluna I da Tabela 2, estao os comprimentos da mo
la de cobre que produzem as tensdes F_ . Estas tensbes estao
indicadas na coluna III. A correspondente distensao no com-

primento L do fio de cobre, esta na coluna IV. A freqlléncia



dos fundamentais produzidos Nc estio na coluna V. Eases fun-
damentais na corda de cobre vio produzir na corda de lastex
os harmdnicos 1, 2, 3, & e 5, coluna VI, de freqlencias N
na coluna VIT.

1

TABELA 2 - Tensdes e freqlléncias nas cordas utilizadas.

corda ¢ corda £
T 1 111 v v Vi VIl
C c F L N _ [
L i
ten) | () | tgh) | (el | (e/Sy | MareSnicos | L
40| 2,8 [ 103,6 | 50 20,8 1 23,6
4,0 2,8 | 103,6 | 25 41,6 2 46,8
10,5 | 9,2 | 40,4 | 40 R 2 46,8
10,5 | 9,2 | 340,4 | 27 69,8 3 10,2
10,5 | 9,2 | 30,4 | 20 94,2 4 93,6
10,5 | 9,2 | 340,4 | 16,1 | 17,0 5 17,0

V. COMCLUSDES

Para as tensdes de 103,6 gf, a discrepincia entre as
freqidncias N e "l é muito grande, o erro relativo ne aumen
to do cnnpr:aen:u da mola de constante x ¢ grande. Jd a ten
mao de 340,4 gf fornece uma d[ncropnncxa pequena.

Dependendo dos objetivos a serem atingidos, pode-se
deterninar em laboratdrio, utilizando-se da mesma nmontagenm,
4 velocidade de propagacdo da onda no material que constitue
as cordas, as massas cspecificas dos fios, ete.

No aspecto qualitative, os resultados também sao mui
to bons, jia que o aluno pode ver a "quantizagao" + a8 ondas
estaciondrias, despertando, ansin, sua curiosidade e vontade
de pesquisar.
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