Revigta de Ensino de Fisica vol. 11 dez/1989 30-48

CIRCUITO NAD-LINEAR COMO EXPERIMENTO DE LABORATORIO
PARA DEMONSTRACAO DE CAOS DETERMINISTICO

PETER LAIS*

Pepartamento de Fisica
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RESUMO

Este artigo tem por objetivo sugerir um experimento
simples que permita demonstrar facilmente numa aula de labo-
ratorio o que se entende por "caos deterministico". Baseado
em componentes acessiveis, o experimento di ao estudante uma
visao de um assunto bastante atual de pesquisa basica. 0 ex-
perimento tanto serve para demonstracao em aula do caos de-
terministico como pode também ser usado pelos préprios alunos

em aulas de laboratdrio.

1. INTRODUCAD

Tanto no curso secundario como na universidade, estu
dantes de fisica normalmente aprendem como se pode predizer
0 movimento de corpos, se calcular a tensdo e corrente em cir
cuitos elétricos ou determinar-se a interferéncia de ondas.
Esses problemas tém a seguinte caracteristica comum: conhe-
cendo~se as condic¢des iniciais é possivel determinar-se com
precisao a evolucido temporal do sistema. Esse fato contrasta
com o que se aprende em Mecanica Estatistica onde, devido a
nossa incapacidade de determinar as condicdes iniciais para

sistemas com (da ordem de) 1023 graus de liberdade bem como

*Endeneco'PenmahenZe: Fakultlt §Urn Physik den Universitht
Freiburg, 7800 Frediburg, R.F.A.
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resolver as respectivaas equagoes de wovimento, somos forgs-
dos a dencrover o comportamento dos snistemas usando wmétodos
estatisticos. lsto nao significa de modo algum um abandanc do
conceito de que a solugao das equacbées hevtonianas de wmovi-
mento ¢ suficiente para descrever o sistema completamente. Sig
nifica simplesmonte que nio & factivel anotar-se a posiciao e
a velocidade de todas particulas de um sistema de muitos cor
pos. B por ismo que se introduzen Nesses casos variaveis co-
letivas tais como densidade, pressio, volume ou temperatura
em sistemas de muitos corpos. Obtém-se entio, em ver das equa
c¢oes de movimento de Newtan, equacoes diferenciais parciais
como, por exemplo, a cquaciao de Navier-Stokes ou a equagao de
Fokker-Planck, que nao sio equacoes de movimento deteaminis-
Licad man sim equacdes estfocdsiicas que nos fornecem somente
probabilidades.

ém equacdes
de movimento deterministicas para as quais, apesar de lidar-

Apesar do que dissemos acima, existem ta

mos com poucos graus de liberdade, encontramos uma d;!lculcn
de essencial: evolucio temporal de duas solucoes das equacoes
de movimento que diferem unicamente por valores {infinitesi-
mais en Auas condigcoens iniciais torna-se cada ver mais dig-
tinta uma da outra, a medida que © tempo avanga. Existen sis
temas cuja evolugio no capaco de fase a partir de condicdes
iniciais infinitesimalmente proximas diverge exponencialmen=
te com o passar do tempo. Pode-me mostrar que para siscemas
com mais de dois graus de liberdade tal comportamento & re-
£F3 ¢ nio excessdo. Como somente podemos determinar as condi
¢des iniciais com precisio fimita (limites tedricos para tais
determinagées sao impostos, por exemplo, pelo principio de in
certeza de Heisenberg), tal comportamento (forte dependéncia
nas condicoes iniciais) faz com que apds um intervalo finmito
de tempo nio possamos mais predizer a posigdo e velocidade do
sistema. Denominamos tais sistemas fisicos de "cadticos™. Como
as equacies de movimento de tais sistemas c3m caracter deter
ninfstico! costuma-se chamar a forte dependincia nas condi-

1Sd0 sistemas de equacoes diferenciads de primeira cxdem no Lempo que
LEm portanto solucoes peafectamente deddinidas.
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¢oes iniciais (principalmente em sistemas de poucos graus de
liberdade) de "caos deterministico”. Como para a caracteriza
gio de tais sistemas nao raramente ¢ NECESSATio usar-se -Gtg
dos estatisticos, diz-se que as solugdes das equagdes de mo-
vimento de tais sistemas possucm "clementos estatisticos".

Neste experimento propomos um sistema que pode ser fa
cilmente compreendido pelos estudantes, que satisfaz uma equa
gio deterministica e, apesar disto, aprescnta caracteristi-
cas de "caos™. Hoje conhecem-se varias maneciras (i.e. virias
"rotas") através das quais um sistema passa de um comporta-
@ento regular para um cadtico. Algumas dessas rotas ja foram
bastante estudadas ¢ compreendidas; outras sao ainda objeto
de pesquisa ativa. O experimento que aprescntamos neste arti
go trata de rota "mais velha" para o caos, i.e. da rota que
sc conhece a mais tempo, ¢ que ¢ conhecida em termos técni-
cos como o "cenario de Feigenbaum" ou ainda, como a rota por
“dobramento do periodo™.

Na secdo 2 apresentamos um pequeno resumc da teoria
do experimento, Esse resumo visa mais a mostrar o mecanismo
do dobramento do periodo para o estudante do que ser um tra-
tamento matematico rigoroso do assunto. Para miores detalhes
indicamos o livro "Deterministic Chaos" de H. G. Schuster [1]
ou os artigos originais [veja Referéncias Bibliograficas]. A
scgao 3 contém uma lista de condicoes técnicas, exemplos de
resultados bem como instrucoes para a reproducido do experi-
mento tal como ele foi feito no Departamento de Fisica da UFSC
em Floriandpolis. Finalmente, apresentamos num apéndice um pro
grama simples para um computador tipo PC cuja finalidade ¢
servir de ponto de partida para "experimentos numéricos" por
parte dos alunos, com a finalidade dec ficar os conceitos ted

ricos introduzidos.

2. UHA "PINCELADA" DE TEORIA

Consideraremos agora um circuito elétrico oscilante
excitado por uma fonte externa. Nas aulas de fisica geral apren

de-se como resolver as cquacdes correspondentes a chse siste

32



=a que envolve um indutor, uma resisténcia e um capacitor (ve
ja figura 1).

Figura | - Esquema de um circuito oscilante linear.

A equagdo diferencial para a carga Q no capacitor e
- L + RO + g - UD cos(we) (1)

A solugio desta equacio ¢ bem conhecida o nao serd rediscuti
da aqui. Em vez disso desejamos agora substituir o capacitor
C por um dieodo. 0 circuito fica neste caso sendo como o quwe
¢ mostrado na figura 2, Deste modo alteramos o termo Q/C na

(1) através da substituigio

2. , (2
onde V(Q) obedece a relagio (veja [1] 5. 75)
0,43
yvipry+'t g
v - (e S g . ™)

Com isto a equacao de movimento do sistema torna-se
ndo-linear ¢ o tratamento usual (assumir solugdes exponenciais,
cilculo da funciao de transferéncia, ete.) nao é mais apropria
do para o tratamento do sistema. Em vez disso, ¢ necessirio
utilizar-se meétodos numéricos para determinarmos solugdes das

equacdes de movimento. Se desejarmos fazer predicdes sobre
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Figura 2 - Esquema de um circuito oscilante nido linear.

longos intervalos de tempo serd obviamente necessario consu-
mir-se bastante tempo com calculos. Uma mancira de sc¢ ameni-
zar tal dificuldade ¢ a secguinte:

Consideramos qual sera a amplitude da tensdo no ins-
tante t + T (T =27/w, onde w & a freqlencia circular da exci=
tagao) quando conhecermos a amplitude no instante t (Figura
3). Ve-se que a funcao inicialmente cresce monotonicamente,
atinge um certo valor maximo I*™ ¢ depois decresce de modo a0

notdnico novamente.

T1(t+T)

I(t)

Figura 3 - Plot de I(t+T) contra I(t). & facil ver que este
grafico repre-ento uma transformacao unldilenlic
nal com um miximo quadratico.
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Uma equagdo simples (talvez a mais simples de todas)

que possui esta propriedade é a chamada equacio logistica,

x -&lxnll-an) 5 (4)

ns+l
que para A &4 mapeia o intervalo [0,1]) nele mesmo. Desejamos
agora investigar que tipo de pergunta se pode fazer a respei
to de um tal sistema.

Se excitarmos um sistema fisico com uma determinada
freqlé@ncia constante, apés um certo intervalo de tempo ele
atinge um estado estivel de movimento. No caso "ideal" este
estado estdvel é caracterizado por uma oscilacdo com o mesmo
periodo da fonte de excitacio e por uma amplitude fixa. Para
a transformacdo I(t +T) = F(I(t)) isto significa que I(t) de-
ve ser um Ponto Fixo® da transformacao F, ji que quando 1 os
cilar com o mesmo periodo que a fonte de excitagio teremos
I(t +T) = L(t). Podem ocorrer casos em que o ponto fixo I(t)
€ instdvel, ou seja se perturbarmos fracamente o sistema as
iteracoes se afastarido de ponto fixo. Esse tipo de pontos fi
x0s n3o 330 vistos em experimentos.

Perguntamo-nos agora: quais sdo os pontos fixos da ite
ragdo 1(t +T) =F(1(t)), ou, no nosso caso, quais sio os pon=
tos fixos da iteragdo (4) ¢ quais deles sio estaveis?

Os pontos fixos da iteracido & sao faceis de se calecy
lar. Eles sao:

1
x|-0 e xz-l—}.—r .

Xy estara dentro do intervalo [0,1) somente se A > §/4. Nosso
proximo interesse seri a estabilidade dos poatos fixos. Para
tanto imaginemos comegar a iteracio em um ponto xg ax®* 4 lo
calizado na vizinhanga de um ponto fixo x*. Em primeira or-

dem em € obtemos para Xyt

2Um ponto fixo de uma transformacio x+{(x) & um ponto x* do  intervalo
de definicac de § para o qual vale: §(x*)«x*
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il 4

% Xmx®

A>1/4

Figura 4 - Fungdo logistica para virios valores do pariametro ) ¢ a bisse
triz F(x) =x. Para } <1/4 existe somente um ponto fixo: x =0,

Vemos imediatamente que, quando Ig;' <1, x, estard mais per-
to de x* do que xp. Disto segue como critério para que x* se

ja um ponto fixo estiavel de F a scguinte condigao:

”ﬁr(x)
ax

|<1. (6)

Xwx*
Para o mapa logistico (4) isto implica
3

Az

0 que acontece quando } se torna maior do que 3/47 0

ponto fixo x; é instdvel de qualquer modo (F'(0) =4A>1) — nido

existe mais, portanto, nenhum ponto fixo estdvel de F. Apare
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ce entdo caos? Vejamos o grafico de X,z contra x . Ele cor-
responde a uma iteragio de F por duas vezes seguidas (Figura
5) ou, em termos fisicos, a "receita"™ 1(ct+2T) = F(P(I(t))).

Figura 5 - Crifico de F(F(x}) contra x com bissctriz para dois valores
diferentes de A, Quando um ponto fixo de F torma-se_ instd-
vel, aparecen dois novas pontos fixos estiveis de FZ,

Portanto esta claro: quando F tiver um ponto fixo, cle também
o sera de ?z

[F(F(x)) = F(x) = x : F(F(x))' = F'(x)F' (F(x)) = F'(x)?))

0 sinal da derivada de FZ num ponto fixo de F serd sempre po
sitivo. A Figura 6(A ¢ B)mostra o que acontece: quando um pon
to fixo de F tornar-se instdvel aparecerio na sua vizinhanca
dois novos pontos fixos estiveis de FZ,

Fisicamente isto significa que o sistcma precisa ago
ra de duas vezes mais tempo para completar um periode. Esta
é a razido para a denominagido "dobramento do periodo”, Os dois
pontaos fixos cstiveis de F° alternam-se sucessivamente enm F.
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Figura & - A: Fz e a bissetriz antes que o ponto fixo de F torne-se ins-

tivel. B: Apos a bifurcagdo: a iuclimiin en x* é agora 0, ¢
portanto, dois novos pontos fixos de F* apareceranm.




Se aumeontarmos A um pouco mais veremos que 0s pontos
fizos de ¥? tornam-se instiveis, aparecendo ciclos de perio-
do 4. Tal comportamento prossegue quando continuarmos a au-
mentar 4, eom a duragido do periodo mais e mais aumentando até
que, finalmente, ele torna-se infinite. Este é o ponto  que
descjamos identificar através do nome "caos".

Denotemos por L os valores de A para os quais o do=-
bramento de periodo passa de um ciclo de periodo 2" para um
de periodo 27!, Denotemos per 4 a distancia l‘piclj entre
dois pontos fixos vizinhos provenientes de uma bifurcacio de
um ponte fixo anterior,

Feigenbaun [2] descobriv uma série de propriedades in
teressantes para iteragdes

x - Flx ) = lf(x“) ¥

ns+l

cuja fungdo f obedece as scguintes condigdes:

- f & continua, possui derivada continua por intervalos e pos
sui um miximo diferenciavel x* no intervalo [0,1) com £(x*) =1,

= f(x) >0 em [0,1], £'(x) 20 para x < x* ¢ £'(x)€0 para x > x*,

- Existe um A >1 tal que dois pontos fixos instaveis (x;=0 e
um outro x* €[0,1]) de F(x) = Af(x) existam.

- [ @ cOncava num intervalo em torno de x* (f" <0, caso f"
exintir),

Algumas destas propriedades sao:

- Os valores do pariimetro A para os quais aparecem bifurca-
¢ous convergem para um valor fixo denotado por A_.

- Para os valores A“ temos no limite n =+ o

Noeaia X
By = o= e & = 4,669201 ...
n” "net

Yima definicio precisa de distineia "tipica” Aequer um Cratamento matesd
Lico exato do mecanismo de bifurcagio atraves teordia de grupo de Re-
noamalizacao. Citamos [2) para os Leitones inteaessados.
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- Para as distancias d, temos

_ ld,|
lin 0 = ———0uv_ - ¢ = 2,502907 ...
n=-= |dn¢||

- Para valores de A maiores que Ap, & iteracio apresenta com-

portamento chdtico.

Desejanos enfatizar que osta lisca Tepresenta apenas al
Buns dos intercasantes resultados existentes da Teoria das
Iteracoes e que as propriedades citadas, bem como o programa
para computador listado no fim deste artigo, visam apenas =0
tivar o interesse do leitor para um estude proprio mais apro
fundado,

Na Figura 7 representamos a posigdc dos pontos estiveis
do mapa logistico em fungiec do pardmetro de controle X, 0 pro
Erama que gera esta figura serd apresentado no apendice A,

A beleza deste tipo de teoria baseada em oapas unidi
mensionais torna-se mais evidente quando pensamos um pouco se
bre que outro tipe de sistema sinples é capaz de apresencar
uma estrutura tao rica. Observe que o fendmeno do dobramento
do periodo no mapa logistico pode ser facilmente verificado

com uma calculadora de bolso em toda riqueza de detalhes.

3. CONSTRUCAD EXPERIMENTAL

A construcdo experimental que descrevercnosa agora e
provavelmente a mais simples que se pode imaginar para demons
trar o caocs deterninistico. Qualquer pessoa notard que se po
de facilmente generalizar e ampliar o experimento. Entretan-
to a presente montagem, bem como a lisza de 1n-:rumnn:ua/:og
ponentes necessarios para realizar a oxperigncia fol proposf
tadamente mantida tio redueida quanto possivel para permitir
que escolas secundirias bem como laboratdrios nio tdo bem equi
pados pudessen reproduzi-la.

0 presente experimento foi originalumente feito para
aulas de laboratério ministradas na Universidade de Freiburg
(Alemanha Ocidental) [7] para estudantes de fim de curso. 0
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0.7

Figura 7 - Pontos estaveis em funcio de A,
experimento li realizado contém entretanto uma série de com-
plementos adicionais.
Para a execucdo do experimento sio necessirios os ae

guintes instrumentos e componentes eletranicos:

- Un gerador de freqlléncia capaz de operar entre 1 kHz-5 MHz ,

cen ajuste de amplitude varidvel de no minimo 5 volts.

- Um pequeno osciloscdpio de dois canais com resolugio tempo

ral de 0.5 us e capaz de representagio x-y,
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= Alguns diodos - de preferéncia simples diodos retificado-
res. Diodos da série 1N4DO1 - 144009 funcionam bem, porém nio
descjamos de modo algum limitar a fantasia de quen desejar

reproduzir este experimento.
= Uma bobina com indutdncia da ordem de 10 - 100 uH.

= Cabos para ligacées.

0 diagrama esquemitico da experiéncia ¢ mostrado na

Figura 8,
k 05C-Y
GERADOR DE o
FREQUENCIA
o 0SC-X

Figura 8 - Esquema do circuito para observagio de dobramentos do periodo.

3.1 Execugde do Experimento

Para a execugio deste experimento recomendamos seguir

0 seguinte algoritmo:

1) Priacirauen:n. com uma tensao de excitacao alta (= 5V), de
Ve=8¢ procurar na representacio x-y uma freqlléncia na qual
0 sinal tenha uma aparéncia cadtica. Se nio for possivel
encontrar tal freqlléncia deve-se tentar ver se na represen
tacio x-t niao se pode observar um sinal cadtico cm fungao
da ligacao indicada através dos dizeres "0SC-X" na Figura
B. Se isto também nao produzir resultados, deve-se ligar
a saida do gerador de freqléncia uma resisténcia aproprta
da (normalmente da ordem de son).

2

Comeca-se entdo com uma tensao de excitagao de cerca de
0.5 V e aumenta-se essa tensio lentamente. Deve-se entio
anotar todos valores da tensio para os quais ocorrerem do
bramento do periodo. Do Besmo modo deve-se medir das am-
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plitudes "vizinhas". Para a definicdo das amplitudes vizi-
nhas veja Figura 9.

Up

/| I /AN
PAEEW LW W LW

Figura 9 - Exemplo de determinaciao das diferencas entre amplitudes
vizinhas. Deve-se medir a diferenca de tensio entre duas
azplitudes provenientes de um dobramento do periodo de
uma amplitude dnica.

1) Determina-se a e § de Feigenbaum atraves de

d

n
Podna

&
n v

Os dados assim obtidos dariao somente aproximagoes gros
seiras para a e 8, Isto porque, e= primeiro lugar, nossas me
didas nio tém precisdo suficiente; além disso, existe o pro-
blema de que a lei segundo a qual I(t) transforma-se em I(t+T)

nio @ a equacdo logistica, mas sim uma funcdo ndo conhecida,
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da qual apenas sabemos possuir um maximo quadratico. Por is-
so, somente no limite n+® (n:nimero de bifurcacdes) podere-
mos esperar obter um valor exato para o e §. Nosso aparelho
experimental permite entretanto a observacao de somente 3 a
4 bifurcacoes. Esse fato € basicamente conseqliencia da largu
ra finita do traco do osciloscopio, da estabilidade da ampli
tude do gerador de freqlléncias bem como, em parte, devido a
ruido térmico em todos componentes eletronicos utilizados. Es-
ses efeitos tornam impossivel a observacao das pequenas sepa

racdes provenientes de bifurcacoes de ordem mais elevadas.

3.2 Exemplos de Resultados Expenimentadis

As medidas que descrevemos a seguir foram feitas com
um diodo do tipo 1N4002, A indutancia da bobina utilizada nao
foi medida. Porém, baseado na nossa experiéncia com circui-
tos nao-lineares desse tipo bem como da freqlléncia de resso-
nancia, a estimamos em aproximadamente 100upH.

Observamos os seguintes efeitos:

Experimento 2V 4 Distancia dos Maximos

Dobramento do periodo 1:2 | 3,3V -

Dobramento do periodo 2 : 4 6,6V 4,6V
Dobramento do periodo 4 : 7,8V 1,2V
Dobramento do periodo 8 : 16| 8,05V 0,35V
Caos 8,2V 0,05V

Destes dados é facil calcular-se usando (7):

84 s
) 4,8
81 3,
8y 3,5

Os valores concordam (como era de se esperar) somente em Or-

dem de grandeza com os valores teoricos. Pode-se entretanto



observar a tendéncia de que para valores de n crescentes os
valores experimentais aproximam-se dos valores tedricos. Obvia
mente, j& que a concordancia @ apenas na ordem de grandeza,
nio ¢ necessario levar-se enm conta na analise os erros de ne
dida.

4. INSTRUCOES PARA USO DO PROGRAMA PARA COMPUTADOR

0 programa para computador que apresentamos no apén-
dice A foi escrito em Turbo-Pascal 4.0 e, portanto, roda enm
todos microcomputadares do tipo IBM-PC, AT ou compativein nos
quais estiver instalada esta versio ou versdes mais clevadas.

De medo como fol escrito o programa gera na tela do
computador o diagrama de birfurcacdes para o mapa logistico
utilizando a maxima resolucido da tela, Com respeito a este

programa desejo ainda apresentar as seguintes questoecs:

1) Amplificacao do dntervale de tramsicdo para o caos, Esco-
lha cortes convenientes na figura 7 de modo que quando am
plinrmos o corte escolhido a figura obtida seja idéntica a
figura original. Note que ¢ possivel achar-se infinitos cor

tes com esta propriedade!

2

Utilizacdo de outra fungio. Serd que (por exemplo) sen(x)
apresenta a mesma "drvore” de bifurcacdes que o mapa lo-

gistico?

1) Tente funcées que nio possuam um maxime quadritico (por
exemplo, |x=1/2]|, onde q & um nimero nio-inteiro). Odia

grama deve modificar-se.
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APENDICE A . PROGRAMA PARA A GERACAQ DE DIAGRAMA DE BIFURCACOES

prograz feigenbaum;
{$Ke} (% Switeh on Coprocessor #)
uses CRT, Craph;
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VAR
GraphDriver,GraphMode,xPixel,yPixel,n,m,xmax,ymax : Integer;

x,Lambda,LambdaStep,LambdaMin,LambdaMax : Real;

BEGIN
GrapliDriver:= Detect;
InitGraph (GraphDriver,GraphMode,' ');
xmax:=GetMaxX;

ymax:=GetMaxY¥;

writeln ('Input Lambdamin,Lambdamax');
readln(Lambdamin,Lambdamax) ;
ClearDevice;

Lambda:=Lambdamin;

Lambdastep:=(Lambdamax-Lambdamin)/xmax;

REPEAT
xPixel:=trunc(1.0/(Lambdamax~Lambdamin)*(Lambda-Lambdamin)*xmax) ;
x:=0.5
for n:=1 to 400 do x:=4*Lambda*x*(1-x);
ms=2; (* Color -- Code *)

for n:=1 to 64 do begin
x:=4*Lambda*x*(1-x);
yPixel:= ymax-trunc(x*ymax);
PutPixel(xPixel,yPixel,m);
end;
Lambda:=Lambda+Lambdastep;
UNTIL (Lambda >= Lambdamax):
line (1,ymax,xmax,ymax);line(1,1,1,ymax);
gotoXY(5,1);
writeln('LambdaMin = ',lambdamin:1:2,' Lambdamax = ',6lambdamax:1:2);
GotoXY(5,2);
writeln('Xmin = 0 , Xmax = 1');
readln;
closegraph;

end.
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