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ENERGIA MAGNETOSTATICA: UMA DEDUCAO SIMPLES E GERAL*
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RESUMO

E apresentada uma deducdo simples e geral da energia
armazenada num campo magnético estdtico no vacuo que ndo faz
referencia a circuitos ou baterias, nem utiliza quaisquer pro
priedades especiais de certas classes de materiais, tais co-
mo a lei de Ohm,

1. INTRODUCAQ

A energia eletrostatica de um sistema de cargas pon-
tuais é definida como o trabalho externo necessdrio para, par
tindo de uma configuragdo inicial em que as cargas estao in-
finitamente afastadas uma das outras, trazé-las até suas po-
sigcdes finais de um modo infinitamente lento (adiabaticamen-
te). A generalizacdo para distribuicSes continuas de carga ¢
imediata. Seria de se esperar uma definigdo e deducao andlo-
gas para a energia magnetostatica, mas ndo é isso o que se
encontra nos livros didaticos. Algumas discussdes da energia
masnetostitica1'2 fazem uso explicito da lei de Ohm, deixan-
do a falsa impressdo de que o resultado obtido ndo é comple-
tamente geral, mas depende das propriedades especiais de cer
tas classes de materiais. Outro tratamento, a ser encontrado

3'5, consiste em primeiro obter

mesmo em livros sofisticados
uma formula para a energlia armazenada num circuito e, em se-

guida, estendé-la para uma distribuigdo de correntes estacio
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nirias arbitriria. Acreditamos que este Gltimo método sofre
de duas desvantagens. A primeira é a necessidade de se infe-
rir uma expressdo geral para a energia magnetostitica a par
tir de uma andlise especial aplicada s um sistema muito par
ticular envolvendo baterias e fios condutores, quando, de um
ponto de vista 16gico, seria desejavel deduzir o particular
do geral. A segunda é a necessidade de recorrer ao seguinte
argumento que, embora correto, nos parece nao muito natural:
qualquer densidade de corrente solenocidal (ou seja, cuja di
vergéncia é nula) pode ser decomposta em elementos tubulares
infinitesimais que sdo assemelhados a circuitos portadores de
currentelﬁ. A fim de evitar esses pontos que julgamos fracos,
propomos uma dedugdo geral da energia magnetostatica como o
trabalho externo necessiario para estabelecer adiabaticamente
uma distribuicdo de corrente estaciondria, mantendo, assim,
uma analogia tao intima quanto possivel com o problema ele
trostitico correspondente.

11. DEDUCAQ DA FORMULA GERAL DA ENERGIA MAGNETOSTATICA

Em vista de nosso interesse pPoOr um campo puramente
magnetostatico, lidaremos somente com correntes neutras, isto
¢, iremos supor que a densidade de carga total € zero com o
intuito de descartar campos eletrostiticos. Adotaremos, ain-
da, um ponto de vista microscépico segundo o qual as fontes
do campo eletromagnético consisten em cargas puntiformes mo-
vendo-se no wacuo, Suponhamos, portanto, que superpostas, co-
existanm duas densidades de carga iguais e opostas o, e p_ de
tal modo que

pD=p +p =0 . 1)

+ -

Isto € exatamente o que acontece num fio metalico conduzinde
uma corrente constante, por exemplo. Suponhamos, agora, que
um agente externo ponha lentamente em movimento a densidade
de carga positiva 0,. e, ftpoil de um longo tempo T, a den-
sidade de corrente final J seja atingida (a densidade de car

25



B8 negativa supde-se permanecer em rnpaulo’). Indiquemos com
um subscrito t, tal como em }l. qualquer quantidade no ins-
tante t e escolhamos o intervalo de tempo T muito mais longe
do que ¢ tempo neceasario para um sinal luminoso atravessar
o sistema, de modo que o processo de estabelecimento da dis-
tribuicdo de corrente soja quase-estitico ou adiabdtico. Neg
sas circunstincias os efeitos de retardo sio despreziveis, sen

do legitimo escrever om qualquer instante ¢

B, = ¥« 7‘: , (2)
con
. n .z
A(r)--—:—[—.‘-—:—dv‘ (1)
£ Ir -7
[ ]
6.}l -0 . (4)

De acorde com a lei de Faraday, & medida que as car-
gas positivas vio sendo postas em movimento & induzido um can
po elétrico Et que satisfaz

3B
s t
E-ctz‘--—;,—t . (5)

Conbinando as Eqs. (2) e (5) obtemos

. A
ﬁxz‘-ix(-—-s-}). (6)
donde
3A
Et---,‘l. (7

NGs ignoramos o gradiente de um potencial escalar que pode
ria ser acrescentado ao lado direito da Eq. (7) porque ele
representaria um campo eletrostitico, mas tal campo nio exis

te em nosso contexto em virtude da Eq. (I). E facil verifi-
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car que E[ dado pela Eq. (7) é o campo elétrico completo no-
tando que
- a -
TE, .- (ﬁ_.\‘) -0, (8)
de modo que ele satisfar a equacdo correta consistente com a
Eq. (1), tendo sido usada a propriedndl9 @.Kl = 0 decorrente
das Eqs. (3) e (4).
Uma vez que campos magnéticos nido realizam trabalhe
sobre cargas em movimento, o trabalho realizado pela ageéncia

responsavel pela cdlllcncao da corrente deve-se a um campo

elétrico externo E necessario para contrabalancar o campo
induzido:
34
=(e) - ¢
E R e (9)

Seja ;: a velocidade do elemento de carga positiva dq = n‘dv.
A poténcia fornecida a este ele=mento de carga infinitesimal

é dq Ef' ';l‘ de sorte que a poténcia total expendida pela

agéncia externa no instante t @

dw s+ =(e) + t
e I JE Ty - I T (10)

- -
onde usamos J = p w
t +

Farendo uso da Eq. (3) segue-se que

- > > -y

aw o Jttr).Jl(r ) p \

&M Ty el
[¥ -+

I®.I.an
dv dv' + J-—-‘———dv dv'} |
r-r

w33 6o
J-‘—‘ (r1)

- o
b L
a Gltima passagem justificando-se pela observagao elementar
que as duas integrais sdo iguais porque uma pode ser conver-

tidas na outra pelo mero intercambio de variiveis de integra

. - -
cao r ** r'. Conseqllentemente,
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w1 oa v @®d !
dt " T3¢ H[ r-ﬁ ;II drmel) o

r -
d {1 -

-E(ij'igm.alum) i (12)
com novo emprego da Eq. (3). Assim, a energia magnética tor
na-se

B dw 1
UH-[od—Edt-’fIJ.A dv (13)

onde J ¢ A representan os valores finais da densidade de cor
rente ¢ do potencial vetor, respectivamente, seus valores ini
ciais sendo nulos’. A Eq. (1]) é a forzula geral que busca-
vapos, e daqui em diante o procedimento & padronizado.

A tradugao de U" €= termos exclusivamente do campo

magnético ¢ nuito mimples. A lei de Ampére fornece

de modo que

1 P 1 - - 3 o+ -
Uy = g 6!B.J\dv-ﬁ-f{a.a-A-".(A-I]}dv-
o Q
| 2 1 T
- fﬁ: I B dv - IE; {s A x B.da . (15)

A integral de superficie ao longo da superficic esférica no
infinito é zero porque A xB| decresce pelo menos tdo rapida

mente quando 1/r° a grandes distancias, ¢ ficamos conm
2
B
Uy - I 3;; dv (16)

111, COMENTARIOS FINAIS

A dedugio da Eq. (13) que acabamos de apresentar e
plenamente geral para us campo nmagnetostatico no vacuo: nao

se menciona qualquer mecanismo particular para o estabeleci-



mento das correntes e nenhuma propriedade especial de uma
classe restrita de materiais ¢ invocada. Em nossa abordagem
a transicdo da Eq. (10) 3 Eq. (13) bascia-se somente num ar-
gumento de simetria extremamente simples, ¢ ndo requer iden-
tidades vetoriais ou teoremas (nt!gr-il'u. Finalmente, outra
caracteristica saliente de nosso tratamento ¢ o uso da ex-
pressdo dada pela Eq. (7) para o campo elétrico induzido em
termos da derivada temporal do potencial vetor. Essa forma
atil, simples ¢ explicita do campo elétrico produzido por cor
rentes lentamente varidveis nao parece receber a atengio que

merece nos livros-textos tradicionais.
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