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UMA REVISAO SOBRE AS FUNCOES DE GREEN ESTACIONARIAS (1)
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INTRODUCKO

0 estudo das fungGes de Green € assunto vasto e complex, en
volvendo inumeras dificuldades matematicas. A rigor, essas nao sao
fungées no sentido usual do termo, mas sim distribuicoes e como tal
deveriam ser tratadas. No entanto, € possfvel estabelecer-se una me.
todologia para o calculo dessas funcdes de maneira ordinaria.

Num recente trabalho, Bellandi, Oliveira e Pavio(” apresen
taram uma revisao didatica das fungdes de Green dependentes do tem-
po, abordando-as de uma forma heuristica e dando &nfase na interpre
tacao fisica dessas fungdes.

Mostraram também como essas funcoes podem ser calculadas,
em certos casos, de forma intuitiva e, particularmente, como as fun
¢oes de Green estacionarias podem ser determinadas a partir da trans
formada de Fourier das fungoes dependentes do tempo.

Numa série de artigos, pretende-se fazer também uma revisao
didatica das fungdes de Green estacionarias, apresentando alguns mé
todos de calculo e discutindo as relagGes entre eles.

Na Segao 1 deste trabalho, calcula-se a funcao de Green pa-
ra uma dada equagao diferencial unidimensional, uti lizando-se do pro
cedimento heuristico da Ref. (1), estabelecendo-se uma regra de cial
culo particular em termos das solugdes da equagcao homogénea. A par
tir desses resultados, discute-se na Secao 2 o Método da Variacio
dos Coeficientes.

Nos trabalhos subseqlentes serao discutidos, ainda para pro
blemas unidimensionais, o Método de Sturn-Liouville e o Metodo de
Expansao em AutofungGes. Apresentar-se-a, também, metodos para se

calcular funcoes de Green para equagoes diferenciais a derivadas par
ciais.
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1. UM METODO SIMPLES DE CALCULO

Considere-se a seguinte equacao diferencial unidimensional nao

homogénea

;;q;z; y(x) + k2 y(x) = f(x) (1.1)

cujas solugoes se quer obter no intervalo 0 Sx s£ . Supondo-se que

as condigoes de contorno impostas ao problema sejam
y(0) = 0 e y(€) = 0 . (1.2)

procurar-se-a as solugoes dessa equacao diferencial de modo analogo
aquelas obtidas para o oscilador harménico clissl:n(”‘ ou seja, na
forma de uma integral envolvendo a fungao de Green.

Observe-se que nesse caso as condigoes de contorno estao im-
postas sobre as solugoes nos extremos do intervalo, enquanto que pa-
ra o oscilador harménico elas sao estabelecidas sobre a fungao e sua

derivada primeira, ou seja, sobre posigio e velocidade iniciais.

Isto exige uma modificagao no metodo de calculo. Para tal,
escolhe-se um ponto x' no intervalo [0,8) e defline-se duas fun-
coes g1{x,x') diferente de zero para x<x' e 9, (x,x') diferen

te de zero para x >x' .

Seja a fungao gl(x,x') definida por
glx,2') = B(x'-x)g, (x,x") + 8 (x-x")g, (x,x") (1.3)
no intervalo [0,£], onde 6(x) ¢ a funcao de Heaviside:

1, para x>0
8(x) = (1.4)
0, para x<0 4

Pode-se escrever as solugoes da Eq. (1.1) na forma de uma in

tegral do seguinte tipo
&
y(x) = glx,x") f(x")dx' . (1.5)
0

As condigoes de contorno, Eqs. (1.2), ficam satisfeitas se

g(0,x) = 0 e g{l,x') - 0 F (1.6)
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Da Eq. (1.3), vé-se que essas condicoes de contorno ocorrem
quando

g1(0,x') = 0 e gy (L") = 0 o (1.7)

Verifiquemos quais sao as condigoes que devem ser Impostas
sobre as fungdes g, (x,x') e g,(x,x'), a fim de que a Eq. (1.5) se
ja uma solucao da Eq. (1.1).

Para tal, deriva-se y(x) com relagao a x:

3 4
y'(x) = l\q'h.x‘) fix')dx' =

L 4
= - [6(x'=x) g, (x,x") Fx")dx" + B(x"'-x) g‘|lx,x‘)f(x')dx' +
L L
+ lé‘x-x‘}gz(x,x')f(x')dx' + 18(:-:')94(:.:‘)[()&')&1::‘ B
0

onde 39; 8(x) = §(x), obtendo-se:

L
y'(x) = [g,(x,x) =g, (x,x)]f(x) « 1 B (x'=x) gf(x,x") fx')dx"' +
(4

+ 0 (x=x') g3 (x,x")f(x")dx" ] (1.8)

Impondo=-se continuidade sobre as fungoes g, (x,x') e g, (x,x")

para x=x',6 tem-se
gy (x,x) = g, (x,x) = 0 . (1.9)

Derivando-se novamente com relagao a x, encontra-se
£
Yy (x) = [g3lx,x) =g/ (x,x)]1f(x) + | 8B(x"=x) gy (x,x') f{x')dx" +
4
. B (x-x") gy (x,x") f(x') dx* . (1.10)
0

Dessa forma, a equacgao
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y"(x) + k2 y(x) = f(x)
fica satisfeita se:
gy (x) + k2 g,(x) = 0
g5 (x) + k2 g,(x) = 0
a derivada primeira no ponto x =x'
91 (x,x) - g;(x,x) - 1
e a condigao de continuidade
As solugoes das Eqs.
contorno dadas pelas Eqs. (1.7) sao

g, (x,x"') =

gy (x,x') =

(1.11), que satisfazem as

Alx"') senk x

: 0 S m s L

§ 0 s ix

(r.arr)

H x' < x s ¢ .

for descontinua, ou seja,

(1.9) se verificar.

condigoes de

(1.13)

B8(x') senk(f-x)

Impondo-se as condigoes dadas pela Eq. (1.9) e Eq. (1.12), de-

termina-se as fungoes A(x') e

linear de equacgoes

B(x'),

como solugées de um sistema

B(x') senk(L-x") - A(x') senkx = 0

B(x')kcosk(£-x"')

sen k(£-x')
sen

Alx')

Portanto,

B(x") = -

+ A(x') kcos kx' = =1

sen kx'

ksen (r.14)

g, (x,x') = -ﬁ;lm!en kx senk(fL-x")

g, (x,x') =

Assim, a funcao de Green

forma usual:
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"k sc:nkl senkx sen k(£-x') , para x < x
L (1.16)
- kselnkl senkx'sen k(€-x) , para x > x'

Pode-se ainda encontrar qual deve ser a equagao diferencial

que gl(x,x') satisfaz, usando-se a expressao dada pela Eq. (1.3):
gx,x') = B(x'-x)g, (x,x') + 8(x-x")g, (x,x")
Derivando-se com relagao a x, tem-se
g'(;,x') = - 8(x'-x)g, (x,x") + 68(x'-x)g;(x,x') +
+ 8(x-x")g, (x,x") « B(x-x")g) (x,x")
como
S(x-x")gy(x,x") = 6(x'-x)g, (x,x') = 0
devido a continuidade no ponto x' =x, obtem-se
9' (x,x"') = 8(x'=-x)gy(x,x') + B(x-x')g}(x,x")
Derivando-se novamente:
g (x,x") = - &(x'-x)g{(x,x"') + 6 (x'-x) g (x,x") +
¢ S(x-x")gd(x,x') + B (x-x") g% (x,x")
Usando-se a Eq. (1.12), pode-se escrever
9" (x,x"') + kg lx,x') = 80x,x") + 80" =x) [g) (x,x') +&3g, (x,x')] +
+ 0 (x-x")[a%(x,x") +kig, (x,x")]

Como as fungoes gl(x.x') e g,(x,x') satisfazem a equagao

homogenea, encontra-se a seguinte equagao diferencial para glx,x'):
d2
T glx,x") + k2 g(x,x') = &(x-x') 5 (r.17)
ou seja, glx,x') satisfaz a una equacao diferencial nao homogénea com
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una fonte pontual,

Costuma-se trocar o sinal do segundo membro dessa equagao:
9" (x,x') ¢ k7 glx,x') = = &(x-x')

© que, consequentemente acarreta uma mudanga de sinal nas solugdes
dadas pela Eq. (1.16):

'k_sc'F—k'fscnk' sen k(£-x") x < x'
glx,x') = (1.18)
msen kx'sen k(-x) x > x'

Essa fungao de Green foi, na verdade, determinada em termos
das solugoes da equagao diferencial homogénea; uma que se anula na
origem, y, (x) = senkx e outra que se anula em x=£, ¥, (x)msenk(€-x) .
0 denominador, ksenkf, nada mais ¢ do que o determinante wronskiano

entre y,(x) e y,(x)
Wilyyaya) = vy () yd (x) -y (x) y (x) = - ksen k¢ (1.19)

A fungao de Green nesse caso pode ser escrita na forma

yalx) y, (x')

Wilyy,yg) %

glx,x') = (1.20)
va(x') v, (x) v >
H(YIIYI)

Essa mesma solugao pode ser determinada como uma particular
aplicacao de um método geral de solugées, o método de Sturm-Liouville,

que sera apresentado num trabalho posterior.

2. METODO DA VARTACAO DOS COEFICIENTES

0 método de determinagao da fungao de Green visto na segao
precedente sugere que esta pode ser determinada uma vez conhecidas
as solugdes da equagio diferencial homogénea.

Considere-se novamente a equacio diferencial nio homogénea
obtida na sec¢ao anterior,

E% glx,x") + k2 g(x,x"') = - §(x-x") . 2.1
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com as condigoes de contorno:
g(0,x') =0 e g(Z,x') = 0 5 (232
Duas solugoes linearmente independentes da equagao homogénea
correspondente sao senkx e coskx.
Assim, pode-se propor para g(x,x') o seguinte Ansatz
glx,x") = A(x,x') cos kx + B(x,x') senkx i (2.3)
e determinar A(x,x') e B8(x,x') de modo que glx,x') seja solu-
gao da Eq. (2.1), satisfazendo as condigoes de contorno dadas nas
Eqs. (2.2).

Derivando-se gl(x,x') com relagao a x, tem-se

g'(x,x') = =~ k[Asenkx - B cos kx] +
+ A" cos kx + B' senkx .
€ necessario se Impor que
A' coskx + B' senkx = 0 F (2.4)
Essa condicao assegura que a fungao de Green é continua no In
tervalo [0,£]. Para se verificar isso, considera-se x' num Interva

lo infinitesimal € em torno de x. Pode-se escrever

glx,x-c) = A(x,x-g) cos kx + B(x,x-g) senkx

glx,x+c) = A(x,x+c) cos kx + B(x,x+e) senkx .

Expandindo-se A e B até termos de primeira ordem em €,
tem-se

gl(x,x+e) - g(x,x-€) = 2€[A' cos kx +B' senkx] .
Assim, A' cos kx + B' senkx = 0 implica que g(x,x') € con-
tinua no intervalo [0,2].
A derivada segunda de gl(x,x') com relagao a x sera:

g"(x,x') = -k?[Acoskx + Bsenkx] - k[A' senkx - B' cos kx] .
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Portanto,

9" (x,x') +k3g(x,x') = = k[A' senkx -B' cos kx] = - §(x-x')
(2.5)

Obtém-se assim, duas equagdes lineares nas variaveis A' e 8'

A' cos kx + B'senkx = 0

(2.6)
A'senkx - B' coskx = 1/k 8(x-x")
cujas solugoes sao
A' = .‘L’.'T‘ﬁ §(x-x")
(2.7)
8' - - Eﬂk“_". S(x-x') .
Integrando-se com relagao a X, tem-se
"
A‘Ax’ﬂg_ki— para x > x'
- A para x < x!'
'
B =~ 8B, = D SIKR para x> x!
= B para x < x! .
Pode-se, assim, escrever:
glx,x') = A, cos kx + 1/k sen kx' cos kx + B, senkx +
= 1/k cos kx' senkx para x> x! (2.8)
glx,x') = Ay cos kx + B, senkx para x < x' (2.9)
Impondo-se as condigdes de contorno, determina-se
Ay = 0
(2.10)

8 . senk(2-x')
1 ksenkl 2
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Portanto,

i—;gaiz sen kx senk(£-x") para x < x!

glx,x") =
T?%FTT sen kx' sen k(£-x) para ? e i LU
resultado que coincide com o obtido na secdo anterior. Note-se que

a funcao de Green assim calculada apresenta explicitamente a condigido
de continuidade no intervalo [0,8]. Este método de determinagao da
fungdo de Green estacioniria & conhecido como o Método da Variagio
dos Coeficientes.

REGRA GERAL

Seja D um operador diferencial linear e a seguinte equagao
diferencial

D glx,x') = &(x-x')
cujas solugoes se quer determinar num certo intervalo [a,b], satisfa

zendo condigées de contorno definidas.

1) Determina-se as duas solugoes linearmente independentes

fy(x) e f,(x), da equagao diferencial homogénea
Df = 0

tal que, f,(x), seja regular em a e fa(x) regular em b.

2) Escreve-se para g(x,x')

glx,x') = A(x,x') fr(x) + B(x,x') f,(x) .
3) Substitui-se na equagao diferencial, impondo-se que
d d
(75 A)F, + Gz 8)f, = 0

4) Determina-se A e B, de forma que essa condigao esteja
satisfeita e que gl(x,x') satisfaga a equagao

Dglx,x') = &(x-x')

e as condigoes de contorno impostas ao problema.
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Para reforgar o entendimento sobre a aplicagao desse método
calcular-se-a explicitamente a fungao de Green para a seguinte equa-
¢ao diferencial

% glx,x') + I;ad—! glx,x") +« (1 -—:%] glx,x') = - .:: 8 (x-x")

onde m ¢ inteiro, positivo ou negativo, 0 s x SR, com as condigoes
de contorno:

g(0,x") ¢ finita

g(R,x') = 0 .

Essa ¢ a equagao diferencial radial para o problema das vi-
bragoes transversais de uma membrana circular.

Para a aplicagdo do método deve-se conhecer as solugoes da
equagao diferencial homogénea correspondente, que € uma equagao dife
(2): Jm(x).
regular na origem, e um(x), regular em qualquer ponto do intervalo

rencial de Bessel. As solugdes linearmente independentes sao
fora da origem, ou seja,

rp(x) = 4, 0x)
fy (x) = Nm(x) -

Escreve-se para a funcao de Green
glx,x"') = ﬂ(x.x'lJm(x) + B(x.x')Nm(x) :

impondo-se que

A Jm(x) + B Hm(x) = 0 "

Substituindo-se g(x,x') na equagao diferencial obtém-se
A'J:n(x) + B Nr'n(x} = = I/x &§(x-x")

que, com a condigao anterior, forma um sistema de equagoes lineares

em A' e B'. Para determinante do sistema se encontra

a = Jlix) No(x) - Jm(x)HJ;'(x)
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(2)

que nada mais & do que o determinante wronskiano'' entre as solucdes

fi(x) e f,(x),
A = MW(fy,f) = = .
Assim,

A' = /W (=1/x) N (x) 8 (x-x")

B = /W (1/x) J (x) 8 (x-x")

Integrando-se com relagao a x, obtém-se

Ay - n/2 Mm(x') " x > x'
A -
Ay . x < x'
By + n/2 Jm(x'} . x > x'
B =
By x < x'
e para glx,x')
Ay Jm(x) v B Hm(x) i x < x'

glx,x) =

Ay J () s By N_o(x) - /2 Ny (x')J(x) + /2 =)

+ n/f2 Jm(x') Nm(x) . x > x'

Como g(0,x') deve ser finita, isto implica que By =0, pois
N (x) ndo & finita na origem. Da condigido g(R,x') =0 obtém-se que :

n L} 1
Ay = TI_TRT [ RY W (') - g (x') N (R)]
Portanto, a funcao de Green sera dada por:
I o eyl SR I G FUNCE) RO R

q(‘.ll) - 1
s - '
Tom) (N 00 3 R = M R) I (DT (), x> x
A exemplo de que se fez no final da segao | para se obter a
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Eq. (1.20), esse resultado pode ser escrito na forma de um produto de
solugées da equagao homogénea, que satisfazem as condigoes de contor
no Impostas ao problema. MNote-se que, para a equacao homogénea, ..l (x)
corresponde a solugao Yy (x) que & regular na origem. Quanto a se-
gunda solugdo y,(x), pode ser escrita como uma combinagao linear de
Jm(x) c Nm(x). uma vez que Jm(x) também € regular em x =R . Des
sa forma

ya(x) = A Jo(x) + B N, (x) .

Impondo-se a condigdo de contorno em x = R, y,(R) = 0, ob-
tém-se uma relagao entre A e B i

o B Nm(R)
4, (R)
portanto,
yy (x) = m [, (x) J_(R) - SN (R)]

0 determinante wronskiano entre Y, e y, fica proporcio-

nal ao wronskiano entre Jm(x) e Nm(x) .

U(Y; 2% BH'[.I (x) o N (x)] = Bﬁ

pols o wronskiano de Jm(u) com ela mesma é zero.
Quanto ao operador diferencial D, da equagao
D glx,x') = = §(x-x')

pode ser escrito na forma:

D = Egi (xad—;) + (x-?)
ou ainda

O o- g ) ) (x-22

com p(x)

Pode-se escrever, assim, g(x,x') da seguinte maneira:
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yy (x) y, (x")

px) Wiy, (x), y,(x))

glx,x') = (2.12)
vy (x") y, (x)

plx) Wiy, (x),y,(x))

Novamente, a solugao se apresenta numa forma tipica corres-
pondente aquelas obtidas por meio do método de Sturn-Liouville. No

exemplo da secao 1, a solugao (1.20) tem essa forma, sendo que p(x)s=

= 1.
0s operadores que podem ser escrilos como:
d d
D = % [p(x) a—;] + glx)
ou R A IR IC IR A tY
onde p(x) tem derivada continua: g(x) e f(x) sao continuas e
A nao dependente de x, sao operadores de Sturn-Liouville e suas fun

¢oes de Green podem ser determinadas na forma dada pela Egu 42020,

A discussao desse método se fara no préximo artigo.
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