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PHILOSOPHIAE NATURALIS PRINCIPIA MATHEMATICA: UMA PROPOSTA DIDATICA
ROBERTO THUT MEDEIROS*

Na comemoracao dos trezentos anos da publicagao dos “Prinel
pios Matematicos da Filosofia Natural', o "Principia", causa-nos es
tranheza que esse livro fundamental e riquissimo continue,em geral,
ausente das salas de aula dos cursos de Flsica e Hatematica.

Salvo raras excegées, o livro de Sir Isaac Newton tornou-se
uma rellquia, objeto de interesse apenas dos historiadores da cien-
cia. Huitos professores té@m receio de inclulrem obras originais em
sua bibliografia, argumentando complexidade de conceitos e demons -
tragdes e obscuridade na linguagem. Como veremos, pelo menos no que
se refere ao "Principia", qualquer aluno que tenha cursado o primei
ro semestre dos cursos de Calculo e Geometria Analitica est3 apto a
entender a maior parte dos lemas e proposigoes que Newton crliou em
seu livro. Quanto a obscuridade na linguagem, parece-nos um exercl
clo extremamente fértil quando se propoe ao aluno que tente modernji
za-la, lIsto €, traduzir a notacao das demonstragoes para uma nota-
¢ao atual, uma vez que isso s6 podera ser realizado se ele dominar
o corpo de conceitos envolvido. Além disso, ele podera observar co
mo a mecanica foi criada: os raciocinios, os procedimentos, os Iimi
tes que existiam na eépoca.

Assim sendo, nosso objetivo com esse artigo e menos apresen
tar um trabalho completo e rigoroso do que indicar exemplos que jus
tiflquem o que expusemos acima. Na primeira parte fizemos um esbo-
go historico do desenvolvimento do calculo até o século XVIl. Pas-
samos entao a discutir uma das proposicées do "Principia', procuran

do trazé-la para uma linguagem atual.

I. INTRODUCAO HISTORICA

A preocupagao com o infinitesimal & bastante antiga. Pode-

mos citar nomes como Eudoxo de Cnido e Arquimedes que tentaram re-

*0 presente trabalho oniginou-se de um seminaric dado pefo auton em
1986, no cunso de Metodos da Flsica Teorica, minisdtrado pelo profes
4on A. L. da Recha Banros, que propos o estude do desenho geometni-
co que figura no verse da nota ingfesa de "one pound” (uma £ibnra)
em homenagem a Sin lsaac Newton. Este desenhe foi usado porn Newton
na demonstracac da £ei do inverso do gquadrado da distancia e esta
no Livao 1,secdo 111, Proposicao XI, Problema VI dos "Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica”.
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solver o problema dos numeros irracionals ou "incomensuravelis", a=
presentado pelos pitagoricos e cuja origem esta na seguinte questao:
como expressar a hipotenusa de um triangulo retangulo IsGsceles?
Eudox propde um método que encerra o conceito atual de |imite e que
permite resolver o problema. Ja Arquimedes havia criado um método
de integracdo para o calculo da area de regides Iimitadas por cur-
vas e volume de regices limitadas por superficies que encerrava o
conceito de infinitesimal. No entanto, essas idéias se relaciona-
vam com entes geometricos e nao algebricos como o conceito de fun-
¢80, importantissimo no calculo diferencial e integral moderno.

Ao passarmos para o periodo moderno (século XVI e XVII) a si
tuacao comega a se modificar. 0 interesse de Galileu e Kepler pelo
mov imento provocou um grande desenvolvimento no estudo de curvas ge
radas pelo movimento dos corpos. No entanto, o fato de nao existir
qualquer notagao algébrica para variaveis ou para (ndices forcava os
matematicos a utilizarem-se do modelo grego para as demonstragoes das
propriedades ¢ para o estudo em geral de tais curvas.

Foi somente apds o intercadmbio com os arabes e sua algebra
ja bastante desenvolvida que o "imperialismo da geometria, apesar de
todos os seus letos"('), deixou a matematica. As possibilidades de
generalizagao da algebra, nas maos de Reneé Descartes, tornam-na um
metodo poderoso para se aplicar aos problemas geometricos e mecani-
cos. Nasce assim, a geometria analitica.

O0s infinitésimos e os indivisiveis comegam entao a serem ma
nejados despreocupadamente: expressoes como "infinitamente pequems'',
"incrementos evanescentes', ''sucessoes infinitas'" sao utilizadas sem
que se tenha uma idéia clara de tais conceitos. Como exemplo dessa
situagdo podemos citar o teorema de Cavalieri: para ele um plano e
constituido de um numero infinito de retas paralelas. Assim, pode-
riamos comparar areas de figuras planas e volumes de solidos compa-
rando os indivisiveis (retas ou planos) de uma figura com os de ou-
tra. Entretanto, surge uma pergunta: como pode a soma de algo que
ndo possui espessura (os indivisfveis) adquirir uma altura?

Neste ponto, € interessante citar uma observacao de J. Babi

()

mas que as novas condicoes econdmicas e 08 prOgress0s tecnolfogicos

ni : "0s homens do Renascimento sdo pessoas ungidas pefos proble-
impoem. Ao contrario da concepcdo antiga na quaf o caminho & mais
impontante que o resultado, agora & o resultado que {nteressa”.

N2o obstante a caréncia de fundamentos, & nos séculos XV
e XVIIl que o calculo infinitesimal toma corpo e alcanga seus malo-
res €xitos em sistematizacao e aplicagao, principalmente devido aos
trabalhos de Newton e Leibniz. Seu grande mérito deve-se a0 fato de

terem eles unificado uma série de processos atée entao desconexos: tra
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¢ado de tangentes, maximos e minimos, areas de figuras planas, volyu
mes de s6lidos, etc.,

Em sua obra, Newton varia todas as quant idades em relaciao ao
tempo; as‘'velocidades de variagao sao as "fluxGes" -equivalente por

tanto a derivada da fungao em relacao ao tempo - e as quantidades

mesmas sao os "fluentes', Ele utiliza a notagao do pento para :ndn
car a fluxao de uma variavel, isto &, se Yy € a quantidade variavel,

Yy serd fluxdo. Seu método ficou conhecido como ''Método das Flumdes' .

Note-se a vinculagao direta que Newton faz entre seu método e o con
celto de movimento. Como ele préprio diz, na introdugao ao seu “Tra
tado sobre a Quadratura das Curvas': "Neste thabalheo, considero as
magni{tudes matematicas constituidas, nao por partes arbitrariamente
pequenas, mas s4im engendradas por um movimentc confinuo. As Linhaa
nao se engendram mediante a soma de partes, mas pelo movimenfe con-
tinuo de pontos...". Com isso, Newton evita os paradoxos consequen
tes do teorema de Cavalieri.

Em seu '""Método das Primeiras e Ultimas Razces', Newton apre
senta o equivalente aoc nosso conceito de limite, que ainda carecia
de uma definicao segura. Por ""quadratura de uma curva', ele enten-
de a integral da funcao em um determinado intervalo, ou seja, a a-
rea abaixo do grafico da fungao.

Por sua vez, Leibniz havia elaborado seu méroda utilizando
um simbolismo que, por sua funcionalidade acabou se tornando a nota
¢ao que ainda hoje utilizamos, Além disso, Leibniz variava as quan
tidades matematicas com respeito a outras quantidades e nao somente
em relacao ao tempo. £ interessancte atribuirmos as diferencas de
mentalidades, os aspectos diferentes dos trabalhos dele e de Newton:
este Gltimo, sendo um '"fildso fo natural' (dirfamos hoje em dia fl
sico) que procurava vincular suas idéias ao mundo dos fendmenos, e
o primeiro, um matematico, um fildsofo cujas ideias possuem aquele
carater mais abstrato e simbélico.

Ja dissemos que 0 grande mérito desses dois grandes :ientls
tas foi unificar uma série de meétodos desconexos. Para Newton,o pon
to essencial encontra-se na inversao do processo de determinacao da
area contida sob uma curva partindo da ordenada ao qual, na expres-
sao da area, ele aplica o método das tangentes e obtém a ordenada,
demonstrando que sao problemas inversos. Podemos indetificar al o
Teorema Fundamental do Calculo. Em Leibniz o problema das areas e
encarado como uma soma de ordenadas e o das tangentes como uma dlfe
renca de ordenadas uma vez que soma e diferenca sao operagoes Jnvei
sas o calculo das areas e a determinacao das tangentes tambem o se-

riam,
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I1. 0S "PHILOSOPHIAE NATURALIS PRINCIPIA MATHEMATICA"

Se Newton nao houvesse escrito o Principia, poderiamos ain-
da assim considera-lo como um dos maiores cientistas que ja viveram.
No entanto, com a publicagao desse livro, ponto alto de seu pensa-
mento, ele se tornou - sem duvida alguma - o mais brilhante pensa-
dor da natureza, o "fildsofo natural' mais completo que se tem notl
cla, A medida em que folheamos o Principia e tomams contato com Sseus
axiomas, lemas e proposicoes, uma sensagao de profundo respeito vai
se desenvolvendo em nosso espirito. Sua coeréncia interna e guase
infinita riqueza de idéias tornam-no um livro digno de ser lido por
qualquer pessoa que ainda possua sensibilidade a intuigoes fisicas e
demonstragdes matematicas.

Newton utiliza-se largamente dos conceitos de limite, conti

nuidade e derivada ao longo de todo o livro. Na primeira secao do
livro | - sob a denominagao de "0 Método das Primeiras e Oltimas Ra
zoes' - essas ideélas sao apresentadas. Ao contrario do procedimen-

to moderno, Newton relaciona esses conceitos e suas demonstragoes as
quant idades geometricas tais como comprimento de semi-retas, de ar-
cos, etc... Com isso, o método das '"fluxdes', junto com sua notacao

nao aparece em nenhum momento de modo explicito.

I17. UM EXEMPLO: LIVRO 1. SECAQ I11. PROPOSICAO XI. PROBLEMA VI

""Se um corpo possui uma orbita eliptica, € necessario encon-

trar a expressao da forga centripeta que tende ao foco da elipse."

Na secao |l, Newton procura estabelecer uma relacao entre a
forca centripeta e grandezas geometricas (distancias) para um cor-

po se movendo sobre uma trajetoria qualquer. 0 resultado obtido é:

- 1 2 -
- a forga centripeta € inversamente proporcional a EETﬁgl_ (segao
11, proposigao VI, corolarios | e V).
€ na segao Il que ele passa a analisar diversos tipos de

orbitas particulares. No nosso caso, a orbita eliptica com a forga
centripeta dirigida para um dos focos da elipse. 0 trabalho resume
-se, portanto, em encontrar uma razao igual a expressao acima. |Is-
to & feito multiplicando-se trés proporgoes determinadas exclusiva-
mente por métodos geometricos (semelhanca de triangulos, proprieda-
des da elipse, etc.) e com o aux(lio do conceito de limite, sendo
este ultimo estabelecido na segao | (Método das primeiras e Gltimas

razoes).
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TEXTO EXTRAIDO DO ORIGINAL DE NEWTON®
PROPOSICAO XI. PROBLEMA VI

"If a body revolves in an ellipse; it is required to rind the law
of the centripetal foroce tending to the focus of the ellipee.”

"Seja S o foeco da elipse. Tracemos SP cortando o didmetro
DK da elipse em E, e a ordenada Qu em x; completemos o paralelogra-
mo QzPr. E evidente que EP ¢ igual ao semieizo AC: pois se tracgar-
mos8 HI a partir do foco H da elipse e paralelo a EC, como CS e CH
ado iguais, ES e EI também 8a
rac iguais; entdo EP € a meig
-goma de PS e PI, iato & (por
causa das paralelas HI e PR e
dos dngulos iguais IPR e HPZ),
de PS5 e PH, os quata tomados

Jjuntoa sde itguais ao etxo in-

teiro 2AC. Tracemos QT perpen
dicular a 5P, e designando por

L o latus rectum principal da
28c?
AC

elipse (ou J, teremos:

L.QR:L.Pv = QR:Pv = PE:PC = AC.PC |,

e, tambem, L.Pv:Gv.Pv = L:Gv, e, Gv.Pv:Qut = PC?:(CD?

Pelo Coroldrto II, Lema VII, quando os pontos P e Q coinci-
dem, Qv?! = Qz*, e Qx* ou Qu*:QT! = EP?:pp? = CA*:PF*, e (pelo Le-
ma XII) = ¢CD*:cB*,

Multiplicando oa termos correapondentes das quatro propor-

coes ¢ simplificando, teremoa:

L.QR:QT* = AC.L.PC?.CD?:PC.Gv.CD*.CB* = 2PC:Gv, desde que
AC.L = 2BC*. Mas coincidindo os pontos Q e P, 2PC e Gv sdo iguais.
£ portanto as quantidades L.QR e QT*, proporcionais a estas, também

serao iguatis. Multiplicando esses tguais por %%;. L.5P* ge torna-
- . ? z - . . -
ra tgual a 553%11—. Portanto (pelos Corolarios I e V, Proposigdo

VI) a forga centripeta ¢ inversamente proporcional a L.5P?, iato é,

inversamente proporcional ao quadrado da distdneia SP."

QE!I

*"Mathematical Prnincipfes of Natural Philosophy and his System of
the Wontd", Sin lsaac Newton, traduzido ao inglés por Andnew Motte
em 1729 e revista pon Floxian Cajond. University of California
Press, edicac de 1946, pags. 56/7.
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PRIMEIRA PROPORCAO

w

CS = CH =

ES ES cs
TS5 = Hs = ESET = ¥.t5 ~ E5 =€l

S \ s,
SP+Pl = (ES+EI +PI) + Pl = 2(EI +Pl) = 2.EP

3> EP = §-E-it-P-L ; mas os angulos formados pelas distancias focais e a

tangente (IPR,HPZ) sao iguais,e como HI// RZ, os an
gulos PIH e PHI também sao iguais=Pl = PH

> EP = S"—;'ﬂ ; mas PS+PHa=2.AC (propriedade da ellpse)

obtemos portanto: EP = AC.

-l
x

m
©

mas

3
<

|
)

Px = QR e EP = AC

; QR AC
§ T e . (1)

SEGUNDA PROPORCACQ

g-.;.- -:-E'!E’_:‘ ; pelo lema VII, corolario |1, quando Q =+ P
IXN*TV*+*W 3 Qx -+ Qv +- Qw o
Qv . EE
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Aqui ja aparece uma das idéias fundamentais do calculo:o con
ceito de limite. 0 lema VII diz que "... a razdo Gltima entre o
arco, a corda e a tangente, qualquer um para qualquer outro, ¢ a ra
z3o da igualdade". Tentemos entdo, utilizando-nos de uma notagac mo
derna, provar este lema:

Seja Cf o comprimento do arco determinado pelos pontos P,
e P e seja Cr o comprimento do segmento de reta determinado por P,
e P. Desejamos determinar o limite de Cf/Cr quando x tende a xy.

Sabemos que:

Cf(x) = J)JI + f':(x) dx H Cr(x) = /(x-x‘,)! + [f(x)-F(!T)T}

X0

Quando x-=+xg , f'(c) +f'(x) e no

limite (uma vez que f(x) & conti-

; i i nua) f'(c)=f'(x); mas pelo Teore-

5 ;1‘ é i% — ma do Valor Médio para derivadas:
f1ife) fix) - f(xg) Pt ) fix) - Fxp) (1)

(x - lo) (x - xg)

X x
Cf(") _ AT g s /(x-xo)"r+[f(x)-f{xp)]T d x
{x- xo)
Xq X0
Jx /(x—x,)z+ff(x)-f(xg]]r dx
C (x - x,)
T Ve e gL - . (1)
xhXg, ST STF(x)-F(xa )7 + (x-x9)"
Aplicando a regra de L'Hospital:

9 I s T ® o
dx (N'Xaj
dC
_r 2.F (x) . (Fx)-F(xg)) + 2 (x=-xq) '
> " 3 utilizando

2 /[f(x)-f(xq)]r + (x-x4)°
dcC

r [Flx)-T(xa)]? ¢ (x-x5)2

= - X3 X=Xp (1v)

(x-x0) V[F(x)=-F(xg)]7 + (x-xg)7
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Substituindo (111) e (IV) em (11):

YIFG)-Flxa)]% + (x-%9)°
(K'Xq)
oy AT AL TN 5

X*+Xg
(x=x0) YIf(x)-F(xo)]7T + (x=x0)°%
C
: f [Flx)=Fixg)]® + (x=x)2
g fl’:, B T T tadlE w Gen - Y ¢

Isso demonstra uma parte do lema: a '"razao dltima* (dirfa-
mos hoje, o limite da razao) entre o comprimento da corda e o compr i
mento do arco € lgual a um. As outras razées podem ser demonstradas

de maneira semelhante., Prosseguindo o raciocinio, Newton escreve:

v EP v AT v? Ac?
9‘—-— mas EP-AC:Q—- og?r-m

QT P QT PF
ac?  ¢o? Qv?  cp?
pelo lema XI1: PFT " BCT £} E-.-r-r " BT . (2)
No lema XIIl, Newton diz: "Todo paralelogramo circunscrito S0

bre quaisquer diametros conjugados de uma dada elipse ou hiperbole
sao iguais entre si'"; ou seja, possuem areas iguais. € importante

‘frisar que a palavra "paralelogramo" inclui o retangulo, uma vez que

este ¢ um caso particular do primeiro, Vejamos como esse teorema
conduz a proporcao utilizada:
B A,y
Area (PDGK) = Area (ABMN) &
D ——
A - A
rea (PDGK) B.A, “u_j)" 2
e

Area (ABMN) = 4, A, = <

= A

PEi ” M
aiw BRG oy, Be = S ORG
PZ = PC.cos (0/2)
CZ = PC.sen(B/2) G *
2

Ai. & PC .scn(O/i)‘cos (8/2) N

Pc?,
Ay = —£—~§529 i mas PCa=CD e PC.sen = PF =

]

Co.PF g GB.PF _ , BC.AC _ AC? cn?
BT T Jans T PFT © BET *
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TERCEIRA PROPORCAQ

Quando Q+P, os triangulos T e T' tenderao a se tornar

seme lhantes., Podemos, portanto, montar a sequinte proporgao:

Q
Pv Qv Gv.Pv
D P w2 Ty !
pc?

mas ﬁ,‘!’" i portanto:

Gv.Pv pC?
™T T T s
G

Multiplicando os membros correspondentes de (1), (2) e (3),

obteremos:

QR Gv.Pv Qv _ AC Pc* cD? . QR.Gv _ AC.PC
Pv ""QvZ 'Qre PC ' TD? ' BCT (s BC?

2
mas L = 2.%5— onde L = latus rectum, ou seja, o comprimento do
segmento de reta, perpendicular ao diametro maior da elipse,que p'a_s_

sa pelo foco (para maiores informagoes, ver (2)):

L R.Gv L AC.PC Rl PC
(&) - ) = (&) - ST %ET"' 2.5
novamente, quando Q=+P , 2.PC~+ Gv, tal que
PC . 2 sp?
Lim Z'W -1 +s QR.L = QT ; multiplicando por (QT)

sp? sp? sp?,QT?
(ﬁ—) .QR.L = (QT . Qr? % L.5P% = -—Qé—

Entretanto, para uma dada elipse, L & constante, o que im-

plica que a forca centripeta & inversamente proporcional ao quadra-

do da distancia do foco.

IV, CONCLUSAQ

Nossa proposta nao pretende que se transforme obras origi-

nais em livros para cursos de graduacao em Fisica ou Matematica, re
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conhecemos a inviabilidade dessa idéia, Queremos apenas chamar a a
tengdo para esse recurso que sabemos, por experiéncia prdpria,ser a
melhor motivagao para o estudo de qualquer ramo da Flsica.

No caso particular dos Principia, gostar{amos de fazer uma
uUltima observagao: o livro forma um todo organico onde cada propos i
¢ao, cada lema, depende dos anteriores; a demonstragcaoc minuciosa de
alguns deles necessita da demonstragao dos que vieram antes e assim
por diante, de tal modo que se nao houver um certo bom senso, o aly
no e o proprio professor acabarao por se dispersar. Exatamente pe-
lo seu carater de motivagdao importa mais que o aluno perceba o que
vem a ser uma criagao cientifica do que saber reproduzir com rigor
as demonstracdes. Poder{amos ainda sugerir que a proposta nao fos-
se encaixada em um esquema expositivo de aula: o professor poderia
pedir a um aluno ou grupo de alunos que realizasse um seminario so-

bre determinado lema ou parte dos Principia.
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