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INTRODUCAQ

Todos nos temos alguma familiaridade com o processo de ob-
tengao de peliculas de sabao planas ou esféricas (bolhas de sabao).
Entretanto, apesar da simplicidade (agua, detergente e algumas arma
¢oes de arame), do potencial motivador para os alunos (multiplicidi
de e simetria das formas) e da riqueza dos conceitos fisicos funda-
mentais (fisica de superficie, energia minima, etc.) envolvidos nes
se processo, nao temos sido capazes de aproveitar o seu conteudo di
datico em nossas aulas de Ciéncia, a exemplo do que,ha alguns anos,
ja se vem fazendo em outros pafses.

Com esse artigo, procuramos chamar a atengao para essa omis
sao, apresentando e discutindo sete experimentos com objetivos cla-
ramente definidos, os quais poderiam ser facilmente reproduzidos em

sala de aula.

MATERIAL

0 material, assim como as dimensoes, nao sao criticos e adap

tagoes podem ser feitas de acordo com as disponibilidades:

1) bacia;

2) detergente liquido;

3) agua;

4) arame ou fio de cobre;

5) glicerina;

6) alicate;

7) soldador ou durepoxi;

8) barbante;

9) duas laminas transparentes de acrilico ou vidro;
10) pinos de metal e

11)massa de modelar.

* -
Trabalho apresentado na XXXVI Reunido Anual da SBPC.
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SO0LUCAO DE AGUA E DETERGENTE

Prepara-se, numa bacia, uma solucao aquosa com 1% de deter-
gente. 0 detergente deve ser colocado apés a agua, para se evitar
a formagao de bolhas. Mistura-se bem a solucgao e, em seguida, eli-
minam-se as bolhas da superficie. 0 tempo médio de vida das pelicu
las obtidas desta solugao é 20 segundos. Este tempo é suficiente
para se fazer boas observacoes, podendo ser dilatado evitando-se: cor
rentes de ar, vibragoes, mudangas freqientes de temperatura, ambien
tes secos, agua com impurezas. O tempo médio de vida aumenta muito
adicionando-se glicerina. Com 1% de detergente, 5% de glicerina e
o restante de agua, o tempo médio de vida ¢ alguns minutos. Utili-

zando-se 50% de glicerina, as peliculas resistem algumas horas(“'7).

ARMACOES DE ARAME

Nos experimentos sao utilizadas as seguintes armagoes:
A) um retdngulo dividido por um pedago de arame leve M, que pode mo
ver-se paralelamente aos menores lados do retangulo (Figura 5);

B) trés partes iguais em forma de U dispostas de modo que o angu-

lo entre elas seja 120° (Figura 8);

C) armagao B deformada de modo que uma das partes seja perpendicular

as outras duas (Figura 9);
D) um tetraedro regular (Figura 11);
E) dois anéis idénticos de arame (Figura 13).
Na montagem das armacoes, frequentemente € necessario unir
extremidades de arame. |Isto pode ser feito enganchando-se com alli-

cate ou co'ando-as com durepoxi. Utilizando-se fio de cobre as

extremidades podem ser soldadas.

A FISICA DAS PELICULAS JE SABAO

A formagdo de pelfculas de sabao é causada pelos chamados e
feitos de superficie. Outros fenomenos bastante conheclidos que tam
bém sao causados por esses fatores sao, para citar apenas dois: a
formacao de gotas durante o escoamento vagaroso de um Iliquido na pon
ta de um conta-gotas e a elevacao de llquidos em tubos capllares. Uma
descricao desses efeitos pode ser encontrada na bibliografia em ane
10(7). Discutimos a seguir apenas alguns aspectos fundamentals do

problema.



Primeiramente, vamos analisar a formagao de gotas durante o
escoamento vagaroso de um ligquido na ponta de um conta-gotas a tem-
peratura constante. Durante esse processo as moleculas do liquido
na e proximas a sua superficie livre nao estao em equilibrio termo-
dinamico porque sofrem, em media, uma forga menos intensa das molé-
culas da regiao gasosa, que envolve o lfquido, do que aquela que
elas sofreriam se essa regiao fosse substituida pelo Iliquido em ques
tao. ;

Por conseguinte, as moléculas na e proximas a superficie 1i
vre do lfquido sofrem, em média, uma forga nao balanceada que tende
a puxa-las de volta para dentro do liquido e que diminui, atée se a-
nular, a medida em que se afastam da superficie para o interior do
liquido (admitindo-se, neste caso, que o interior esteja em equilfl-
brio termodinamico).

Podemos conclulr, entao, que quando a superficie livre de
um Ifquido é formada deve haver uma menor densidade na superficie
(menor ndmero de moléculas por unidade de area) do que no interior
do lfquido, provocando uma diminuigdo da area dessa superficie, vis
to que um liquido & livre para mudar de forma. |Isso explica porque
a gota de um lfquido sempre assume a forma esférica (desprezando os
efeitos gravitacionais e de resisténcia do ar): assume a area mini-
ma possivel para um dado volume.

Sob um ponto de vista energético, podemos concluir tambem
que, se quisermos aumentar a area da superficie livre do liquido (coFrl
trariando a sua tendéncia natural), sera necessario recalizarmos um
trabalho por unidade de area aumentada, Esse trabalho pode ser re-
cuperado quando a area diminuir, de modo que a superficie parece ser
capaz de armazenar energia potencial, A energia potencial armazena
da em um elemento unitario de area de uma superficie tem sido defi-
nida como tensao superficial (0 = %%).

Consideremos agora uma solucao formada por moléculas de agua
e sabao (detergente). Um exemplo tipico de moleculas de sabao ¢ o
sal iénico de sédio, Cy7HysC00 Na' , encontrado nas gorduras animais
e vegetais. 0 ion negativo dessa molécula ionica ¢ formado por uma
""cabega' polar (carboxila C00") e por um "rabicho' apolar de hidro-

carbonetos (grupo CyzHj3s), conforme mostra a Figura 1.

("Rabicho" Apolar)

— C

7 HSS

-— C00~ ("Cabeca" Polar)

Figura 1 - Estrutura de uma molécula i6nica de sabao.
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Assim, quando as moléculas de sabao sao misturadas em baixa
concentragao com moléculas de agua, dissociando-se e formando uma
solugdo idnica, ocorre que a forga elétrica atrativa entre a cabega
polar e as moléculas (polares) de agua sera maior do que as forcgas
elétricas atrativas entre agua-agua e parte apolar - parte apolar,
criando uma configuragao energética que favorece a migracao dos ions
negativos para a superficie (adsorgao desses ions pela superficie),
numa situacao em que os rabichos apolares tenderao a ser expelidos
da solugao e as cabecas polares tenderao a ficar voltadas para a so
lugao (Figura 2). Dispersos no interior da solugcao aquosa, estarao
os ions positivos de sddio e também ions negativos nao adsorvidos

pela superficie.

Molécula de. Contorno Fechado
Detergente de Arome

Molécula Extremidade 4% Extremidode
de Agua Apolar Polar

Figura 2 - Estrutura da superficie de uma solugao de aqua e sabao.
Um contorno fechado de arame abandona a solugao.

Lembrando que a tensao superficial é consequUéncia do desba-
lanceamento de forgas intermoleculares (de natureza elétrica) quan-
do a superficie & formada, assim como a migracao de moléculas da su
perficie para o interior do liquido, podemos dizer que a fina cama-
da de ions negativos de sabao, adsorvidos pela superficie, deve pro

L) i

vocar uma redugao da tensao superficial Em outras palavras,
¢ esse efeito microscopico de adsorcao pela superficie dos ions sur
factantes de sabao que provoca o efeito macroscopico de diminuicao
da tensao superficial (em relagio a agua), que denominamos ‘“efeito
detergente''.

Surge agora uma questao: se a solugao de sabdo com agua pro
duz um efeito detergente, como explicar a formacao de peliculas de

sabao? A explicagao para a propriedade elastica exibida por uma pe
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ITcula de sab3do pode ser compreendida se lembrarmos que elasticida-
de significa o aparecimento de forgas restauradoras quando o siste-
ma & afastado de sua posigao de equillbrio.

Ora, ao provocar-se um afastamento das moléculas de sabao
que formam a pelfcula (digamos, por exemplo, retirando-se vagarosa-
mente uma estrutura de arame imersa na solugao, conforme mostra a
Figura 2), devemos esperar um aumento da tensdo superficial da pell
cula causado pela ocupagdo, nos interstfcios criados, por moleculas
de agua que se encontram disponfvels proximo a pelicula. Ou seja,
a0 se esticar a pelfcula ela reage no sentido de restaurar o equill
brio.

A ocupacdo dos intersticios & mais favoravel para moléculas
de agua do que para os lons de sabdo, que também se encontram dispo
niveis préximo a superficie, apenas em um primeiro momento, porque
ha relativamente mais moléculas de agua do que de sabao. Contudo,
com o passar do tempo, as chances tornar-se-ao mais favoraveis para
os lons de sabao, pols, como ja foil explicado anteriormente, esses
jons apresentam um processo energeticamente mais favoravel de difu-
sao para a superficie.

Isso explica, em parte, o carater temporarlio da propriedade
elastica de uma pelicula de sabao e sugere que o seu tempo de vida,
para uma temperatura T, poderia ser aumentado controlando-se a con
centracao de moleculas surfactantes e/ou inibindo a evaporagdo da
agua para o ambiente (por exemplo, controlando-se a umidade do meio
ou introduzindo glicerina na sua solugao).

Uma outra propriedade interessante das peliculas de sabao
que agora pode ser compreendida & o fato de a tensdo superficial nao de-
pender da area da pelicula, quando a concentragao de moleculas surfac
tantes for suficientemente alta (vide 19 experimento). Um aumento
de area, causado pelo afastamento de moléculas, diminui o numero de
moleéculas detergentes por unidade de area e, consequentemente, pro-
voca um aumento da tensao superficial. Contudo, se ha uma concen-
tragao suficientemente alta de moleculas detergentes (surfactantes),
entdo os Intersticios criados pelo afastamento sao preenchidos por
essas moléculas gerando uma efelto compensatério.

Un contorno fechado de arame, ao abandonar uma solugao de
agua e detergente, ergue a superficie elastica da solugao (Figura 2).
A agua, sob agao da gravidade, drena para fora da superficie, fazen
do com que esta comece a se colapsar. 0 processo acentua-se a med i
da que o contorno afasta-se da superficie, culminando com a captura
de uma pelfcula de sabdo (Figura 3)(2’.

Devido ao colapso da superficie da solugao, uma pelicula de

sabio, assim obtida, € formada por duas superficies constituidas de
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moléculas de detergente (Figura 4). As superflicies sao separadas em
grande parte por agua. A partir do momento em que a pelicula se for
ma, a agua comega a drenar para fora desta, através de uma série de

processos, até que uma espessura de equillbrio seja atingida(hh'vh

LTI

« v 4 v

/’4.—-.' a/

I

Figura 3 - Pelicula de sa- Figura 4 - Estrutura de uma pelicu-
bdo limitada por la de sabao.
um contorno fe-
chado de arame,

Cada uma das duas superficies de uma pelicula de sabao tem
a mesma tensao superficial da solugcao agua e sabao, caso a pelicula
nao seja muito delgada. Denomina-se tensao pelicular o dobro da ten

sao superficial (Gp =20).

19 Experimento:
Objetivos:

1) demonstrar que a tensao superficial independe da area da pelflcu-
la;

2) apresentar uma outra interpretacao para tensao superficial;

3) deduzir a equacao da energia superficial de uma pelfcula de sa-
bao.

Retirando-se a armacao A da solucao de agua e detergente, ob-
tém-se duas peliculas separadas por M (Figura 5). Variando-se suas
areas, mediante o deslocamento de M, observa-se que este permanece
em repouso, apos ser deixado livre para se mover. Conclui-se, as~-
sim, que as forcas de tensdo exercidas pelas peliculas sobre M sio

iguais em modulos e opostas, independentemente de suas areas.
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Figura 5 - Armagao A contendo duas pelfculas de sabao.

Em outras palavras, considere um deslocamento infinitesimal
dx da haste M de comprimento £ que provoque, respectivamente, um
aumento e uma diminuicao dA de cada uma das peliculas separadas
por M. Nestas condigoes podemos escrever:

pela conservacao da energia

dUA = = dUB

pela definigao de tensao superficial (no caso, tensao pelicular ap)

du = 0 dA = ¢ £ dx

du - g dA = o £(-dx)

pela definigao de forga associada a uma energia potencial U

dUA dUB

ou ainda (como ik )
a = g = a
Pa Pg p
Fy = ~Fy

Interpretando esses re~ultados, podemos dizer que tudo se



passa como se cada pelicula puxasse a haste M, independentemente do
valor de sua area, com uma forga o £. Além disso, podemos agora
reinterpretar a tensao superficial definindo-a como a forga exerci-
da por unidade de comprimento na superficie de um liquido (o -%).
Rompendo-se uma das peliculas contidas na armagao A (Figura
6), M desloca-se de x até x, sob agao da forga exercida pela pe-

lfcula restante, cuja componente segundo o eixo X é:

Fiotmy 02 OPL (3)

/;
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Figura 6 - Armagao A contendo uma pelficula.

0 trabalho desta forga para deslocar M e:
W o- J Fdx = [ -ap[dx (4)

onde dx € um deslocamento Infinitesimal,
Mantendo-se a temperatura constante, Up permanece constan-

te, e da eq. (4) tem-se:
X0
H--apt[dxnaplx (5)
x
tomando=-se x5 =0.
Como a area da pelicula e dada por:

A = Ix (6)

a eq. (5) torna-se

W = o A . (7)
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A variagao da energia potencial (superficial) da pelicula é
dada por:

AE. = ES(A,) - ES(A) - -W = -opA (8)

onde : ES(A.) e ES(A) s3o, respectivamente, a energla superficial
referente a area A, =0 e a area A.

Tomando-se ES(A.) =0, da eq. (8) tem-se:

E.(A) = o9, A (9)

Isto e, uma pelicula de sabdo & capaz de realizar trabalho e sua e-

nergia superficial é proporcional a sua drea'/+!0 .

AS_LEIS DE PLATEAU

No século passado, o flsico belga Joseph Plateau descobriu
empiricamente trés leis geométricas comuns a todo sistema de pellcu
las de sabao (contendo ou ndo bolhas): (12) somente trés peliculas
interceptam-se ao longo de uma linha; (22) o angulo entre duas pell
culas que se interceptam e 1200; (32) quatro linhas, cada uma des-
tas formadas pela intersecao de trés peliculas, encontram-se em um
ponto, e o angulo entre um par de linhas adjacentes & 109028'(1'7h

Das consideragdes feitas anteriormente sobre tensao pelicu-
lar, pode-se deduzir a 22 lei de Plateau a partir da 12: como trés
peliculas, de igual tensao pelicular, exercem forcgas iguais sobre
qualquer elemento da linha de intersecao, formando uma configuragao
estatica, o angulo entre duas peliculas deve ser 120° (trés forgas
coplanares de mesmo médulo est3o em equillbrio, quando o angulo en-
tre elas & 120°)(6) (Figura 7).

IFi|= 1R |=[Fs| = F

Figura 7 - llustracéo da 12 ¢ 22 leis de Plateau.
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29 Expeadmento:

Objetdivo: llustrar a 1?2 e a 22 leis de Plateau.

Retirando-se a armacao B da solucgdo de agua e detergente, ob-
tem-se trés peliculas planas, que se interceptam na reta determina-

da pelas jungoes das partes da armagao (Figura B8). Assim, o angulo
2? de

apresentar treés peliculas planas que

entre duas peliculas e 1200, o que esta de acordo com a lei

Plateau. A armagao C nao pode

se interceptam da mesma forma, pois se assim o fosse, o angulo en-

tre duas peliculas seria 180°, e o angulo entre estas e a terceira
seria 900, o que contradiz a 22 lei de Plateau. Retirando-se a ar-
magao C da solugdo, obteém-se peliculas que se interceptam numa linha

curva (Figura 9), o que verifica a validade da 22 lei de Plateau.

Figura B - Armagao B contendo trés
pellculas planas que
se lntarceptam numa rs
ta.

Num sistema de pelficulas

tal é dada por:

onde: E

6 e a energia potencial

Figura 9 - Armagao [ contendo trés
peliculas que se inter
ceptam numa linha cur
va.

de sabao, a equacao da energia to-

(10)

gravitacional, E, a energia conti

A

da entre as duas superficies (ou nas bolhas) e E5 a energia suwerficial.

Como a massa das peliculas € muito pequena,

pode-se despre

zar a energia potencial gravitacional, e a eq. (10) torna-se:

Se um sistema nao contem

(11)

bolhas, E, =0, e a eq. (11) torna-se

A

23



E = E (12)
Da eq. (9), tem-se:
E =" lo.A . (13)
p
Un sistema de pelfculas de sabao permanece num estado de e-
nergia total minima, quando em equilibrio termodinamico, o qual & a
tingido na pratica, assim que esteja em repouso. Este principio e

a eq. (13) permitem obter solucdes para certos problemas matema-

ticos, camo sera mostrado a seguir(!'h'5'6'7l

SOLUCAQ EXPERIMENTAL DE PROBLEMAS MATEMATICOS

No século XIX, Plateau mostrou que as solugoes de problemas
de determinacao da superficie de menor area, limitada por um contor
no fechado no espago, poderiam ser obtidas utlilizando-se peliculas
de sabao. Devido a isto, tais problemas sao conhecidos como proble
mas de Ptateau(z's'h'7)

Da eq. (13), conclui-se que,num sistema sem bolhas, a um va
lor minimo da energia total corresponde um valor minimo da area das
peliculas. Assim, para se obter, por exemplo, a superficic de menor
area limitada por uma circunferéncia, basta retirar um anel de ara-
me de uma solugdo de agua e detergente. Uma vez que esteja em re-
pouso, a pelfcula limitada pelo contorno tera a menor energia possL
vel e, portanto, representara a superficie de menor area limitada
por uma circunferéncia: um disco (Figura 10). Este mérodo pode ser
aplicado a qualquer contorno. Entretanto, ¢ importante observar que
um determinado contorno de arame pode apresentar mais de um sistema
de peliculas com energia mfnima (mfnimos relativos). Entre estes en
contra-se o de menor energia (minimo absoluto), que representa a su

perficie de menor area limitada pelo contorno. Um anel de arame a-

presenta apenas uma configuragao com energia minima: uma pelfcula
olana(4:5.6,7)
Figura 10 - Anel de arame limitando uma pelicula plana.
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O0s problemas de Plateau foram propostos por Euler, no inf-
cio do seculo xVIIl(z). Em 1744, Euler deduziu uma equagao diferen
cial, visando soluciona-los. Mais tarde, Lagrange simplificou a a-

nalise de Euler, e a equagao tornou-se conhecida como equagao de Euler

-Lagrange. Tal equagao possibilita determinar-se a superficie de
menor area para certos contornos., Contudo, para a maioria dos con-
tornos, uma solugao analitica nao foi ainda encontrada(h'T). Atual
mente, os matematicos que estudam os problemas de Plateau utilizam=-
se largamente de peliculas de sabSo(z'J'h).

3¢ Expendimento:

Objetivo: Obter a superficie de menor area limitada pelas arestas
de um tetraedro regular e ilustrar as leis de Plateau.

Retirando-se a armacao 0 da solugao de agua e detergente,
obtém-se um sistema formado por seis peliculas planas, na forma de
triangulos isosceles, que representa a superficie de menor area Ili-
mitada pelo contorno (Figura 11). De cada vértice parte uma linha,
formada pela intersecao de trés peliculas, que se encontram no cen-
tro do tetraedro. 0 angulo entre duas linhas € 109°28', e o angulo
1200 (1, 4.5,6,7)

entre duas peliculas é

Figura 11 - Superficie de menor area limitada pelas arestas de un te
traedro regular (armagao D).

Almgren e Taylor(1) demonstraram que as leis empiricas de
Plateau sao uma consequUéncia matematica do principio de minimizagao

de areas.

49 Expendimento:

Objetivo: Obter a superficie de menor area limitada por duas circun

feréncias de mesmo diametro, co-axiais e paralelas.

Ao se retirar da solugao dois anéis de raio r, de forma que
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fiquem paralelos e co-axiais, obtém-se um sistema formado por trés
peliculas que se interceptam simetricamente entre os aneis, forman-
do uma circunferéncia (Figura 12). Rompendo-se a pelflcula central,
obtém-se uma catenaria de revolugdo ou catendide, caso os anéls es-
tejam suficientemente proximos (Figura 13). Afastando-se os anéis,
a catendide aproxima-se do eixo (Figura 14), rompendo-se nos dois
discos limitados pelos anéis, quando a distancia entre estes for 1,325 r
(Figura 15), A area da catencide € o minimo absoluto (superflcie
de menor area) para distancias inferiores a 1,056r, e um minimo re-
lativo para distancias entre 1,056r e 1,325r. Quando a distancia
entre os anéis for maior que 1,056 r, a arca dos dols discos sera o

5.7)

minimo absoluto

Figura 12 - Sistema de peliculas Figura 13 - Pelicula formando uma
com energia minima 1i- catencide,
mitado por dois aneis
co-axiais, paralelos e
de mesmo diametro (ar-

magao E).
Figura 14- Catendide na iminéncia Figura 15 - 0s dois aneis limitan
de se romper. do peliculas planas.
As superficies ilustradas nas Figuras 13 (catencide) e 15

(dois discos) sao previstas analiticamente; ja as ilustradas nas Fi
guras 11 e 12 nao o sao, por apresentarem certas singularidades ma-

temiticas(s'?).
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59 Expendimento:

Objetivo: Obter a superficie de maior area limitada por um perime-

tro fixo.

Unem-se as extremidades de um pedago de barbante, e em se-
guida, ata-se este perfmetro a um anel de arame. Retirando-se o a-
nel da solugao de agua e detergente, obtém-se duas peliculas separa
das pelo perimetro de barbante (Figura 16). Ao se romper a pelfcu-
la interna, a pelicula externa minimiza sua area e, portanta,a area
dentro do perimetro torna-se maxima, fazendo com que este tome a for
ma de uma circunferéncia (Figura 17). Assim, a superficie de maior

area ¢ a de um f:fr"t:ulo(7 ”

Perimetro Pelicula
48 Boibonts Interna Circulo
<A =
f O

Pelicula Pelicula
Externa Externa
Figura 16 - Duas peliculas pla- Figura 17 - Apos o rompimento da
nas separadas pelo pe pelicula interna, o
rimetro de barbante, rimetro de barbante

toma a forma de uma
circunferéncia.

60 Expeadimento:

Objetivo: Ilustrar um sistema de peliculas contendo uma bolha nao

esferica.

Submerge-se parcialmente na solugao, a armagaoc D, contendo
o sistema de pelfculas ilustrado na Figura 11. Retirando-a, obtem-
se um novo sistema contendo uma bolha com a mesma simetria da arma-
¢ao (Figura 18). Nesta configuragao, a energia que se minimizou ¢
(1,4,5,6,7)

dada pela eq. (11), ja que En nao ¢ nula
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Figura 18 - Sistema de peliculas contendo uma bolha "tetraedrica".

Os problemas de se ligar n pontos coplanares, pelo menor per
curso, foram tratados pela primeira vez pelo matematico Jaob Steiner,
no século XIX, e sao, por isso, conhecidos como problemas de Steiner.
Estes problemas tém uma série de aplicagoes praticas, como por exem
plo a determinagcdo do menor percurso que liga um certo nimero de ci
dades, desprezando-se a curvatura da tcrra‘z'z’h‘6'7).

0 matematico CGURAHT(3), na década de quarenta deste século,
Mmostrou que os experimentos de Plateau com peliculas de sabao cons-
tituem um método de obtengao das solugdes dos problemas de Stelner.

0 menor percurso ligando dois pontos € o segmento de reta
que o5 une. Para se chegar a esta solugao utilizando-se peliculas
de sabao, procede-se do seguinte modo: tomam-se duas laminas trans-
parentes ligadas por dois pinos, de forma que fiquem paralelas (Fi-
gura 19). Retirando-as de uma solugao de agua e detergente, obteém-
s¢ uma pelicula perpendicular as laminas, que une os pinos e cuja

area ¢ dada por:
A = d¢ (14)

onde: d € a distancia entre as laminas e £ o comprimento da peli-

cula,

Figura 19 - L3minas paralelas ligadas por dois pinos, contendo uma
pelicula retangular.
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Como d é constante, tem-se, da eq. (14), que a menor area
corresponde o menor comprimento., Assim, a pellcula minimiza sua a-
rea, quando em repouso, € sua projecado sobre as laminas ¢ o segmen-
to de reta que une as projecoes dos pinos.

Problemas de Steiner envolvendo n pontos podem ser resolvi
dos, utilizando-se n pinos entre as laminas. Tal como os contor-
nos de arame, uma determinada disposigao de pinos pode apresentar
mais de um sistema de peliculas com energia minima, Para se obter
entre estes o de menor percurso, deve-se medi-los, No caso simples
de dois pinos, ha apenas uma configuragao com energia minima: uma pe
licula reLanguIar(B’h'5'6'7,.

Laminas quadradas de mesmo tamanho facilitam o manuseio. Os
pinos podem ser fixados as laminas com massa de modelar, e seu dia-
metro deve ser desprezivel comparado as distancias que os separam,
para se evitar solugoes incorretas. Isto ¢, a projecao de cada pi-
no, sobre as laminas, deve ser aproximadamente um ponto.

Nenhuma solucao analitica geral foi apresentada para os pro
blemas de Steiner, e as solugoes sao obtidas mediante auxilio de com

(6,7)

put agao

7¢ Expendimento:

Objefivo: Obter o menor percurso ligando trés pontos,

Dispoe-se trés pinos entre as laminas, de forma que suas pro-
jecoes formem um triangulo equilatero. Dois dos pinos sao fixados
as laminas, e o terceiro ¢ deixado livre. Retirando-se as |aminas
da solugao de agua e detergente, obtém-se um sistema de tres pelicu
las (Figura 20), cuja projegao sobre as laminas € constituida por
trés segmentos de reta, cada um partindo de um vértice do triangu-
lo, e encontrando-se dentro deste, formando angulos de 1200. A es~-

ta estrutura denominamos trevo (Figura 21).

120°

Figura 20 - Laminas paralelas liga Figura 21 - Trevo.
das por trés pinos, con
tendo trés peliculas re
tangulares.
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Seja P a projegao da intersecao das peliculas sobre as 13-
minas. Sejam A e B as projegces dos pinos fixos, e C a do pino
livre. Movimentando-se o pino livre entre as laminas (o que pode ser
feito com um arame preso a este), de forma que o angulo ACB permane
¢a menor que !200. P descreve um arco de circunferéncia que passa
por A e B (Figura 22). Este fato deve-se ao seguinte teorema: angu
los sobre um mesmo arco de circunferéncia sao iguais., Portanto, co
mo APB deve ser sempre 120° (29 lei de Plateau), esta é a unica tra
jetéria possivel para P.

Movimentando-se o pino livre, de forma que ACB cresca, nota
~$e que o comprimento do segmento PC diminui, anulando-se quando

ACB for 1209, e permane ce ndo assim, para angulos maiores (Figura 22).

C

Figura 22 - Solugao do problema de Steiner referente a trés pontos .

As laminas com trés pinos apresentam apenas um sistema de
peliculas com energia minima (mfnimo absoluto). Assim, a solucao do
problema ¢ a seguinte: se o maior angulo do triangulo, determinado
pelos pontos, for maior ou igqual a IZDD, O mMenor percurso sera cons
tituldo por seus menores lados. Se o maior angulo do tridngulo for
menor que 120°, o menor percurso sera o trevo (3+6+7

A obtencao analitica desta solugdo nao apresenta muitas di-
ficuldades, constituindo um bom exercicio de calculo do minimo de

uma fungao de duas variiveis(3J.

CONCLUSQES

A consecugao do objetivo principal deste trabalho esta asse
gurada pelos sete experimentos basi cos propostos, os quais, desde que
devidamente adaptados, podem ser utilizados como praticas de laborg
torio altamente motivadoras, em qualquer nivel de escolaridade (19,
2% ou 39 graus),.
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Para o 19 grau, alguns dos experimentos (por exemplo: 29, 59
e 69) podem ser didaticamente estruturados no sentido de desenvol-
ver a capacidade de observacao e de descricao qualitativa de uma si
tuagdo fisica familiar (concreta) a maioria dos alunos. (Quem nun-
ca brincou ou viu alguém brincar, com bolhas de sabio?).

Para o 29 grau, pode-se exigir que os alunos, partindo tam-
bem primeiramente de suas proprias observagGes e descrigoes qualita
tivas, cheguem a estabelecer relagoes quantitativas, como por exem-
plo: 19, 29, 39 e 79 experimentos. A interpretagao fisica destes ex
perimentos poderia ser discutida pelo professor e o0s seus alunos,em
sala de aula,.

Para o 39 grau, além do que ja foi sugerido para os dois ni
veis anteriores, poder-se-ia exigir dos alunos a construgao de um
modelo fisico (hipdteses, leis fisicas e equagoes matematicas) que
fosse consistente com as observagoes feitas. Os 19, 29, 4o e 79 ex

perimentos sao apropriados para este fim.
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