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RESUMO

Apresentamos duas aproximagoes anallticas (W.K.B. e Turschner)
que podem ser usadas para calcular os niveis de energia do potencial:
Vix) = 1/2 | x|V (v>0) .

Uma comparagao entre estas propostas é feita, nos casos par
ticulares em que uma solugao exata e disponivel, através de formulas
analfticas (v=0,2,) ou de calculos numéricos de alta precisao (v =
= 4,8). As funcoes de onda do estado fundamental (onde as aproxima
¢oes possuem maior discrepancia) s3o obtidas numericamente para va-
lores tipicos de v.

Resultados obtidos para o calor especifico a altas tempera-
turas, mostram que estas aproximagoes predizem diferentes corregdes
quanticas aos valores clissicos das grandezas térmicas do sistema.

INTRODUCAD

Uma das caracteristicas basicas da Mecdnica Quiantica, é que
devido a sua complexidade operacional, a obtengao de resultados exa
tos € uma tarefa ardua, que tem tido um sucesso relativamente modes
to, se levarmos em conta o enorme esforgo intelectual feito desde o
advento desta teoria.

0 calculo exato dos nfveis de energia da maloria dos siste-
mas quanticos € ainda desconhecido. Em particular, aqueles descri-
tos pelo potencial:

Vix) = 2 |x

v
7 Ixl

(v>0) 3 (1)

Esta classe de potenciais é de enorme interesse fisico, pois

contém inumeros sistemas, encontrados em diversos ramos da fisica (Fi

*Endereco permanente: Departamento de Fisica, Universidade Federal do Rio Grande
do Norte, Nataf, RN.

26



gura 1).

bl= =

gl ==

Figura | - Grafico do potencial V(x) = % ia:U para diversos valores

de wv.

Solugoes exatas sao conhecidas somente nos casos de uma par
ticula livre (v~+0), do oscilador harménico simples (v=2) e do po-
vo quadrado infinito (v + )

Para outros valores de vV, que representam osciladores de a
narmonicidade generalizada, somente aproximagoes numéricas existem,
para alguns valores de v (va=4,6,8),

Neste trabalho nos apresentamos duas aproximacoes anallticas
para os niveis de energia desta classe de potenciais, validas para
qualgquer valor do expoente V.

A primeira € a aproximagao W.K.B. (Wentzel-Kramers-8rillouin),
ja conhecida e discutida na maioria dos textos basicos de Mecanica

(1

A segunda € uma proposta recentemente estabelecida por

(2]

Quantica

H. Turschner que foi analisada e comparada com a aproximacao

W.K.B. em trabalho postcriorlj]

tendo-se mostrado bastante superior
aquela,.

Na Secao 1 nds exibimos as duas propostas e apresentamos al



guns valores tipicos para os niveis d. energia.

Na Secao 2, fazemos uma analise qualitativa das fungoes de
onda do sistema,

Na Secao 3, apresentamos alguns resultados obtidos para o
calor especifico a altas temperaturas, onde as aproximagoes dilferem
no que concerne as correcdes quanticas que os resultados classicos

devem exibir,

1. 0 ESPECTRO ENERGETICO

a) A FORMULA DE TURSCHNER
[2)

& expressao originalmente obtida por Turschner é de difi
cil manuseio operacional, ja que a obtengao do g-ésimo nivel de ener
gia exige 2 determinagao de uma derivada de ordem n, 0 que € impra
ticavel para energias muito altas, que sao fundamentais nas proprie
dades teérmicas do sistema a altas temperaturas. Entretanto, opera-
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cia que eliminam esta dificuldade. Assim as energias E:T)(u} do

coes algebricas feitas possibilitam obter relagoes de recorrén-

potencial (1) s3o, na aproximagao de Turschner, da forma:

redy =gl 3
¥ T(3) Tl +3)
£ - L Ik il Fl1ed) (2)
37 3 ﬁ; » 1)
el vy = el (3)

el -1 [{za.n e . (n-1}£r(:;(v)] ne2.3... (W)

onde

A 0= s 0 <k <2 (5)
e I'(3) € a fungdo gama (a generalizacdo do fatorial).

b) A FORMULA W.K.EB.

A sproximagso W.K.B., adequada ao potencial (1) e da for-

(3]

mé
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(1) ‘
E (6
W] s (V) )

el (v)

onde EG(T)(\J) e dado por (2).
As aproximagoes acima coincidem somente nos casos em que sic

exatas: (1) No limite wv-+0, quando temos um po¢o quadrado de 3l-

tura Vg —}l» constante, mas cuja largura tende a zero. Neste caso
os nfiveis discretus com energia inferior a Vs, 530 expulscs do po-
¢o, ¢ o espectro fica continuo, com limite inferior E, =V, .% . Co

mo estas aproximagoes sao para estados discretos (cuja fungio de on
da é limitada espacialmente), elas predizem corretamente que o Gni-
co estado que permanece € o que da o limite inferior dos estades do
continuo; (ii) 0 caso v=2 , onde ambas as aproximacoes s3c exatas.
Temos neste caso, o problema do oscilador harméanico simples, cujc es

pectro é por demais conhecido:
E:E)(VUZ, - (l'l bzl) » f?i

Para outros valores de v, as aproximacoes de W.K.B. e de
Turschner diferem entre si, e do valor exato (E:e}(ul} dos niveis
de energia. No entanto, alguns resultados gerais tém sido observa-
dos: (i) Para um dado Vv, as aproximagbes possuem maior discrepdn-
cia com o valor exato para o estado fundamental (n=0) diminuindo es
ta diferenga nos niveis excitados; (ii) Para um mesmo wvalor de n
(nimero quantico da energia) as aproximagdes diferem mais significa
tivamente do valor exato quando MV cresce. A situagao mais desfavg
ravel € o caso v-+» (A=2), onde o potencial (1) torna-se um pogo in
finito de largura 2 cujos niveis de energia sdo conhecidos e dados

pela expressao
2
A . e L LTS I JUUS B (8)

As aproximagoes mencionadas fornecem os resultados:

2
Ef‘”(vw) - l'a- (n=.n.§) : (3)
E:m)(“ *w) - !g (n? «n 0%, 5 (10)

0 erro mais significativo ocorre no estado fundamental do pogo Qua-
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drado infinito, onde:

£8%) (v ow)

B vee) o —o— ()

el (v am

Esu}(u-‘-) i by . (12)

(3]

fornece valores mais proximos aos exatos que a W.K.B.. Para uma com

Em todos os casos examinados a aproximagao de Turschner

paragao ver Tabela 1.

v n W.K.B. TURSCHNER EXATO
0 - 0.5 0.5 0.5
2 1 1.5 1.5 1.5
{2 2.5 2.5 2.5
o 0.433573 0.516229 0.530181"'5)
4 < 1.875961 1.892839 1.89983?(5)
| 2 3.706996 3.728318 3.7278495)
0 0.380968 0.544641 0.612911 (5}
g Iy 2.209441 2.287492 2.377909 %)
12 5.003113 5.076054 5.122494 (5)
Mo 0.308425 0.616850 1.233701
- 1 2.775826 3.084251 4.934802
{2 7.710628 8.019054 11.103305

TABELA 1 -Energia dos trés primeiros niveis para diversos valores de
¥. [Por simplicidade adotamos neste trabalho fi=m=1 (onde

fi € 2 constante de Planck € m € a massa da particula)].

£. AS FUNCOES DE ONDA

Um exame da Fig. | nos mostra que para grandes valores de

x| (vé0) o potencial V(x) cresce indefinidamente, o que signifi

ta que 50 existem estados ligados. 0 potencial V(x) tende a infi
nito mais repidamente para maiores valures de v, indicando que quan
de v «cresce, as funcoes de onda devem ser mais localizadas, pois
& provebilidede de encontrarmos a particula longe da origem deve ten

der acentuadamente & zero para grandes valores de v,
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Utilizamos um metodo numarico tlmplcs[b] para calcularmos as
func6es de onda do estado fundamental (onde as aproximacées tém um
erro malor em relacao ao valor exato) para valores tipicos de v. 0
grafico destas funcgées estao exibidos nas Figuras 2, 3 e 4. Na opi
niao dos autores a observacao destes graficos € um excelente exam-
plo para estudantes que iniclam o aprendizado de Mecadnica Quantica
a nfvel semi-quantitativo, bem como a obtengcao de outras funcées de
onda, para niveis mais excitados. Uma anilise da precisao do meto-
do e de sua sensibilidade a utilizacao de valores aproximados para
os nivels de energia, nao é feita neste trabalho, pois entendemos

ser este um exercicio elementar que pode ser estimulante para inij-

ciantes,
Lo
1 | 1 1
-20 -1.0 0 1.0 20 X

Figura 2 - Funcao de onda do estado fundamental (Vo) para veld usan
do os valores exato (-.-.-), de Turschner ( ) e WK.B.
(----) para a energia. [Fazemos a unidade de comprimento
no eixo x, as=l e o valor do passo, H=0.05]).
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Figura 3 - Funcao de onda do estadc fundamental (¥,) para vaB usan
) e W.K.B.

(----) para a energia. [Fazemos a unidade de comprimen-

do os valores exato (-.-.-), de Turschner (

to no eixo x, a=1 e o valor do passo, H=0.05].
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3. 0 CALOR ESPECTFICO

As propriedades térmicas do sistema podem ser conhecidas a

partir da fungao de particao definida por:

Lad -E_(v)/K T
z & § «?" ? . (13)
n=0

Assim, por exemplo, o calor especifico é dado por:

il 3 &n2
C = KB T T2 —r—] . (14)

Uma expressao analitica para (13) nao foi ainda obtida. Entretanto,

no limite de altas temperaturas (T +=), expansoes fei:aslsl mostra-
ram que:

C | -a

FE v (KBT) i a>0 . (15)

Duas observagoes sobre a formula (15) merecem ser feitas:

(i) 0 valor assintotico do calor especifico é dado por:
1 1 1
C = Kgg = K (? ‘U) F (16)

Esta expressao € uma extensao do resultado obtido pelo teorema da
equipartigao classico, que é geralmente apresentado em livros tex-

tos basicos para o caso particular wv=2 (potencial harménico).

(ii) 0 expoente a, determina a 12 correcdo quantica ao va-

lor classico, e vale[3];
a = ; - 1 & % (Turschner) (17)

2 +3v
R (W.K.B.) ‘ (18)

Calculos realizados para v-hls] mostram ser (17) o valor

correto.
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4. CONCLUSOES

Acreditamos que uma exposigao pedagogica destas aproximagdes
para uma classe de potenciais bastante comum em Fisica, tem como uti
lidade principal, familiarizar o estudante a trabalhos com resulta-
dos nao exatos, e a estabelecer comparacoes entre diferentes aproxi
magoes, situacao que sera uma constante no trabalho de pesquisa fu-
turo.

A apresentacao da aproximagao de Turschner, também & neces-
saria, de vez que embora superior a W.K.B., ao contrario desta, ain
da nao se encontra acessivel em livros textos.

0 fato de que, apesar das aproximagoes citadas, somente di-
ferem significativamente nos niveis de menor energia, e apesar dis-
to, predizerem resultados diferentes para o calor especifico a al-
tas temperaturas, mostra que ao contrario do que um raciocinio apres
sado poderia supor, as propriedades térmicas do sistema mesmo a al-
tas temperaturas, dependem da totalidade do espectro energetico, e

ndo somente dos niveis mais excitados.
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