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1. INTRODUCKO

0 primeiro exemplo de funcao de Green aparece com a deriva-
¢ao do potencial eletrostatico no interior de uma regiao fechada no
espaco, em termos de seu valor na superficie dessa rcgiéo(l).

0 conceito de fungao de Green é generalizado para especifi-
car uma classe de solugGes de equacgoes diferenciais nao homogéneas
com fontes pontuais. A funcao de Green tem uma interpretacao fisi-
ca simples, como sendo a resposta de qualquer sistema flsico quando
na presenca de tais tipos de fontes.

As solugoes de equacoes diferencials nao homogéneas com ou-
tros tipos de fontes podem ser determinadas, wuma vez conhecidas as
solugoes com fontes pontuais, com as mesmas condigoes de contorno im
postas a equacao original.

Em mecdnica ondulatéria, por exemplo, a evolugao temporal de
uma frente de onda pode ser determinada, uma vez conhecida a fungao
de Green dependente do tempo que satisfaz as condigoes de contorno
impostas ao problema.

Se a funcao de onda ¢ conhecida num particular instante t,,
num ponto ;, do espaco, entao a funcao de onda num instante t>t,

-+

num ponto x € dada por

»

vix,t) = dxo G(;.l.;o.t|)¢(;n.lu)

sendo  G(x,t,xp,ts) a funcao de Green, que é também conhecida como
propagador.

Essa expressao € geralmente interpretada como a descricao ma
tematica do principio de Huygens, que diz que cada ponto da frente
de onda pode ser visto como uma nova fonte de ondas. A nova frente
de onda sera formada pela superposicao das ondas geradas nesses pon
tos.



A funcao de Green descreve a influéncia da funcdo em ;o no
instante to , sobre a fungao em ; no instante t > t, .

Esse fato € comumente utilizado em mec3dnica ondulatdria, par
ticularmente, na formulagao geral da teoria do espalhamento(2 .

Apresenta-se neste trabalho uma revisao pedagdgica das fun-
¢6es de Green dependentes do tempo, com a sua respectiva interpreta
¢do fisica, usando-se para tal equacoes diferenciais que descrevem
sistemas fisicos. Na segdo Il discute-se a funcao de Green para o
oscilador harmonico classico. Na secao IIl apresenta-se a funcio de
Green para a equagdo de condugdo do calor numa barra homogénea e,
na segao IV, estende-se o tratamento para a equacado de Schrddinger

livre,

I1T1. OSCILADOR HARMINICO CLASSICO

Seja a equagao diferencial para um oscilador harménico clas

sico na presenca de uma forga dependente do tempo
x(t) + w?x(t) = f(t) (1)

cujas solugGes se pretende obter para t >0 satisfazendo as seguin

tes condigoes iniciais
x(0) =0 ; x(0) =0 . (2)

Pode-se buscar as solugdes dessa equacdo na forma de uma in

tegral do seguinte tipo
t

x(t) = [ G(t-T)f(T)dT . (3)
0

Essa solugao satisfaz a condigao inicial x(0) =0 , pois a

integral se anula para t=0 . Derivando-se com relagdao a t,tem-se

t
x(t) = J G(t-T)f(t)dT + G(0)F(t) . (4)
0
A segunda condigao inicial, x(0) =0 fica satisfeita se

G(0) =0 .
Substituindo a Eq.(3) na Eq.(1), tem-se
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®(t) + wix(t) = | [G(t-1) + w?G(t-T)]F(r)dT + &(0)F(t)
0

que ficara identicamente satisfeita se

G(t-1) + w?G(t-1) = 0 t>T
(5)
G(t-1) = 0 t <t
com G(t) satisfazendo as condigoes
G(0) = 0 e (o) =1 ., (6)

As solugoes da Eq. (1), portanto, podem ser determinadas pe-
la Eq.(3), desde que G(t) seja solucdo da equacao homogénea, satis
fazendo as condigoes iniciais dadas pela Eq.(6). A fungio x(t) de
signa o deslocamento do sistema quando sobre ele age a forga f(t).

Suponha-se que f(t) seja uma forga que age sobre o siste-
ma somente durante um pequeno intervalo de tempo, ty St Stp +At. A

integral
tg +4C
I o= ft)de (7)
Lo

define o impulso dessa forca aplicado ao sistema neste intervalo de

tempo.
Seja Xs(t) o deslocamento do sistema ocasionado por essa
forga
tp+At
Xolt) = Gle-t)f(t)dt . (8)
to

Aplicando-se o teorema da média, tem-se
tp +AL
Xg(t) = Glv-1*) f(r)dr (9)
Lo

com to ST* Sty +4At . No limite At -0, tem-se

Xo(t) = G(t-te) 1 (10)



Essa expressao nos diz que G(t-t,) €& a funcao deslocamen-
to do sistema no instante t, quando um impulso instantaneo é apli-
cado ao sistema no instante tg.

A fungao G(t-t,) € a fungao de Green, que é a resposta do
sistema, quando sobre ele atua um Iimpulso instantdneo. Um simples
calculo permite determinar G(t-t,) para o oscllador harmdnico cléi
sico, G(t-ty) = %senw(t-tg) v

0 deslocamento dado pela Eq.(3) é interpretado como a super
posigao de deslocamentos causados por impulsos instantaneos. Para se
verificar isso, pode-se dividir o intervalo de tempo em intervalos

At -% e escrever f(t) na seguinte forma

m
f(e) - § f,(t)
: iml
de forma que
fi(t) = 0 t<t, ot
fi(l)-F(t) tySt S, .

0 deslocamento total sera

m
x(t) = ) xi(t)

iml
com x satisfazendo
':ii(t)+w2xl(t] = f,(t) :
Se m for suficientemente grande, xl(l) pode ser visto co
mo um deslocamento causado por um impulso instantineo de intensida-
de

- Fl(ti)bt - f(r.i}Ar. ‘

Assim

m
x(t) = 7§ Glt-t,)f (e, )ac .

No limite At +0, tem-se



x(t) = G(t-ti)f(tl)dti .
0

0 deslocamento causade por uma distribuigao continua de for
¢a € representado pela superposigao de deslocamentos causados por
impulsos instantaneos. A fungao de Green ¢ a funcao influéncia des

ses impulsos instantaneos.

111. A FUNCAO DE GREEN PARA A EQUACAC DE CONDUCAQ DO CALOR

Seja o problema de se determinar a distribuicao de tempera-
tura sobre uma barra fina e homogénea de comprimento £ na presenca
de uma fonte externa de calor,

A equacgao diferencial nao homogénea €

3 , 8t
e T{x,t) = a =T Tl it) » filx,t) (11)
onde a’ & o coeficiente de condutividade térmica, a® = E% : k e

a condutividade térmica, ¢ € o calor especifico e p a densidade
‘+ barra, A fungao <cpf(x,t) denota a densidade da fonte de calor
¢ T(x,t) denota a distribui¢ao de temperatura sobre a barra.
Considere-se as solucoes dessa equacao tais que a distri-
buicao de temperatura nos extremos da barra seja sempre zero, isto

é, as condigoes de contorno sejam
T(0,t) =0 i T(L,t) =0

com a condig¢ao inicial T(x,0) =0 .
Tomemos como Ansatz para as solucoes da Eq.(11),uma solucao

na forma de uma série de Fourier

T(x,t) = T () L (i2)
nEl : sen = x

solugdo esta que satisfaz as condigoes de contarno.
Suponha-se que f(x,t) possa também ser expandida numa =c

rie de Fourier

flx,t) = E f (t) sen OF x (13)
ne=1 s T



com

2
fn(t) -%Jf(n',t)senﬂz‘l x'dx' . (14)
0

Substituindo-se a Eq.(12) e a Eq.(13) na Eq.(11) cbtém-se pa

ra Tn(t) a seguinte equacao diferencial

2
CIIRIRL] LA AN (AP ATS (15)

satisfazendo a condigao inicial Tn(l)) =0 .
Usando-se o mesmo procedimento da secao Il, a solugao dessa

equacao pode ser escrita na forma integral, para t >0,

t
Tn(t) - Jun(t-r)fn(r)dr (16)
o

onde Un(t-r) € a solugao da equacao homogénea para t >T , satis-

fazendo a condicgao u, (0) =1

2
u, (t-1) = exp[- a’[%] (t-'r):l z (17)

Introduzindo as Equacoes (14), (16) e (17) na Eq.(12), ob-

tém-se

t. .2

T(x t)-Jr[

00

I L

© 2
[n{ cxp[-aZ[Dz“_] ([-T):IsennT“x senfzzﬁ]f(ﬁ.r)didr. (18)

Definindo-se

G(x,5,t-1) = %- z expEal ﬂil]: (:-T)] scnﬂt!x senﬂllﬂ (19)

n=|

tem-se
t L
T(x,t) = J dt { dE G(x,E,t-T)f(E,T) (20)

0 0

A funcao G(x,E,t-1) € a fungao de Green para a equacao di
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ferencial de condugao do calor sobre uma barra fina e homogénea de
comprimento £, satisfazendo as condicdes de contorno e a condigao
inicial G(x,£,0) = &(x-¢) .

Para se interpretar fisicamente essa fungao pode-se supor que
a fonte de calor, representada por f(x,t) atua somente nas vizi-
nhangas de um ponto xg, Xg Sx Sxo +4x , durante um curto intervalo
de tempo tg St Stp +At .

A funcao pcf(x,t) representa a densidade da fonte de ca-
lor e a quantidade total de calor liberada durante a acao dessa fon

te sera
to+Atp xp +0x
Q = dt dE epfi(E,T) . (21)

to Xg

A distribuigao de temperatura num ponto X, num instante ¢t ,

sera
to+At xg+Ax
T(x,t) = dt dE G(x,E,t-1)fF(E,T) 5 (22)
ta Xa
Usando-se o teorema da média, tem-se
to +4t xo+Ax
T(x,t) = G(x,E,t-T) dt dg f(E,T) (23)
to Xg
onde ty ST Stp +At e xp SE Sxp +4x . No limite At +0 e Ax~+0,
tem-se
Tx,t) = X Glxixoit-te) . (24)

A funcao de Green e, portanto, a distribuigao de temperatu-
ra num ponto x num instante t , quando uma fonte de calor instanté
nea libera calor no ponto xg no instante tgy <t

A solucao dada pela Eq.(20) €& uma superposicao de distribui
coes de temperatura causadas por fontes de calor instantaneas e lo-
calizadas.

Pode-se estender esse calculo para uma barra homogénea infi
nita. A funcao de Green pode ser derivada da Eq.(19) como um limi-
te quando ambas as extremidades tendem a infinito. Para se realizar

esse limite, transforma-se primeiramente a Eq.(19),de tal forma gque
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s

as extremidades da barra se localizem em -

" L i -£
x-u—i—eﬁ ‘;2'

e it- ,introduzindo-se

2 =4 n a n b
G(x',E',t-1) = 3 ) expl}a’[n?} (t-'r)]sen%l'— x'+—§-) sen-r-'i'—'- (E'i%)

n=0

Essa expressao pode ser transformada em

2nmn

@ 2
G{x*, %, t=-1) = % ngu exp[-a’(z—'z—l] (t-r)] sf:n2;"r x! senTE' +

- 2
2 2n+1 2n+1

+ ) eprEa’[!: ——-—] (t—t)] cos nx'
T e z [

Seja o limite da primeira soma, quando { += :
2nn

Zn
xn-—z- e AX = tem-se

1 B BT 2 A e ' '
:;—:no - ngﬂ exp[ln a? (t 'r)] send x' senX £'A4)

- % [ exp[-:\’ a? (r.—'r)] sen) x' sen AE' dA

0

2n+l

cos —THE' F

definindo-se

(25)

0 limite da segunda soma ¢ determinado analogamente, obten-

do-se

% l exp[—lz a? (t-r)] cos A x' cos AL'd)
0

(26)

A funcao de Green para a equagao de condugao de calor sobre

uma barra homogénea e infinita sera
',m
G(x,E,t-7) = % J expEA' a? (t-t):l cos A(x=-£)dX

0

que ainda pode ser escrita na forma

@

G(x,E,t-7) = !I—' { exp[—l\’ a? (l-t)] exp[ik(x—i)]dz\

(27)

(28)



Para t >T essa integral pode ser calculada, obtendo-se

-1
G(x,E,t=-1) = [unaz(t-,]] =”D [ %] s (29)

A fungao G(x,E,t-1) dada pela Eq.(27) € a solugcao da equa
¢cao de condugao de calor sobre uma barra homogénea e infinita, quan
do sobre a barra atuam fontes de calor instantaneas e localizadas.
A fungao pl;; G(x,E,t-T) representa a cdistribuigao de temperatura
num ponto x, num instante t, quando uma quantidade de calor Q é
liberada no ponto £ no instante T <t .

A fungao G(x,E,t-t) deve satisfazer a uma particular equa
cao diferencial nao homogénea, com fonte de calor localizada e ins-
tantanea. Matematicamente tais fontes sao representadas por fun-

coes delta. Neste caso tem-se
Fla,t) = L §(t-T)6(x-E) . (30)

A equagao diferencial para a distribuigao de temperatura se

JIPRY RT R B |G (e B i SR NS (31)
At ¥ IxT [ pc

com a condigao inicial T(x,0) =0.
Mostremos que a solucao dessa equacgao & dada por %G(x.&.t-r).

Pode-se tomar o seguinte Ansatz para T(x,t)

@

T(x,t) = = | T(A,t) cos A(x-E)dA (32)

o

e usando-se para d&(x-£) a representacaoc integral de Fourier

, @

§(x-£) = -:—, . cos A(x-£)dX . (33)
0

A furgao T(X,t) satisfaz a seguinte equacao diferencial
T(h,t) +« a?22 7(X,e) = é% d(t-1)
com T(Xx,0) =0 . Usando-se o mesmo procedimento da Secao Il, pode-
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se determinar T(A,t)

t
T(A,t) = ﬁ- expEl’az(t—‘rg)]d(‘rg-'r)d'ro . (34)
0

Para t €T essa integral € zero e para t >T , tem-se

T(A,t) = %eup[—l:a’(t-‘r)] (35)

e a solugao da Eq.(31), sera

T(x,ti - %% exp[- A% al {t-'r):| cos A (x-E)dA
0

- Fc’.c-a(x.e,t-r) : (36)

A funcao de Green é, portanto, a solugio da equagao diferen
cial nao homogénea com fonte de calor instantanea e localizada.

Ha uma relagdo importante para as funcoes de Green, que em
teoria das probabilidades € conhecida como a equacdo de Chappman-
Kclmogoroff(”.

Mostraremos essa relagao para a funcao de Green calculada pa
ra a equagao de conducao de calor sobre uma barra infinita.

Considere-se a fungao de Green em dois instantes diferentes
G(x,xp,t1) e Gxo,x',tz), quando a fonte libera calor no instan-

te t=0 . Seja a seguinte integral

J G(x,xg,t1) G (xo,x',t2)dx,e ;

Introduzindo as expressoes para as funcdes de Green dadas pela Eq.
(28), tem-se

J dxp -z-lﬂ- J di exp[—lza’t;] exp[i.\(x-x,)] ;? J dw eup[-m‘a’t;] exp[iw(xg-x')] 5

- - -m

A integral em x, resulta em 2w &§(\-w). Integrando-se em



@, obtém-se

i‘? j expl};\‘a’(t;ﬂ:;)] expl:lA(x-x')]dA

ou seja
+o
[ G(x, %o, ty)G(xp,x"',ta)dxe = Glx,x',ty1+t;) (37)
-

que é a equagao de Chappman-Kolmogoroff. Esta propriedade é valida

para qualquer funcao de Green dependente do tempo. Evidentemente que
para fungoes de Green definidas num espaco de dimensao maior do que
um, a integral sera uma Integral multipla.

Considere-se novamente a Eq.(11), para o caso da barra infi

nita e sua solugao dada por

Fl +®
T(x,t) = J dt I dE G(x,E,t-T)f(E,T)
0 -

com t =ti+l; . Introduzindo-se para G{(x,f,ty+t,-1) a Eq. (37),

tem-se

+m ti+t2 e
T(x,ty+tz) = { dxg dt [ dE Glx,xg,t1) G(xo,E,t2-T)F(E,7) . (38)

- -

[ —

Como para tz <t , G{xy,E,t2-7) = 0.

- t1+t2 +o t,
dE I dt G(xe,5,t2-T)F(E,T) = I dE J d1  G(xe,E,tz2-T)F(E,T)
-—w 0 lo 0
que define a distribuicao de temperatura no ponto xg € no instan-

te ty , Tlxg,tz) . Assim,

T(x,t) = J G(x,xp,t1) T(xo,t2)dxg (39)

ou ainda para t>t, ,



T(x,t) = | G(x,xq,c-tz) T (xo,t2)dxo . (40)

Essa equagao simplesmente nos diz que se uma particular dis
tribuigao de temperatura é conhecida num instante tz , a evolugao
temporal da distribuicao de temperatura é determinada pela fungao

de Green.

Iv. EQUACAO DE SCHRUDINGER

A equagdo de Schrodinger unidimensional para uma particula

livre de massa m ¢€
e D i
lﬁﬁ‘#(x.!) -'i—mﬁrwtx.t) . (41)

A funcgao de Green satisfaz a seguinte equacao

i Blaxt,ttt) = - T B0 Gk, kY] Elxext)Ele-t")
at FEEEER Im 3x7 PRt '
(42)
A solugdo dessa equagao no dominio -®<x <= & a mesma da

£q.(31) com a? = i 2%, t>t!

[
G(x,x',t,t') = i—';J dA exp[—liﬁ—mk’(t-t')] exp[i:\(x-x'}] . (43)

0 parametro A define o nimero de onda e € igual a % , sen

do p o momento da particula e ;E X2 -% , onde E € energia. As

sim

("
G(x,x',t-t') = ;ﬁ J dp exp[i %(x.x'):l exp[— i %(t-t')]

m (x-x')?

Y,
'[anhmlt-:'5] e'p[iﬁ t-t! :I : (4%

A generalizagdo para o caso tri-dimensional é obtida pelo

simples produto das fungoes de Green para cada dimensao.
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gl ") m yz m l;-;'{z
G(r,r',t-t - AT R (-7 exp lz—_ﬁTE-r-- (45)

ou na representagao integral

G(F,Frie-t') = =0 J d’p cxp[ni"p.( -F) - i%(t-t')] . (46)

Se lembrarmos que a solugao da equacao de Schrodinger para

uma particula livre, na representacao de momento e
b (F,t) = [2em]7 % Ls o pEl
Up § exp| g p.r [~

a Eq. (46) pode ser escrita na forma

. f ! . -
Glr,r',t-t") -J J d’p wilrt,et) wp(r.t) ; (47)

A fungao de Green, portanto, pode ser expressa numa expan-
5ao em termos das autofungGes da equagao de Schridinger homogénea,

Esta & uma propriedade geral das funcoes de Green dependen-
tes do tempo para equagoes diferenciais de autovalores. Se a equa-
cao diferencial de autovalores tem espectros definidos no discreto
(n) e no continuo (p) , com conjuntos completos de solugdes wn(:.t)

e $O(F.t) respectivamente, entao a fungao de Green é dada por

G(F,F* t-t!) ) vAGF ety (Foe)

+ J dp w;(F',c-) pp(?.:) i (48)

Seja a equacao de Schrddinger homogénea
E 3
['ﬁT;T'”}"’ St

sendo H wuma hamiltoniana nao dependente do tempo. Suponha-se que
essa equagdo tenha espectros de energia definidos no discreto (EnJ
e no continuo (ED) e cujas solugoes estacionarias sejam respectiva

mente
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E
Wn(?.t) = wn(F) exp [I —ﬁ'l t]
+ ~ E
\9p(r.t) = ipelr) exp[i _ﬁp_ :] o
Tem-se para a funcdo de Green

£ i
G(r, 7', t-t') = ] G*P[i + ("")]“’:(?'mn(r)
n

E
+ dp cxp[i _hP' (t-t')]lb;(:')ipp (r)y . (49)

A fungao de Green estacionaria, ou seja nao dependente do
tempo, pode ser calculada a partir da Eq.(49), fazendo-se a trans-
formada de Fourier no tempo, obtendo-se

Valr' v (7) v (F v, (F)

* f i

G(r,r'.E)--.-):-—-———_a--.- _— . (50)
i E En i E Ep

Note-se que nessa expressao, E nao € autovalor da equacao

homogenea, E JEn s E dEp "

Essa expressao nos diz que a fungao de Green estacionaria
tambeém pode ser €Xpressa numa expansio em termos das autofungdes da
equagao de Schrédinger homogénea e estacionaria. Ela nos apresenta
tambeém uma propriedade importante das funcées de Green estacionarias.
A fungao de Green estacionaria contém todas as informacoes dinamicas
do sistema; funcao de onda ¢ autovalores de energia do sistema.

Se nés pudermos calcular a funcao de Green estacionaria por
algum método particular“‘ » 08 polos dessa funcao definem os autova
lores de energia e a sua €Xpansao numa série de Laurent em torno des
ses polos nos fornece as autofungoes,
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