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Tanto quanto € do nosso conhecimento, o estudo do movimento
do piao com um ponto fixo é sempre feito segundo Euler, que wutiliza
eixos solidarios com o corpo rigido para aferir as velocidades angula
res e, posteriormente, as representa em termos dos anculos de Euler
(¢.ﬂ.¢)(|) e suas derivadas. De tudo isto resulta uma formu1ag50 ge-
ral e completa, porém muito afastada de uma visualizagio direta que
procure seguir e explicar o movimento do centro de massa do piao e in
quira por que a rotagao imprimida a ele faz o seu movimento se afas-
tar tanto da simples oscilacao pendular. Isto &, sem rotagao o piao
largado de uma posigao, sem qualquer velocidade, simplesmente oscila,
enquanto que com rotagoes crescentes um movimento lateral se manifes-
ta de forma cada vez mais expressiva, a ponto de preponderar sobre a
tendéncia a queda.

Desde que estamos procurando reduzir o problema a analise do
movimento de um ponto, € natural substituirmos, por simplificagao, o
piao por uma massa pontual, ligada por uma barra rigida e sem massa ao
ponto fixo 0 , e dotada, aquela massa, de um momento angular intrin-
seco Eo » cuja diregao sempre coincide com a diregao da barra. Nao
estamos, portanto, resolvendo o problema do piao mas um outro que, a-
pesar de bem mais simples, mantém os ingredientes fisicos do primeiro .
E, ao final, alcangada a solugao, poder-se-a ver por comparagao com a
solugdo conhecida qual a receita a ser empregada para sempre poder-se
reduzir um problema ao outro.

Na segao |, partindo do modelo ora apresentado, procuraremos
obter as equagSes de movimento da massa pontual, dotada de momento an

gular.

I. Equagdes de movimento

Na fig. | esta mostrado o sistema, consistindo de wuma massa
- -
pontual m dotada de momento angqular LD + cuja diregao sempre coin-
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cide com a do vetor posigao R , de modulo constante. As coordenadas
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de R sao Rl iy @ 7

Partimos da equagao
- d -
H P L (1)

sendo ﬁ o momento da forga peso e L o momento angular total, am-
bos em relagao a 0 . 0 momento angular total € a soma do momento an
gqular do movimento do centro de massa em relagdo a 0 e do momento an-
gqular em relagdo ao centro de massa. 0 primeiro, que chamaremos de mo-

-

vimento angular extrinseco, & igual a mRxV. o segundo e I.0 y O

qual, pelo vinculo imposto, tem o seu mddulo constante e eséé sempre
. L
na diregao de . Podemos entao expressa-lo como fo E -%— e por-
L

- - - o
tanto o momento angular total L como L = m R xV + i A presenga

explicita do termo envolvendo o momento anqular intrinseco permitira
aquilartar-se separadamente o seu efeito no movimento de m.

Escrevemos a eq. 1 assim
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R-’ng =mR xa + _RF l'l'!'li. XxXa + _RV (2]

d > - - = -
lembrando que — R xV = K xa , sendo a o vetor aceleragao. Ve-se,

dt
desta equagao (passando-se para o membro esquerdo o termo —; 3). que

as coisas se passam como se o momento angular intrfnseco provocasse so

bre a particula de massa m um momento mecanio, dependente da veloci

dade da massa pontual. Como estamos interessados em achar 3 , @ ago
ra necessario obter-se a forga F , com brago R em relagao a 0 ,que
gera aquele momento - 7? V. vPor tentativa acha-se
L -
F = E x w% v %

Dessa forma, em vez da eq. 2, podemos escrever, completando o
projeto (Newtoniano) a que nos tfnhamos proposto de obter a equagao de

movimento da massa pontual,

,_
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mE R R R T : (3)
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onde T ¢ a forga de vinculo que a barra leve exerce sobre m.



Notemos que o termo devido ao momento angular intrinseco € pro

porcional ao momento angular extrinseco. LY
A eq. 3 mostra que ha uma salugio em que mg + R x _ET =0 ,
R

que corresponde ao caso de precessao uniforme.

II. As equagoes difarenciais do momento

Naturalmente que a vantagem em se escrever a equagao de movi-
mento na forma da eq. 3 esta no seu aspecto didatico e nao na facili-
dade de obtermos solugoes a partir dela. Alias, neste ponto, & mais
Interessante usarmos as equagoes de Lagrange, que diretamente eliminam
os vinculos. Usando as coordenadas esféricas O e ¢ da massa pon-
tual e as forgas generalizadas correspondentes ao lado esquerdo da eq.

3, obtemos as seguintes equagoes:
I .2 .
mR“(8 -sen B cos B 4°) + L, sen & ¢ = mgRsen 0 (W)

mR2 scn2 2] & + Lo cos 0 = E] §

onde €, € uma constante advinda da integracao da equacao envolvendo

a coordenada ¢ . Comparamos estas equagoes com as obtidas segundo o
tratamento habitual (ref. 1, pg. 164), com angulos de Euler &', 8,v,
sendo | o momento de inércia em relagao ao eixo de simetria do piao,
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I| 0 outro que, no caso que estudamos, corresponderia ao termo mR™,

e L a distancia do centro de massa do piao ao ponto fixo:

11(6 -sen f cos @ $'2) + IJ(i + ¢' cosg) sen@d' = mgl sen B

]3(¢ + cos B $') = Lo (5)
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(Il sen” 64 | c052 6) é' + 13 écos 8 =C
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onde as constantes de inteqragac foram ajustadas para permitir a com-
paragac entre os sistemas (L) e (5).

Vemos que os dols sistemas (4) e (5) coincidem se mﬂz vai em

I| e R vai em £ no termo de energia potencial gravitacional. A-
lém disso € preciso, naturalmente, que ¢ =¢'. Mas esta Gltima iqual
dade decorre da maneira como os angulos de Euler sao definidos. Uma

analise atenta mostra que o azimute ¢ do vetor R € igual a ¢' -w/2

A coordenada esférica 0 e o angulo de Euler 8 coincidem, também, por construgao.



IIT. Congideragoes finais

Como mostrado na secgac anterior a simplificagao feita de as-
seme lharmos o piao com rotacao a uma massa pontual dotada de momento
angular nao altera, de forma essencial, a fisica do problema (e justi
fica o tftulo deste artigo). E tem a vantagem de mostrar a influéncia
que aquele momento angular tem sobre o movimento da massa pontual, de
corrente do vinculo que obriga, a cada variagao do vetor posigao, uma

variagao correspondente da direcido do momento angular.
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