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INTRODUGAD

Quando se introduz os operadores de spin em mecanica quanti-
ca, como uma consequéncia natural da experiéncia de Stern-Gerlach, é
fato bastante comum nos livros textos impor-se a esses operadores a
mesma algebra dos operadores de momento angular orbital. Essa imposi-
gao € natural, uma vez que o acoplamento do spin com o campo magnéti-
co ocorre da mesma forma que o acoplamento do momento angular orbital
com esse campo.

A dlgebra que os operadores de momento angular orbital satis
fazem pode ser facilmente obtida quando conhecemos uma representagao
explicita desses operadores, por exemplo, em termos das variaveis an-
gulares em coordenadas polares. Outra forma & partir do fato de que
£sses operadores sao os geradores das rotagoes infinitesimais.

0 que se pretende aqui é mostrar como essa algebra pode ser
construida sem a necessidade de uma representagac especifica para os
operadores, usando somente as hipoteses comumente usadas dentro desse

contexto.
CONTRUGAD DA ALGEBRA

Consideremos um conjunto de fungoes indiciaveis {am .= fa
5m+|----) e que tenha um nimero finito de elementos. Seja um conjunto
de transformagoes [JZ.J+.J_}. que atuando em {am} permita construir

todos os elementos do conjunto da seguinte forma:



Vamos supor que essas transformagoes sao tais que

Ja =a"a (1)

Como o conjunto {aml tem um nimero finito de elementos, existem n e £,
tais que
Ja, =0 (2)

J.a- =0, (3)

n
ou seja uf =0ea_=0.

A transformagao J ¢é tal que 4,2, € um clemento de {a }, as-

sim J+am - J*am pela transformagao i

J, 0, ) = aT J, a0
= uT (m+|)am+| (4)
= (me1)(J,a )
0 elemento Jxam * pela transformagao J,» assim
W) =m (ya) . (5)

Vemos assim que o produto das transformagoes Jyed, nao € comutativa

Dessas expressoes, obtemos
(J2J+ - J+Jz)°m =l

e portanto, como a € qualquer, teremos

JZ.JJ =N (6)

Analogamente podemos mostrar que

[JZ,J_] = -y . (7)

Notemos que essas relacdes de comutagao entre J e J, geram

os elementos das transformagoes J,. Podemos fechar essa algebra. su-
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pondo que
(4,20 = 84, (8)

sendo B um nimero qualquer. Mais adiante veremos como se pode fixar o
valor de B. Vamos ver quais as consequéncias,

Consideremos os produtos de transformagoes ddon A e J:.
Essas transformagoessao tais que a, = a,- Usando as relagoes de comu-

tagdo podemos mostrar que
2
[4,9.42] 0

[4.4,.93] =0 (9)

+

[J+J_.J_J+] =0

ou seja, sao transformagoes que comutam entre si. Podemos assim intro

duzir uma transformagao J? que seja uma combinacao linear dessas trans
formagoes
1 -
2 a2 2
e e e g E S, (10)
portanto uma transformagao quadratica em J,. bilinear em J, e J_ e

que comuta com cada uma dessas transformagoes. O fator |/8 nessa ex-
pressao € Introduzido arbitrariamente da mesma forma que na eq.B, que
€ também uma combinagdo linear em JyJo e J_J . Essa escolha permite se-
parar J J_ e J J e escrevé-las como fungGes das transformagoes J? e
J,- De fato, usando a relagio de comutagao (8) e a eq.10, obtemos:

I =B - a0y )
(11)
o, = f - s R

A transformagao J? é tal que am > a e podemos assim escre-

Atuando com a transformagao J_J, em a  teremos:

J J+am - uT uT*] am
- i . ENC
g- (J 92 - J)a (12)

JLRE
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ou seja

a” uT+l - g (¥ - m(m+1]] (13)
Atuando com J J_ em a_, teremos
afa™ - B - ostsen] (14)
Se fizermos s=m+| nessa expressao, teremos

am+|uT - % [y;+| - m(m+1)] (15)

Comparando com (13), concluimos que y; = y?

2
n = nao
ms] © POrtanto y_ ¥

depende de m.

Como o conjunto {aml é finito existe £, tal que u: = 0 e por
tanto de (13) obtemos

I-g(2+1) = 0 (16)
e existe um n tal que u? = 0; obtemos de (14)

2-n(n-1) =0 (17)

Como Y? nao depende de um particular m, essas relagoes so se

rdo simultaneamente satisfeitas se n = -{ e portanto
Yio= 2(i41) (18)

dependendo,assim, somente do maior valor de m. Podemos concluir entao
que -L ¢ m £ L e que o nimero total de elementos do conjunto Iam} é
2 + 1.

m m
As constantes a, € a_ podem ser calculadas simplesmente lem-
brando que se desejamos construir todos os elementos de [a } a partir

de um deles, de uma forma unlvoca. usando as transformaqoes Jo e Ji,
devemos necessariamente ter que u = um+|. Usando a expressao (13) ob
temos
m
o BLIE C(l-m)([+m+|)] (19)

e da expressao (14)

(@M = 2 [(2em) (£-me1)]. (20)
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Até aqui o parametro 8 é qualquer e indeterminado, pois o nG
mero de relagoes €& insuficiente para fixa-lo. Podemos, no entanto, de-
finir duas novas transformagoes Jx e Jy' como combinagoes |lineares de
J, e J_ . Ou ainda

+
= Jx + 1J
(21)
J = J = 1)
= = y
tal que a transformagao J? seja uma simples combinagao linear J? = J;+

+ J; v J:. E, ainda mais, que as transformagces Jer J, © J, obedegam as
relagoes ciclicas de comutagdo. 0 coeficiente complexo em (21) & intrg

duzido para que se fique consistente com a definicao de J? em (10).

As relagoes ciclicas de comutagdo sao

Dessa forma teremos B = 2, que é uma consequéncia direta da particular

combinagao linear em (21).

Agradece-se as salutares discussées com o Prof. Adolpho Hen-

geltraub.
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