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1. INTRODUGAOD

0 uso de modelos hidraulicos para explicar mais facilmente
os fendmenos elétricos é multo comum em Ff!fc-“)'(z)"”, embora
raramente quantitativos. Propomos um analogo hidriaulico de um capa-
citor, que possui varias propriedades semelhantes, devido ao fato do
capacitor poder armazenar cargas e um vasilhame poder armazenar |17-

quido.
2. HODELO HIDRAULICO
Uma relagdo entre as grandezas elétricas e hidraulicas, re

ferentes a um capacitor de placas planas e paralelas e um copo d'agua,

pode ser:

Elétrica Hidraulica
Nome Simbolo Nome Simbolo

| Capacitor 4 Copo J

Carga q Massa liquida m

Potencial elétrico v Potencial hidraulico H

Capacitancia elétrica = Capacitancia hidriulica Ch

Distancia entre placas d Altura da superficie de h
liquido

Area das placas A Al:eo da superficie do i
| Tquido

Energia Potencial u Energlia Potencial Uh

Tabela | .

Um capacitor plano de placas paralelas carregado com cargas
*Q € -q nas suas placas tera como anilogo um copo com uma massa de
liquido m.
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A diferenga de potencial® (d.d.p.) entre as placas do capa

citor relaclona-se com o analogo hidraulico na forma das equagoes:

vV = E.d (2.1)

H = g.h (2.2)

+ + |+« +9
=7=—= -9
et
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Capacitor Elétrico Capacitor Hidraulico

Fig. 1

A capacitancia elétrico e a capacitancia hidraulica do ana

logo sao definidas por:

(2.3)

x|z <o

(2.4)
3. CAPACITANCIA ELETRICA E CAPACITANCIA HIDRAULICA

Usando as relagoes de carga e campo elétrico (E=o/c,=q/A.c).
obtidas pela lei de Gauss, e usando as equagoes (2.1) e (2.2), che-
gamos 3 equagao (3.1) que descreve a capacitancia em termos da cons-

tante dielétrica no vacuo (e,) e dos fatores geométricos A e d.

* As diferengas entre os modelos sao evidenciadas na equagao (2.1) e (2.2), wura
vez que o campo elétrico E entre as placas depende aa quant idade de carga arma
zenada nas placas (E = q/A.€,) e o campo gravitacional g no interior do copo
nao depende da quantidade de liquido m. Além disto existem cargas positivas e
negativas nas placas ao passo que m é uma grandeza nao negativa sempre.
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Utilizando-se de um Iiquido com densidade igual a p e as
equagoes (2.2) e (2.4), chegamos a equagao (3.2) que descreve a capa
citancia hidraulica em termos da aceleragao gravitacional local (g)
e dos fatores geométricos como a area transversal de um copo cilin-

drico:

E,-A

d

(3.1)

0.A
Ch - —g— (3.2)

As equagoes (3.1) e (3.2) evidenciam que as capacitancias
s6 dependem de fatores geométricos.

A capacitancia hidraulica Ch € proporcional a area da se-
gao (A) transversal do vaso e nio depende da massa total de liquido
no seu interior (m) nem da altura da superflicie livre do Ifquido (h),
0 que € facilmente visualizado pelo fato de que um copo cuja area da
s€gao € maior que a de outro tem maior capacidade, qualquer que seja a quan

tidade de liquido que contém.

Fig. 2 - A capacitincia hidraulica sé depende da area da secao
transversal A, nio dependendo do potencial hidraulico
maximo {gho).

A capacitincla hidriulica 36 depende da drea da secio trans
versal A,

A, <A, (3.3)
C, «<¢ (3 4)




Esta analogia € util para visualizarmos a propriedade dos
capacitores: '"A capacitancia nao depende nem da quantidade de carga
armazenada (q), nem da d.d.p. entre as placas (V), mas somente de fa
tores geométricos', conforme equagao (3.1).

0 copo possui uma altura maxima, a partir da qual nao con-
segue armazenar mais liquido, pois serd extravazado pelas bordas; as

sim um um copo pode armazenar no maximo uma certa quantidade de Ii

quido (m,).
m, = L, .H o (3.5)
Ygn. = “Vaix. {3.6)
Hosx. = 9-M (3.7)
Vi i = rigidez dlelétrica ou maxi-

ma d.d.p. que o capacitor
pode suportar.

0 copo pode armazenar no maximo uma certa quantidade de 17
quido (mo), que depende da capacitancia Ch e da altura do copo lhal.
Esta analogia € util para evidenciar a propriedade “todo

capaci tor tem um limite de d.d.p., V , denominada rigidez dield

M&I .
trica, a partir do qual ele ndo consegue armasengr mais cargas".

L. ASSOCIAGAD DE CAPACITORES

- oA \
Usando o analogo hidraulico do capacitor torna-se bastante
simples visualizar as associagoes de capacitores em série e em para-

lelo.

Associagao de capaciltores em serie

Significa, no anilogo hidraulico, substituir 2 copos com
diferentes* capacitancias hidraulicas (Ch1 [ Ch‘). que tenham a mes
ma quantidade de liquido (m, = m, = m) e consequentemente alturas di
ferentes da superficie livre do liquido (hl # h,), por outro que ar-
mazena a mesma quantidade de Iiquido, com uma altura igual a soma

das outras duas (h = h, + h,). (Fig.3a e 3b)

* Nao € necessario que tenham capacitancias diferentes, mas adotamos assim para
melhor ilustracao.



q=Cte Ca™ yv v,

Fig. 3a- Dois capacitores associados em série (portanto armazenam a
nmesma quantidade de carga) sdo equivalentes a um capacitor
(Ceq) que armazena a mesma quantidade de carga (q). quando
submetido a mesma d.d.p. (V), igual @ soma da d.d.p. de ca
da um dos capacitores (V = V, ¢ Vo) .
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Fig. 3b- O anilogo hidrdulico do capacitor cquivalente a 2 capacito-
res elétricos em série € a substituigao de 2 copos por um
outro que armazena a mesma quantidade de liquido, com uma a
tura igual @ soma das outras duas (h = h « hzl.

h-h,oh,} !'&43‘

’l'l'l-c\“ ;\‘(5;




€ facll de verificar que a irea da superficie livre do 17-

quido no copo equivalente sera menor que a drea de qualquer um dos
dois copos considerados (A< ﬂ, e A < i)) ou seja, a capacitancia hi-
draulica do copo equivalente ser3 menor que qualquer das capacitan-

cias dos copos (Chf ch: eC, o< th,), pois usando (2.3) e (2.4) vemos

que:
€ 5 %y
Ceq R G+ C; £l
m ity
A SIS S S (4.2)
LIl ey ol ey :
1 2
e
ag 2wt e T, (4.3)
Chf Ch] e Ch < Ch‘ (4.4)

Associagao de capacitores em ‘paralelo

Significa, no anadlogo hidraulico, substituir dois copos de
capacidades diferentes* (chl [ Chz) que possuem a mesma altura da su
perficie livre do liquido (hy = h; = h), por um copo equivalente que
armazena a mesma quantidade de liquido, porém com a mesma altura da
superficie livre do ITquido. (Fig.4a e Ub)

Fica muito simples visualizar que: "a capacitdncia de dois
capacitorsa associados em paralelo & maior que a capacitdncia da Gual
quer um dos dois", uma vez que no analogo hidraulico o copo equiva-
lente terd que ter uma area maior (ﬁ) que qualquer um dos dois copos,
para armazenar a mesma quantidade de liquido que os dois juntos, po-
rém com a mesma altura da superficie livre do Iliquido. Usando (2.3)
e (2.4) verificamos que a capacitancia de um capacitor equivalente a

dols capacitores em paralelo sera maior que qualquer um deles isola-

damente:
9 + q, .
Coq = —T— =61 ¢ € (4.5)
!ﬂl "3
O B (A:6)
UL A = =
C‘q >C, e ceq > ¢, (4.7) th .5 A >A, e A >A, (4.8)

* N3o é necessario que tenham capacitinclas diferentes, mas adotamos assim para

melhor ilustrar.
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Fig. ba- Dois capacitores associados em paralelo sdo equivalentes a
um capacitor que armazena uma quantidade de carga igual a
soma das cargas (q = q * qz) armazenadas em cada um  dos
capacitores, quando submetidos 3 mesma d.d.p. (V = V, =V,).
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Fig. 4b- 0 anialogo hidridulico do capacitor elétrico equivalente ¢

a substituigao de 2 copos com a mesma altura de superfi-
cie livre do liquido (h = h = hz]. por Oulvo COpO equil-
valente que armazena uma quantidade de liquido igual a
soma das quantidades armazenadas nos outros dois(m= mlfmz)
com a mesma altura (h) da superficie livre do liquido,




5. ENERGIA ARMAZENADA

Armazenar uma certa quantidade de cargas (+q) e (-q) nas pla-
cas de um capacltor requer energia de algum agente externo, em geral
uma baterla, e esta energia fica disponivel no capacitor. Do mesmo
modo, encher um copo de liquido requer a agao de um agente externo
que eleve a agua, até encher totalmente uma altura determinada. Des-
ta forma o Ifquido fica disponivel na forma de uma energia potencial.

Vamos carregar um capacitor, separando de cada vez uma certa
quantidade de carga Aq em diferentes d.d.p. do capacitor. Do mesmo
modo podemos encher um copo acrescentando pequenas quantidades de Ii
quido de cada vez (Am), nas diferentes alturas do copo. Deste modo
fica entao mais simples verificar quanto de energia gastamos para car
regar o capacitor (ou encher o copo com Ifquido), que pela Lei da
Conservacao da Energia é equivalente a energia que dispomos armazena
da no capacitor (ou a energia potencial armazenada no copo com ifqul
do).(Fig.5a e 5b)

Usando um liquido de densidade p (logo Am = i-D.Al), a rela-

"gado entre energia elétrica potencial (U) e potencial elétrico (v),
(2.3) e (2.4), temos: -
4U = Aq.V = ﬂ%fﬂ (5.1)
e
Am. -
AU = Am.g.x = —%;E (5.2)

0 desenvolvimento realizado prescinde do uso de Calculo Inte-
gral, embora seja equivalente ao desenvolvido por (2), por exemplo ,
¢ concentraremos nosso raciocinio no analogo hidriulico.

Qual & a quantidade de energia armazenada num copo com liqui~-
do até uma certa altura h? Alguns alunos poderdo afirmar erroneamen-
te que U~ mo.g.h(mo = p.A.h = massa total de ITquido). A massa liquida po
de ser entendida como uma superposigao de camadas homogéneas de |-
quido Ax, que estao em alturas dlferentés.‘Sonenlo a ultima camada te
ria energla AUf - ﬁmf.g.h. e a primeira camada teria energia poten-
cial zero (x = 0, adotando como referencial uh = 0 no fundo do copo).

Ao acrescentarmos num certo momento (i) uma quantidade de 1i-
quido (ou de carga) am; (ou Aql). na altura x, (ou no potencial V[I.
@ energia despendida para elevar esta quantidade de lTquido (ou de

carga) sera:

9; -89,

Aul ‘—c— (5-])
nl.ﬂml

Auhl - __f;__ (5.4)
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Fig. Sa- Carregando um capacitor temos que separar, a cada momento,
uma quantidade de carga Aq, contra uma certa d.d.p. (V &
variavel), e para isto gastamos uma certa quantidade de ¢
nergia AU.

AM= P-R'm

A

Fig. 5b- Carregar um copo com liquido significa acrescentar camadas
Ax de 1iquido, e para Isto gastamos uma energia (Allh] pa
ra elevar uma massa de liquido Am na altura x.




Embora sela possivel achar a energia total somando a contri-
buigao de cada camada Am de Iiquido, & preferivel raciocinar, nao em
termos da massa de liquido (m e Am) mas sim da altura da coluna de
Ifquido (x e Ax), de compreensio mais simples e pela relagio direta
entre as grandezas (m = p.x.A).

Para cada camada de liquido incrementada (4m) a variagio de

energia potencial sera:

Bl e B AR (5.5)
c.

onde
- ch/(ni)’ e f(x) = A

0 aumento da energia potencial sera fungao linecar da altura x

da coluna de liquido, f(x) = xIC;,e da altura Ax da camada de Iiquida

A fx)

AU = f@)-ﬂx;
hi

| RS £

> X

Fig. 6- A variagdo da energia potencial (Auhi) sera a area do
trapezio (v, = f[xi).Axi) hachurado.

A energia total serd a soma de todos os acréscimos de energia
.I\Uhi ‘
podemos escolher Ax de modo que h = n, Ax (n = | o JRh R

Como as camadas de |iquido sao homogéneas (axr = constante),

n

Ve ® nuh‘ + nuh, AITIOTIE 27 { TRt 121 A, (5.6)



n = é%A, n intelro

Como a energia total &asoma de todas as areas, ou se¢ja, e a

area do triangulo retingulo limitado por x = h e f(x).

: LH
Uy, = h.f(h) _ E_: - (5.7)
2 zch Zch

De modo anilogo, somando as contribuigoes das energias elétr|

cas potenciais (5.3):

U = -2 (5.8)
2c
=
U, - — (5.9)
2C
h
q, : carga do capacitor com uma d.d.p.

m, : massa de liquido com altura h
Usando (2.3) e (2.4), podemos expressar a energia nao em ter-
mos da carga total q, (m,, massa total de Ifquido), mas sim da d.d.p.

V entre as placas (H, da superficie livre do 1lquido).

2

v e S5l (5.10)
c, .H?

U= hz (5.11)

6. RESUMO

Muitas propriedades dos capacitores eiétricos de placas planas
e paralelas podem ser analisadas através de um analogo hidraulico. A
vantagem do uso de analogias hidraulicas reside na faclilidade de per
cepcao de fendmenos simples para explicar propriedades elétricas que
exigem maior abstragao e modelos mais sofisticados. Para a exposigao
de fendmenos envolvendo os capacitores, tals como capacitancia, die-
létricos, associagoes de capacitores e energia armazenada, o anilogo
hidraulico proposto pode ser .Gtil, tanto a nivel de ensino do 2% grau
como nos cursos universitarios introdutérios.

Experiénclas envolvendo o modelo hidraulico podem ser realiza
das na propria sala de aula. As dificuldades que os estudantes em ge
ral tém com eletricidade justificam o uso de modelos que podem tor-

nar os fendomenos mais claros.

20



REFERENC 1AS

(1) - lona, Mario-"Teaching Electrical Resistance", Physics Teacher,
vul._l_?. n? 5, may 1979, pPg.299.

(2) - Halliday, D. e Resnick, R.-"Fisica", vol.lIl-1 - Ed. Livro Téc-
nico.

3) - lIrwin Genzer, Phillip Youngner - Physics (Silver Burdett, Mor-

ristown.

21



