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1 - INTRODUCKO

A idéia da presente experiéncia surgiu do artigo de H.L. Arms
trongI onde algumas modificagoes foram feitas, principalmente no apa-
rato experimental. Entre outras coisas sera verificada a vallidade da
teoria a ser apresentada com a hipotese da massa nao desprezivel da mo
la. Ela esta sendo aplicada pelo Departamento de Flsica da UFMG a a-
lunos que cursam © quarto semestre de graduaqﬁo em Flsica, Qufmica,HE
tematica, Geologia e Engenharia na disciplina de Fisica Geral 111,

A grande maioria dos alunos do ciclo basico na area de cién-
cias exatas ja estudaram alguma vez o oscilador harménico simples, se
ja no segundo grau em nivel clementar, ou mesmo em disciplinas de cil
culo, quando se trata de equagoes dif:renciaisz. Em particular na F[
sica, o sistema massa mola & extremamente importante, pois como se sa
be, muitos problemas podem ser reduzidos a osciladores harmonicos. Por
tanto, esse sistema merece ser estudado com mais detalhe. A nfivel de
graduagao, o detalhe principal reside na corregao da massa efetiva da
mola.

Quando sc pergunta a um aluno sobre o perfodo de oscilagao de
uma massa m suspensa numa mola de constante elastica K , ele certa
mente responde que

T o= 2n(m/k) /2. ()
Por conseguinte, se m=0 tem-se T =0 , ou seja, a mola nao oscila
"“"sozinha". Colocando-se agora esse aluno diante de.uma mola tipo Slin
ky, ele nota que esta pode oscilar, mesmo sem massa alguma em sua ex~-
tremidade. Esse fato o induz a perceber que a equagao (1) nao é de va
lidade geral. Mais ainda, que a mola deve certamente contribuir para
o perfodo de oscilacao com uma fracao de sua massa. Isto significa
que a egquagao acima deve ser melhorada, estudando-se o problema mais

detalhadamente .
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1T - TEORIAS

Uma mola de massa M , constante elastica K e comprimento L
pode ser imaginada como sendo constituflda por um conjunto unidimensio
nal de N massas pontuais de valor M/N » ligadas entre si por mlnﬁi
culas molas sem massa de constante NK . Quando a mola nao se encon-
tra distendida, Isto &, quando ela se encontra na horlizontal, cada u-
ma dessas massas ocupa uma posigao definida no espago, ficando igual-
mente espacadas entre si (figura 1). Fixa-se entao uma das extremida
des da mola, suspende-se na outra extremidade uma massa m e o slste
ma € colocado a oscilar na presenca do campo gravitacional terrestre
(posigao vertical). Deseja-se entdo estudar este sistema na condigao
em que todas as massas executem um movimento harmonico simples de mes

mo perfiodo.
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Figura 1 - Mola nao distendida. Em (B), todas mindsculas

molas sem massa possuem constante NK.

Chamando de Sn o deslocamento da enésima massa pontual em re
lagdo 3 sua posigao sem distengado, a forga elastica que nela atua & d
da por NK(Sn+' _
9o, a equagao diferencial de movimento da enésima massa é dada por

+Sn_| -ZSn) » sendo Mg/N a forga gravitacional, Lo

2
s, n
dt2 N

a3z

gt MRS S he 2800 o (2)

A forga elastica para cima que atua no extremo inferior e da-

da por NK(S“ =5 ) e sua equagao de movimento ser:
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m? - mg - NK(SN'SN_l) - (3)

Para a extremidade superior tem-se

(o sentido de g foi considerado positivo).

As equagoes (2), (3) e (4) formam um conjunto de N+1 equa-
coes diferenciais de segunda ordem acopladas, que no caso de todas as

massas oscilarem com mesmo periodo possul solugao da seguinte Formak

M + M
Sn = A sen=n sen wt - ;;?: nin+1) + mNK gn (5)

onde A, = e w s3oc constantes.

Introduzindo-se agora a solugao (5) em (2) e tambeéem em (3),nes

ta dltima com n=N , obtém-se respectivamente

sz - 2nk (1 - cos=) (6)

mu.\2 sen *N = 2NK sen /2 cos = (N - 1/2) . (7)

A equagao (4) € sempre valida.

Como o nimero de massas pontuais N ¢ uma quantidade arbitra-
ria, ndo se perde nenhuma generalidade supor que este numero € muito
grande. Ent3o 1 -cos= na equagao (6) deve ser um nimero muito pe-

queno, isto €, = & proximo de zero. Tem-se entao

| - cos« = «2/2 = _,-""’2 (8)
28k '
a = %(u;x)”z 5 (9)
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Substituindo-se a equagao (9) em (7) , lembrando ainda que

sen«/2 = «/2 e cos «(N-1/2) = cos =N obtém-se

mwz sen m(!!l/l()'/2 = mK(H!K)IIZ cos m(l'llll()”r2 f (10)

da qual resulta
m(H/K)‘IZ tang u.a(l'l.u"l()”2 = M/m . (11)

Esta é a equagdo geral que fornece o perfodo de oscilagao de
um sistema massa mola na presenga de um campo gravitacional, se sdo co
nhecidos os valores de m , M e K . E interessante notar que aqui,
a0 contrario do que acontece no caso do péndulo simpless, o perfodo in
depende do valor do campo.

Embora a equagao (11) tenha validade geral, ela s6 admite so-
lugdo numérica. Entretanto certos casos limites podem ser facilmente

analisados.

19 Caso: M = 0 (massa da mola desprezivel)

Pode-se aqui fazer a seguinte expansao

tang w (M/K) 7% < wurx) V2 . %wa(H/K)Slz (12)
Tem=se entao
2 M 1 L} 2 M
W X + 3 w (M/K) - S ' (13)
2
w 1 4 N 1
gt 2 " om (14)

1
Como M=0 tem-se w= (K/m) 3 ou,

T = 2w(w/K) /2 (1)
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comc era de se esperar,

20 Caso: M/m << 1 (massa da mola muito menor que a suspensa)

Deve-se ter

winsk) /2 tangw(nlx}”z << 1 i (15)

ou seja, a propria tangente deve ser pequena de modo que a expansao
(12) e consequentemente a equagao (13) sao também validas nesse caso.

A equagac (13) é uma equagao do segundo grau em mzﬂlk cuja solugao €

wiM/K = {-3: 9+12%} ! (16)

1
2

onde s6 o sinal positivo deve ser levado em conta. MNova expansao po-

de ser feita na raiz, a qual até segunda ordem resulta

2 M M
wH/K = [1 - EFJ 3 (17)
: M ml! .
Pelo teorema binomial, 1 -EE = |1 +§E entao

1/2 -1/2
5 =l g 12 [1 -i] = 31] . a8

ou seja,

T o= o fRER 230 (19)

30 Caso: M/m >> 1 (massa da mola muito maior que a suspensa)

A equagao (11) pode ser reescrita como

wimk) /2 . arctang é% (k/m) /2 : (20)
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Nessa condlgio o valor do arco-tangente deve ser proximo de w/2 . U-

tilizando-se entao da aproximagao

arctang x = n/2 - 1/x (21)
tem-se
Y IV - VT R (22)
n 1/2 m iy
w = 7 (K/M) [1 "i] (23)

(1 +2m/H)'IZ tem=se

n

Como 1 +m/M

=

K w
w = 7 JRO+2m/M) " 377 Jwmenjz (24

2

~N

ou seja,

T - 25/2 /m 1H72 . (25)

111 - EXPERIENCIA

- Materdial utilizado

1. Molas Slinky de aproximadamente 150 gramas. Essas molas s3o pe-
dagos de mais ou menos 4 centimetros de comprimento que foram ob
tidas da mola original (danificada). que media cerca de 17 centj
metros. £ importante que esses pedagos apresentem o minimo de de
formagao possivel, para garantir a validade da hipotese inicial-
mente feita na secao I1, onde se considera que todas as mindscu-
las molas possuem mesma constante elastica NK.

2. Massas de 1, 2, 5, 10 gramas.

3. Cronometro com precisao de décimo de segundo.
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4, Sargentos e suportes.

5. Balanga.

- Procedimento

Fixa-se a extremidade supcrior da mola no suporte, tomando-se
cuidado para que esse ponto nao apresente movimento algum, Como essa
mola tem uma grande clongagao, & preferivel, sec possfvel, prendé-la no
teto. Para cada uma das massas suspensas em sua extremidade (0-25 gra
mas) mede-se o correspondente periodo, cronometrando-se o tempo gasto
para o sistema completar, por exemplo, 20 oscilagoes. E fundamental
tomar somente pequenas amplitudes, se bem que elas possam ser aumenta
das a medida que a massa na extremidade se torna maior, por exemplo,
=0,5cm para m=0 ate =3cm para m=25 gramas. E aconsclhavel
também colocar o sistema para oscilar e iniciar a cronometragem somen
te algum tempo depois, quando o modo fundamental se torna predominan
te, isto €, todas c¢spiras da mola oscilam com mesmo perfodo. Como os
resultados dependem muito dessas medidas, convém aos alunos pratica-
rem-nas antes do inicio da experiéncia.

Uma vez determinado o perfodo T, calcula-se o seu valor ao qua
drado T2 e langa-se os dados como na tabela 1. Constroi-se entao um
grafico de m x T2 , o qual determina uma reta. Prolonga-se essa reta
até que ela corte o eixo das massas, e desse ponto determina-se o va-
lor da massa da mola. Por GUltimo, mede-se a massa da mola numa balan

¢a e compara-se os resultados.

- Comentanios

Mesmo nao se conhecendo de infcio a massa da mola, fica claro
que estamos numa regiao onde o 3¢ caso da segao Il é valido. Portan-
to, o perfodo de oscilagao desse sistema deve ser dado com boa aproxi
magao pela equagao (25). Esta, por sua vez, pode ser escrita da se-

gquinte forma

M . (26)

Nao é de se estranhar, portanto, que os pontos do grafico aparegam a-

linhados,
Embora fisicamente nao haja sentido em se falar em massas ne-

gativas, a extrapolacao matematica do grafico obtido experimentalmen-

te, deve equivaler ao valor M/2. Tem-se assim o valor da massa da mola.
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Figura 2 - Grafico de m x T2 * 0s pontos representam os dados expe-
rimentais., A curva representa a reta média tragada por es

ses pontos.

IV - CONCLUSQES

0 aparato experimental da presente experiéncia ¢ algo simples ,
e apesar do principal aparelho de medida ser a sensibilidade humana,
seus resultados estdao bem proximos daqueles previstos pela teoria. A
menos do envolvimento matematico para a solugao das equagoes (2), (3)
e (4), essa teoria € bastante rica, tornando-se no embriao para o tra
tamento de dinamica de uma rede linear, comumente apresentada em
cursos de Introdugao ao Estado S6lido. Nesse caso basta tomar a equa
30 (2) com g=0 mais o teorema de Bloch e tem-se os resultados di-
retamente.
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- Resuftados

A tabela 1 mostra os dados obtidos utilizando-se uma mola de
massa 148,3 gramas. Por extrapolacao da reta obtida no grafico da fi
gura 2 obtém-se para a massa efetiva da mola o valor de 76,0 gramas,
ou seja, M=152,0 gramas., A discrepancia entre esses dois resultados
¢ de cerca de 2,5% 6.

massa (g) tempo EZ? osc.) 7 {5} T2 (52) As, (em)
s

0 31,7 1,58 2,51 0

1 31,8 1,59 2,54 1,1

2 32,0 1,60 2,57 2,2

3 3251 1,61 2,59 3.1
5 32,6 1,63 2,66 5,3

7 33,0 1,65 2,73 7.5
10 33,5 1,68 2,82 10,5
12 34,0 1,70 2,89 12,7
15 34,6 1,73 3,00 16,1
17 34,8 1,74 . 3,04 17,9
20 35,5 1,77 315 21,0
22 36,0 1,80 3,24 23.1
25 36,5 1,82 3:33 26,2

Tabela 1 - A segunda coluna corresponde a uma meédia sobre tres medidas

consecutivas do tempo de 20 oscilagoes. Com relagao a al-

tima coluna, veja apendice.
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v - APENDICE

Quando A = 0 na equagao (5) tem-se o caso de uma deformagao
pura, sem oscilagao. Entao, o deslocamento da extremidade inferior da
mola é dada por

sy = (m+ n/2)§ ; (27)

Portanto, se m = 0 a mola sofre uma deformagao devida a wuma forga
igual a metade de seu peso, o que equivale dizer que sua massa efeti-
va é M/2 , concordando, naturalmente, com a equagao (25). Entretanto,
se duas massas diferentes, m e m2 , sao colocadas na extremidade,a

1
diferenga na deformagao é dada por

AS = (m

" - m) og/K . (28)

2

o que esta de acordo com o modo usual de se encontrar a constante e153
tica de uma mola. Pode-se entao fazer a seguinte extensao na experién
cia: para cada massa colocada na extremidade da mola, mede-se também
a deformagao A4S, por ela sofrida, em relagdo 3 posigdo de sua extre
midade quando sem massa; para isso, basta colocar uma régua em parale
lo com a mola; constroi-se entao um grafico de m x A4S, e através de
sua declividade obtéem-se o valor do K ; este, por sua vez, pode ser
também obtido do grafico 1, e os resultados comparados.

0 valor obtido para a constante elastica da mola atraves da me
dida direta do asy (figura 3) foi K = 0,94 N/m , e o obtlido do gra-
fico da figura 2 foi K = 0,98 N/m , havendo uma discrepancia de cer-

ca de 42 entre esses dois resultados.
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Figura 3 - Grafico de m xAs, . 1dem 3 figura 2.
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esbarra-se em algumas dificuldades advindas do proprio fato da mas
sa da mola ser muito menor que as massas suspensas, para as quais
se mede o perfodo. A mais importante delas & que a reta obtida

corta o eixo das massas muito proximo da origem.
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