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As aplicagbes de transigoes de fase vao muito além do contexto da termodinamica de equilibrio, de onde
surgiu. Nés revisamos um dos principais exemplos de uma transi¢gdo de fase em um sistema sem termodinamica,
o processo de contato (PC), com énfase no método de campo médio. Apresentamos um estudo de campo médio
aplicado a um modelo para a transmissdo da maldria em uma populagdo. Discutimos também as novas aborda-
gens da distribui¢do quase-estaciondria e o processo de contato conservativo.
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Phase transitions find application well beyond the context of equilibrium thermodynamics, where they arose.
We review one of the prime examples of a phase transition in a system lacking thermodynamics, the contact
process (PC), emphasizing mean-field theory methods. We also present mean-field results for a model of trans-
mission of malaria in a population, and discuss the new approaches of quasi-stationary distributions, and the

conserved contact process.
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1. Introducao

No nosso dia a dia nos deparamos com questoes que
pensamos serem raramente abordadas por modelos
cientificos. Sera que ja foi investigado o porque de ser
muito mais comum ficar gripado no inverno do que no
verao? Serd que fatores como maior agrupamento de
pessoas dentro de casa, escritério com janelas fechadas
seriam relevantes para esta questao? Serd que existe al-
gum modelo matematico que possa ajudar a esclarecer
fatos como estes?

O espalhamento de doengas epidémicas é um dos
problemas mais importantes da ciéncia médica. O nu-
mero de pessoas contaminadas pela AIDS aumenta a
cada dia, e muitas outras doengas como a malaria
e a influenza ainda fazem um numero substancial de
vitimas. Em epidemiologia — estudo cientifico da ocor-
réncia, transmissao e controle da doenga, modelos
matematicos sao importantes para quantificar padroes
de espalhamento da doenca e compreender o processo
de transmissao.

Neste trabalho procuramos entender um pouco mais
sobre o processo de espalhamento de uma epidemia,
empregando ferramentas de fisica tedrica. Esta dis-
cussao mostra que as idéias de mecanica estatistica tém
aplicacao muito além do contexto termodinamico, onde

nasceu. Para tal utilizamos o processo de contato, in-
troduzido por Harris [1, 2] como um modelo simples
para epidemias e um modelo para a transmissao da
malaria.

Modelos como estes sao importantes na area de
fisica estatistica, que procura entender os fenémenos
relacionados com sistemas de muitas entidades in-
teragentes. Nas décadas passadas, teorias gerais de
transicoes de fases e de fenémenos criticos foram desen-
volvidas, unificando a compreensao de transicoes gas-
liquido, transicoes magnéticas, cristais liquidos e ou-
tros sistemas [3, 4, B5]. Esta grande atividade no es-
tudo de transicoes de fases em sistemas termodinamicos
de equilibrio, foi acompanhada por desenvolvimentos
paralelos em sistemas fora do equilibrio, e até em sis-
temas sem termodinamica (para os quais os conceitos de
energia e trabalho néo se aplicam). O exemplo proemi-
nente da iltima categoria é a percolacdo, o modelo mais
simples de uma transicao de fase geométrica [0} [7, §].

A idéia de transicoes de fases foi umas das mais
frutiferas a ser exportada da fisica para outras areas;
estd sendo utilizada na teoria de populagoes bioldgicas,
em inteligéncia artificial e em teoria da computagao.
(Também em &reas mais familiares para os fisicos:
processos relativos ao funcionamento do laser, proces-
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sos nucleares, e em hidrodindmica.) Portanto, seria
atil haver uma definicao de “transicao de fase” que néao
fosse baseada na termodinamica. Para a presente dis-
cussao, uma definigao adequada, nao muito formal, se-
ria: uma transicao de fase é uma mudanca abrupta,
singular, das propriedades macroscopicas de um sis-
tema de muitas unidades, como funcao dos parametros
de controle. Cabe nesta descrigdo as transicoes fami-
liares (a propriedade macroscépica pode ser, por exem-
plo, a magnetizacao de um bloco de ferro, enquanto os
parametros de controle sao a temperatura e o campo
magnético externo), e também os exemplos de sistemas
fora do equilibrio como os citados acima (percolacao,
epidemias).

Neste artigo pretendemos apresentar ao leitor uma
transicao de fase sem termodinamica, ilustrando alguns
dos métodos utilizados para estuda-la: teoria de campo
médio e andlise de probabilidades. Usamos como exem-
plos o processo de contato e um modelo matemético
para a malaria. No processo de contato a interacao en-
tre os individuos é direta, enquanto que no modelo para
a malaria ha a presencga de um vetor na transmissao da
doenca.

O processo de contato é um sistema de particulas
interagentes que pode ser interpretado como um mo-
delo para descrever o espalhamento de uma infeccao.
Neste contexto, cada sitio de uma rede d-dimensional
representa um individuo que pode estar infectado ou
saudavel. O sistema evolui segundo uma dinamica es-
tocastica, que consiste dos eventos elementares de in-
fecgao e recuperacdo. (Uma definicdo mais precisa do
modelo se encontra na préxima segdo.) A infeccdo se
espalha através do contato direto entre individuos in-
fectados e saudaveis. O espalhamento da infeccao de-
pende de um parametro de infeccao que chamaremos
de A. Individuos infectados se recuperam com uma
taxa unitaria e sdo suscetiveis a re-infecgdo. Como
um individuo deve ter pelo menos um vizinho doente
para tornar-se infectado, o estado no qual todos os in-
dividuos sao saudaveis é absorvente: o sistema nao pode
escapar desta configuracao! Neste contexto, o estado
absorvente representa o fim da epidemia.

A persisténcia da epidemia ¢é controlada pelo
parametro de infeccao. Se A é muito pequeno, a ex-
tingao da infecgao em tempos longos é certa; por outro
lado, grandes valores de A asseguram que a infeccao
pode espalhar indefinidamente. A fronteira entre per-
sisténcia e extingao é marcada por um ponto critico, o
qual é denotado por A.. O parametro critico . separa
os dois estados estaciondrios que o sistema pode atingir
em tempos longos: um estado livre de doencas (absor-
vente), e um estado “ativo”onde a epidemia sobrevive.
Ac marca uma transi¢do de fase continua entre um es-
tado absorvente e um estado ativo.

O restante deste artigo é organizado do seguinte
modo, na segao 2 apresentamos os modelos bésicos;
na segao 3 discutimos a aproximacao de campo médio
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para o processo de contato; na se¢ao 4 discutimos a dis-
tribuicao do estado quase-estaciondrio para o processo
de contato; na secao 5 abordamos o processo de con-
tato conservativo e finalmente, na segao 6 apresentamos
o modelo para a transmissao da malaria e uma andlise
utilizando as técnicas de campo médio.

2. Modelos basicos

2.1. Processo de contato

Nesta secao definimos as regras do processo de con-
tato (PC), seguida de uma breve discussdo da sua
relagdo com a percolacao direcionada. Esta relacao en-
tre os dois modelos é importante, pois a percolagao dire-
cionada define uma classe de universalidade, sendo um
modelo bastante estudado e com intimeras aplicagoes.
Modelos que pertencem a mesma classe de universali-
dade compartilham o mesmo comportamento singular
nas vizinhangas do ponto critico, em particular, os va-
lores dos chamados exzpoentes criticos |3, 4} 5].

No PC, cada sitio ¢ de uma rede hiper-cubica repre-
senta um individuo que pode estar em um dos dois es-
tados, saudavel ou infectado, denotado por o; = 0
O estado o; de cada in-
dividuo pode ser alterado de acordo com as seguintes re-
gras: individuos infectados podem tornar-se saudaveis

ou 1, respectivamente.

(6, = 1 — 0;=0), a uma taxa unitéria, independen-
temente de seus vizinhos; individuos saudaveis podem
ser infectados a uma taxa n\/2d, onde n é o nimero de
vizinhos infectados e d a dimensao do sistema. Assim,
n/2d é a fragdo dos 2d vizinhos que estao atualmente
infectados.

A Fig. 1 mostra as possiveis mudancas de con-
figuragdo em uma rede unidimensional (d = 1) com
condigoes periddicas de contorno, ou seja, o tltimo
sitio da direita é vizinho do primeiro sitio da esquerda,
e vice-versa. No diagrama o circulo cheio (e) repre-
senta um individuo infectado, e o circulo vazio (o) re-
presenta um individuo saudavel. Iniciando com uma
configuracao do tipo (e e @), onde os trés individuos
estdo infectados, é possivel obter um dos trés estados
seguintes: (cee), (e0e) ou (eeo). Em cada um destes
estados um dos individuos inicialmente infectado se re-
cuperou. Seguindo a linha do estado (o e e) podemos
obter: (oo e) ou (o eo) com a recuperagao de um dos
individuos infectados, ou (e e @) com a reinfecgao do
Unico individuo saudavel. E finalmente, a partir do es-
tado (oo e) podemos voltar aos estados (oee) ou (ece)
com a reinfeccao de um dos individuos saudaveis, ou
chegar ao estado (000), do qual o sistema néo pode mais
sair. Este estado ¢ chamado de estado absorvente. E
importante salientar que um individuo saudavel sé sera
infectado se ele possuir vizinhos infectados.
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Figura 1 - Espaco de configuragoes para o PC em um anel de trés
sitios. As linhas designam as possiveis transi¢ées, com as taxas
indicadas (a taxa associada com uma linha sélida é 1.)

Para distinguir as duas fases, introduzimos, como
é costume na fisica estatistica, um parametro de or-
dem. No PC o parametro de ordem p é a densidade
estaciondria de individuos infectados, que se anula no
estado absorvente, o qual é caracterizado pela auséncia
de individuos infectados. Quando A aumenta além de
Ac 0 sistema sofre uma transigao de fase continua do
estado absorvente para um estado estacionario ativo.

e .

Figura 2 - Comportamento do parametro de ordem para o
processo de contato em fungdo de A. A. é o valor critico do
parametro de controle, que separa as duas fases do sistema.

Na transicao de fase do PC o parametro de ordem
(p) cresce continuamente a partir de zero & medida que
o parametro de infeccao aumenta além do valor A,
como mostrado na Fig. 2. Perto do ponto critico, o
parametro de ordem vai para zero segundo uma lei de
poténcia caracterizada por:

p~ ()‘ - )‘C)ﬁ’
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onde 3 é o expoente critico associado ao parametro de
ordem. A independéncia dos expoentes criticos com
os detalhes da maioria dos sistemas é conhecida como
universalidade. Modelos com 0 mesmo conjunto de ex-
poentes criticos formam uma classe de universalidade.
Em geral, uma classe de universalidade é determinada
por caracteristicas globais tais como dimensionalidade
do espaco, dimensao do parametro de ordem, sime-
tria e alcance das interacoes [9]. Modelos que possuem
uma transicao continua para um unico estado absor-
vente geralmente pertencem a mesma classe de uni-
versalidade do modelo de percolagao direcionada (PD)
[10, 11, 12, [13].

2.2. Percolagao direcionada

O problema de percolagao vem sendo amplamente estu-
dado desde que foi introduzido por Broadbent e Ham-
mersley em 1957 [6) [7, [8] para tentar solucionar o en-
tupimento de maéscaras de gas. Percolacao de ligagao
simples é definida sobre uma rede, onde cada sitio esta
ligado ao sitio vizinho se a ligagao entre os dois es-
tiver presente. Cada ligacao estd presente com uma
probabilidade p, independentemente das outras. Se p é
pequena, entdo esperamos apenas regioes conexas bem
pequenas (a mdscara ndo serve para respirar). Acima
de uma probabilidade critica p., a rede percola, ou seja,
existe um agrupamento de sitios infinito conectando
bordas opostas da rede. A presenca de tal agrupa-
mento pode representar a possibilidade da agua per-
colar através de uma rocha porosa, ou uma condutivi-
dade nao-nula numa rede diluida de resistores. Apesar
do fato de os conceitos de energia e trabalho nao se apli-
carem, o modelo de percolacao apresenta uma transicao
de fase em p.. Esta transicao foi estudada intensiva-
mente utilizando ferramentas desenvolvidas no estudo
de transigoes ferromagnéticas.

Percolagéo direcionada (PD) [6] pode ser definida
como um problema de percolacao de ligagao comum,
no qual as ligagoes sao distribuidas aleatoriamente so-
bre a rede com concentragao p, com a introducao de
uma direcado preferencial para o problema, por exem-
plo, uma rede diluida de diodos (o diodo conduz cor-
rente apenas em uma diregdo). Para realizar o processo,
deve-se girar a rede quadrada usual de 45°, tal que cada
sitio tenha dois vizinhos mais préximos na linha acima,
e dois na linha abaixo. Cada sitio estd ou “molhado”
ou “seco” (imaginamos que a linha superior esteja liga-
da a um reservatério de dgua que vai percolar a rede se
existir um caminho de ligagoes). Cada elo na rede esta
presente, independentemente, com uma probabilidade
p; a dgua s6 pode escoar de cima para baixo. E comum
chamar os sitios molhados de “particulas” e os outros
de sitios vazios. A Fig. 3 mostra as regras de transicao
para a percolacao de ligagao direcionada.
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Figura 3 - Diagrama mostrando as regras para a percolacdo
de ligagdo direcionada com probabilidade de ligagdo p na rede
quadrada. e indica que o sitio estd ligado & origem; e o indica
que o sitio ndo tem ligagdo com a origem.

Na Fig. 4 esta representada uma configuragao tipica
de percolacao de ligacao direcionada. A primeira linha
representa o estado inicial, o qual é conectado por
ligacoes diagonais as particulas da linha abaixo. Cada
uma destas ligagoes orientadas estd presente com uma
probabilidade p independente das outras ligagoes. Um
sitio desta rede esta conectado a origem se e somente se
ele estd conectado ao sitio da camada anterior que estéa
por sua vez conectado a origem. Ha uma concentracao
critica p. abaixo da qual a probabilidade de formar um
agrupamento de percolagao infinito é zero. Proximo
de p. o sistema possui os comprimentos caracteristicos
£1 e &, perpendicular e paralelo a diregao principal,
respectivamente, que divergem como:

)"

§1 o< (pe —p
&) o< (pe — p)

’
1
;

onde v; e v sao os expoentes criticos relacionados.
§1 e &) representam as dimensoes tipicas dos agrupa-
mentos para p < p.. Ambas, percolacdo isotrépica e
percolagao direcionada exibem um ponto critico. Em-
bora nao possuam uma interpretagao termodinamica,
propriedades de escala associadas com correlagoes de
longo alcance surgem, como em fendmenos criticos
de equilibrio. A diferenca de simetria entre os casos
isotrépico e dirigido faz com que os expoentes criticos
sejam distintos.

A

R
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o

SRR
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Figura 4 - Evolucao temporal tipica a partir de uma particula
Unica na percolacao direcionada dinamica. Particulas sao repre-
sentadas por e, e sitios da rede por o, e as ligacGes por flechas. O
agrupamento ¢é tipico daqueles observados para grandes valores
da probabilidade de espalhamento p (figura retirada da tese de
doutoramento de I. Jensen, Computer Simulations and Analyt-
ical Studies of Nonequilibrium Phase Transitions in Interacting
Particle Systems with Absorbing States, Denmark, 1992).
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Uma interpretacao interessante é obtida se conside-
rarmos a direcao preferencial como o tempo; as ou-
tras dimensoes podem representar uma rede espacial.
Esta interpretagao permite mapear a PD na teoria de
campo de Reggeon (RFT) [14], uma teoria de fisica de
particulas de alta energia, que modela a secao de choque
de espalhamento de particulas altamente energéticas.
Uma andlise do RFT mostra que ele apresenta uma
transicao de fase na mesma classe de universalidade
que a PD. A transicao do PC também pertence a esta
classe de universalidade. Na verdade, o processo de
contato d-dimensional corresponde a percolagao dire-
cionada em (d + 1) dimensoes. Isto pode ser visto con-
siderando um analogo discreto no tempo do PC no qual
todos os sitios sao atualizados simultaneamente. Uma
grande variedade de modelos de catélise também en-
volve transicoes de fase com as mesmas caracteristicas
[12, 15).

3. Campo médio para o processo de
contato

Como uma primeira aproximacao na tentativa de en-
tender o comportamento geral do modelo, utilizamos
técnicas de campo médio — aproximacao de clusters.
Esta é uma técnica bem estabelecida em fisica es-
tatistica, tendo sido aplicada em modelos de spin, e
também percolagao direcionada e reagoes de catéalise.
De modo geral, o método consiste em tratar como inde-
pendentes, eventos associados com sitios afastados por
uma certa distdncia. Assim, na aproximacao de sitios
(a mais simples possivel), cada sitio é tratado como
se fosse independente dos outros. Na aproximagao de
pares, sitios separados por duas ou mais constantes de
rede sao considerados como independentes, e assim por
diante. Sob a hipétese de independéncia, a probabili-
dade conjunta P(o1, ...,0n) pode ser fatorizada, simpli-
ficando a andlise radicalmente. Os métodos de campo
médio aplicados & energia livre sdo muito familiares da
mecénica estatistica de equilibrio [5,[16]; no contexto de
nao-equilibrio trabalhamos com a dindmica (equagédo
mestra) sendo a distribuicdo estacionaria de proba-
bilidade desconhecida. Os resultados obtidos através
desta andlise, em geral, dao uma boa descrigao quali-
tativa do modelo, mas sao quantitativamente pobres.
Ainda assim, a aplicacao do método se justifica por
ser a técnica mais simples para a abordagem de mode-
los matemaéticos e seus resultados servem de guia para
outras investigagoes. Nesta se¢ao ndés mostramos como
aplicar este método e obter informacgoes sobre o com-
portamento do PC no nivel de sitios.

No6s consideramos o PC como definido na se¢ao an-
terior em uma dimensao. o; = 1 representard o estado
do sitio 7 tendo um individuo infectado, e 0; = 0 quando
o individuo estiver saudavel. A probabilidade de que o
sitio i esteja infectado no tempo t é representado por
P(o; = 1;t) = p (analogamente, 1 — p representa a
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probabilidade de que o sitio ¢ ndo esteja infectado). Na
Tabela 1 estao as taxas de mudanga para cada evento
do PC unidimensional.

Tabela 1 - Taxas de mudanga para o processo de contato uni-

dimensional no nivel de aproximacio de sitios. e representa um
individuo infectado e o representa um individuo saudavel.

processo taxa AN
MP1—-p) 1
%p(l -p? 1
50(1—p)? 1

e —o p -1

e0e — o000

€00 —>e0ee00

coce —0ee

No primeiro evento ocorre a infeccao do individuo
localizado no sitio central a uma taxa A; tratando cada
sitio independentemente e assumindo homogeneidade
espacial, podemos escrever a probabilidade para encon-
trar o agrupamento nesta configuragao como p2(1 —p).
Cada contribuicao para a equagao de evolugao é dada
pelo produto da taxa de mudanca e da mudancga no
nimero de particulas, AN. Assim, considerando os
quatro eventos possiveis mostrados na Tabela 1, a
equacao de evolucao para p é dada por, apds alguma
algebra,

W pr-1) -2 (1)
O regime estaciondrio é caracterizado por dp/dt = 0,
nao havendo mudancgas macroscépicas no sistema. Para
A <1 a tunica solugao estacionéria é o vacuo, p = 0.
Para A > 1 nés encontramos também uma solucao esta-
ciondria ativa, p = 1 — A™!. Pode-se mostrar que para
A > A, = 1 o estado ativo é estdvel e o vicuo instivel.
Ae marca o ponto critico, no qual a densidade esta-
cionaria muda continuamente, porém de uma maneira
singular.

A Eq. (1) é a prépria equagao de Malthus-Verhulst
[17], que descreve a evolugao temporal do tamanho p de
uma populagao que se reproduz mas cujo crescimento
é limitado por fatores ambientais (recursos finitos). E
facilmente integrada, dando:

HpPo
t) = , 2
p(t) Apo + (p—Apo)ert ®

onde p = A—1 e pg > 0 é o tamanho inicial da popu-
lagdo. Evidentemente, p(t) se aproxima do valor esta-
ciondrio (1 —A~! se u > 1, e 0 no caso contrario) para
tempos ¢ > |u|~!. No ponto critico, =0, a populagao
decai algebricamente:

plt) = 1y (3)

Voltando a solugao estaciondria, observamos que p
é o parametro de ordem para esta transi¢cao, assumindo
um valor nao-nulo somente para A > A.. Perto do ponto
critico o parametro de ordem geralmente segue a lei de
poténcia,

px A’ (A>0), (4)
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onde A = X — A\.. Portanto, na aproximacao de
campo médio do PC encontramos = 1, uma vez que
p = A+ O(A?) para A > 0. Visto como um sistema
dindmico, podemos afirmar que a Eq. (1) exibe uma bi-
furcagao transcritica em A = 1 [18], ou seja, nesse ponto
h& uma troca de estabilidade no sistema. Isso ilustra
uma correspondéncia mais geral, entre uma transigao de
fase (em um sistema de muitas unidades interagentes) e
uma bifurcagao na descrigao dinamica de campo médio.

Esta anédlise simples de campo médio prevé um
diagrama de fase qualitativamente correto, enquanto
fornece valores muito ruins para o ponto critico e os
expoentes. Por exemplo, A, ~ 3,29 e § ~ 0,277 em
d = 1. Isto é uma conseqiiéncia direta de se des-
prezar correlages entre os sitios; de fato eles sao al-
tamente correlacionados. E importante observar que
os expoentes de campo médio sao incorretos para di-
mensoes espaciais d < d.. d. é a dimensao critica, acima
da qual os expoentes criticos sao do tipo campo médio;
d. = 4 para o PC [10, 11}, 16]. Cada sistema possui uma
dimensionalidade particular, conhecida como dimensao
critica, acima da qual a teoria de campo médio fornece
a descrigao correta das propriedades criticas [16].

4. Estado quase-estacionario

Quando simulado em uma rede finita, o processo de
contato evolui para, afinal, o estado absorvente. Isso
ocorre porque, se o numero de configuracoes € finito,
a taxa para entrar no estado absorvente é maior que
zero, enquanto a taxa para sair é, por definicao, nula.
Entretanto, simulagdes computacionais (sempre de sis-
temas finitos!) s@o utilizadas para estudar o estado
estacionario do modelo. Como é possivel conseguir isto,
se o estado estaciondrio é sempre absorvente, uma rede
vazia? Na verdade, para redes razoavelmente grandes e
A > )., o sistema pode permanecer ativo por um tempo
suficientemente longo para que as propriedades (dado
que o sistema ainda nao tenha atingido o estado absor-
vente) atinjam valores que independem do tempo. Sao
estas propriedades quase-estaciondrias que obtemos em
simulagoes. O estado quase-estacionario converge para
o verdadeiro estacionério no limite L — oo, onde L é a
dimensao linear da rede.

Para uma revisao da teoria e aplicacao de dis-
tribuigbes quase-estariondrias veja as referéncias [19,
20]. Aqui nés ilustramos a idéia com uma conta exata
para o PC num anel de trés sitios, a partir da equacao
mestra [21]. O espago de configuragdes e as transigoes
neste sistema minusculo foram representados na Fig. 1
(observe que a configuragdo (o o o) ndo tem nenhuma
transi¢ao saindo dela, o que a define como absorvente).
Apesar de ter oito configuragoes, a simetria entre as trés
configuragoes com apenas uma particula (e, novamente,
entre as trés configuragoes com duas particulas), im-
plica que sao necessdrias apenas quatro variaveis para
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escrever a equagao mestra do processo:

PDy

= 3 s
dt P1
PD
= —(1+A 2
0 (I+X)p1 + 2p2,
PD
dt2 = —(24+N)p2 + Ap1 + pa3,
PD
dt?’ = —3p3+3\p2. (5)

Aqui, p; é a probabilidade de ter qualquer uma das trés
configuracoes com uma particula, analogamente para po
com duas particulas, tal que a normalizacao das proba-
bilidades se escreve: pg + 3p1 + 3p2 +p3 = 1. E fécil ver
que a probabilidade é conservada pelas equagoes, e que
a Unica solugao estacionaria é pyo = 1. Para encontrar
a distribui¢do quase-estaciondria (QE), definimos, para
1> 0,
pi(t)
L—po(t)’

que representa a probabilidade do sistema estar no es-
tado ¢, dado que o processo tenha sobrevivido até o
tempo t. Para tempos longos as p; s convergem para a
distribuicao quase-estaciondria. Na Fig. 5 mostramos
a densidade (p,), e a razdo m = (pZ2)/{pe)? no estado
quase-estacionario, em funcao de A, obtidas por inte-
gragdo numérica das equagoes. A densidade cresce con-
tinuamente, enquanto m (a flutuagao relativa da densi-
dade), exibe um méximo. (Observe que para A = 0 ou
A — o0, a distribuicao QE estd concentrada ou em 1
ou em 3, e nao hd flutuagoes.) E de se esperar que, au-
mentando o nimero de sitios, a dependéncia de p com
A se aproxime da curva mostrada na Fig. 5, enquanto
o méaximo de m fica cada vez mais agudo.

pi,s(t) =

ST 71— 71 1

oo——ur o 1w

Figura 5 - Densidade e razao m no estado quase-estaciondrio do
PC em um anel de trés sitios.
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5. Processo de contato conservado

Em mecanica estatistica de equilibrio, podemos estu-
dar o mesmo sistema usando vérios ensembles [5]. O
que distingue um ensemble do outro sao os vinculos.
No ensemble microcanonico, por exemplo, a energia
do sistema é estritamente fixa, enquanto no ensemble
canoénico a temperatura é fixa, e a energia flutua. Sabe-
mos que, no limite de tamanho infinito, os véarios en-
sembles fornecem previsdes equivalentes para as pro-
priedades macroscépicas. Sera que podemos definir en-
sembles distintos fora do equilibrio, por exemplo, para
o processo de contato?

Uma resposta afirmativa, preliminar, vem do tra-
balho recente de Tomé e de Oliveira [22], no qual foi
investigado o Processo de Contato Conservado (PCC).
Neste modelo, N(< L9) pessoas infectadas sdo colo-
cadas em uma rede com L sitios, que pode ser finita ou
infinita. (Como sempre, cada sitio pode ter no maximo
uma pessoa.) Cada pessoa saudédvel pode se tornar in-
fectada com uma taxa n/2d , sendo n o numero de
vizinhos infectados. Mas agora, quando uma pessoa
torna-se infectada, nao é por transmissao da infecgao,
mas sim pela transferéncia de uma pessoa infectada
para tal sitio, escolhida aleatoriamente, entre todas as
N pessoas infectadas. Assim, o niimero N de pessoas
infectadas é estritamente conservado.

Para ver a conexao com o processo de contato usual,
observe que é possivel, por uma simples re-escala da
unidade de tempo, dividir todas as taxas de transicao
no PC por A, tal que um sitio vazio torna-se ocupado
com uma taxa n/2d, enquanto o processo reverso ocorre
com uma taxa de 1/X. Assim, a taxa do processo
o — e no PC é a mesma que no PCC. Para encon-
trar o valor efetivo de A no PCC, basta encontrar a
taxa do processo ¢ — o no PC. Evidentemente a taxa
total de tais transi¢oes é Noo/2d, onde o numerador
representa o nimero total de pares vizinhos tipo eo.
A taxa para um sitio ocupado tornar-se vazio é entao
Neo/(2dN) = neo/2d, dando, no estado estaciondrio,

I (Neo)
Aep  2d (©)

Fica claro agora que no PCC o parametro de ordem,
pe = N/L?, tem walor fivo, enquanto o parametro de
controle A\ flutua (observe que é necesséria uma rede
infinita para estudar o regime subcritico, mas isso nao
causa dificuldades nas simulagoes, uma vez que N é
finito.) Verifica-se em simulagdes que o valor critico
A¢, € 0 expoente critico 3, sdo iguais nos dois ensem-
bles [22]. Logo depois, uma demonstragdo formal da
equivaléncia foi feita [23]. O PCC também foi usado
para localizar o valor critico com uma precisao inédita
em dimensoes d = 1 - 5 [24].

Fazemos agora uma anélise de campo médio para o
PCC unidimensional. Na fase ativa, o tamanho L da
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rede é finito, e o niimero esperado de pares tipo eo é:

<Noo> :2Nﬂa (7)
L
onde supomos N > 1 e, no espirito da aproximagao de
campo médio, tratamos o estado de cada sitio como in-
dependente. (Assim, (L — N)/L representa a probabili-
dade de um determinado sitio estar vazio.) Da Eq. (6)),
encontramos:

1—1
)\_ p7

exatamente como na teoria de campo médio do PC
original. Observe que, para qualquer N (fixo),
A — 1 = ). quando L — oo. Nas simulagoes
A também aproxima do seu valor critico, deixando
L — oo e o parametro de ordem ir a zero. Esta situacao
lembra a criticalidade auto-organizada [25] 26], em que
um sistema com uma transi¢ao de fase para um estado
absorvente é forcado a permanecer no ponto critico, na
aparente auséncia de ajuste de parametros [27].

6. Modelo para o espalhamento da
malaria

Estudamos a transmissao e espalhamento da maléria
em uma populagao utilizando as técnicas de campo
médio. Para tal, definimos um modelo matematico
que descreve os principais mecanismos de transmissao
da doenca usando como base modelos previamente
definidos.

No infcio do século XX, Ross [28] descobriu que o
parasita que causa a maldria é transmitido ao ser hu-
mano pela fémea infectada do mosquito Anopheles. O
ciclo de vida do parasita se alterna entre hospedeiros
humanos e mosquitos, cujas formas evidenciam os dife-
rentes estagios do processo. A seguir damos uma des-
cricao qualitativa do processo, uma vez que detalhes
quantitativos irdo variar de uma espécie para outra de
parasitas, ou de populagoes humanas diferentes.

A fémea infectada é caracterizada por possuir
glandulas salivares invadidas por formas esporozoitos
do parasita. Os esporozoitos sdo células que infectam
novos hospedeiros e constituem a forma infectante para
0 homem. Uma vez dentro do hospedeiro, os esporo-
zoitos migram para o figado, onde se multiplicam as-
sexuadamente. Ha entdo uma liberagao de formas tro-
fozoitos — estagio ativo no ciclo de vida dos parasitas,
na corrente sangiiinea. Esses, invadem e permanecem
nos glébulos vermelhos que ao se romperem liberam for-
mas merozoitos — células-filhas dos parasitas resultantes
da reproducao assexuada, que invadem novos glébulos
vermelhos, repetindo o ciclo varias vezes. Em um dado
momento, os gametdcitos, que sao formas sexuadas do
parasita, surgem de alguns dos merozoitos, assim, o
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sangue de uma pessoa infectada pode conter diferentes
formas do parasita.

As fémeas do mosquito s@o infectadas pelos ga-
metocitos ao se alimentarem do sangue de um ser hu-
mano infectado. Os gametdécitos machos e fémeas se
acasalam no estomago do mosquito formando zigotos,
que penetram as paredes estomacais e formam oocis-
tos, que se rompem liberando um grande niimero de
esporozoitos. Alguns desses esporozoitos migram para
as glandulas salivares do mosquito e o ciclo completo se
repete.

O ciclo de vida do parasita, dentro de hospedeiros
sucessivos, é complexo, mas a dindmica do processo de
transmissao pode ser esbogada de uma forma simples.
Os seres humanos s6 podem adquirir malaria de mos-
quitos infectados, e mosquitos s6 podem adquirir a in-
fecgao de seres humanos infectados. Em modelos mais
abrangentes, pode-se levar em consideracao, por exem-
plo, mais detalhes do ciclo do parasita, casos de superin-
fecgao, onde cada hospedeiro pode receber uma infecgao
adicional, e também o impacto da reagao imunolédgica
na aquisigao de infecgao adicional [29, [30] 31].

Em qualquer modelo que descreva a dindmica da
maléria, deve-se introduzir a populagao humana I
(tamanho N7) e a populagdo de mosquito IT (tamanho
Ns). A dependéncia reciproca das populagdes humana
e de mosquitos na propagacao da maldria se assemelha
a dois processos de contato entrelacados. Nos modelos
mais simples as populagoes nao mudam de tamanho.
Longevidade em I é muito maior do que em II, assim
¢é necessario interpretar a invariabilidade de N7 e Ny
diferentemente. Em I esta invariabilidade significa que
nascimentos, mortes, imigragoes ou emigragoes sao de
pouca importancia na escala de tempo da epidemia,
mas qualquer individuo pode ser infectado, entao cu-
rado, infectado novamente, e assim por diante. Em II,
similarmente, nao ha imigragao ou emigracao, mas de-
vido ao curto tempo de vida dos mosquitos, podemos
supor uma populacao de tamanho fixo. Para manter
o tamanho de uma populacgao constante, simplesmente
assumimos que cada morte é compensada por um nasci-
mento.

Definimos o nosso modelo em uma rede quadrada
onde cada sitio representa um ser humano que pode es-
tar infectado ou saudavel. Cada sitio da rede também
pode estar ocupado por um mosquito saudével ou in-
fectado. A evolugao do modelo se d4 de acordo com as
seguintes regras:

e Mosquitos difundem sobre a rede a uma taxa D;

e Mosquitos saudaveis se tornam infectados a uma
taxa I ao ocuparem o mesmo sitio que um ser
humano infectado;

e Mosquitos infectados se recuperam a uma taxa
Ry;
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e Seres humanos saudaveis se tornam infectados a
uma taxa I ao ocuparem o mesmo sitio que um
mosquito infectado;

e Seres humanos infectados se recuperam a uma
taxa Ry.

6.1. Campo médio simples

Abordamos o modelo para a maldria utilizando a apro-
ximagao de sitios (campo médio) como foi explicado na
secao 3. Para implementar esta técnica seguimos os
passos:

e De acordo com as regras e possiveis arranjos de
pessoas e mosquitos na rede, constréi-se uma
tabela incluindo todas as taxas de todos os even-
tos possiveis;

e De posse destas taxas, escreve-se a equacao de
evolugao do numero de pessoas infectadas, do
numero de mosquitos infectados, e assim por di-
ante;

e Deste conjunto de equacdes extrai-se os valores
estaciondrios para as grandezas de interesse;

e Através da andlise dos dados (gréficos, instabili-
dade) tem-se uma descrigdo qualitativa do com-
portamento geral do modelo.

Usaremos a notagao mostrada na Tabela 2 para re-
presentar os possiveis estados de um sitio.

Tabela 2 - Notagao para os estados dos sitios no modelo da mala-
ria em termos do estado do ser humano (H) e do mosquito (M).

M \ H sauddvel infectado
saudavel A D
infectado B E
ausente C F

Na Tabela 3 representamos as possiveis transigoes
entre os estados de sitios diferentes.

Tabela 3 - Notacdo para representar as transi¢ées possiveis entre
os diferentes estados dos sitios.

De A B C D E F
A X T3 Ts Ts 0 0
B . X T 0 Ty O
C T, Ty X 0 0 Tu
D 0 0 0 X T Tis
E 0 T35 0 Ty X T
F 0 0 0 T Tis X

Na Tabela 4, listamos as taxas de transicao para
cada evento possivel, de acordo com a Tabela 3.

A partir destas taxas, podemos escrever as equagoes
de evolucao para as probabilidades, adicionando os ter-
mos que aumentam a probabilidade de um dado estado,
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e subtraindo os termos que diminuem a probabilidade
deste mesmo estado.

Tabela 4 - Taxas de transicdo para os eventos entre os diferentes
estados dos sitios.

Eventos  Taxas de transi¢ao
A—B T = DA[B+E]
A—C T> = DA[C+F]
B—A T3 = B{D[A+D]+R,}
B—C Ty = 'DB[C-i—F]
B—E T5s =1B
C—A Ts = DC[D+A]
C—B T7 = 'DC[B+E}
D—A Ts = Ri1D
D—E Ty = D{D[B+E]+1}
D—F Tio = DD[C+F]
E—B T11 =R.E
E—D Tio = E{'D[A+D}+R2}
E—F T3 = DE[C+F]
F—C T4 = R1F
F—D T15 = DF[A+D]
F—E Tie = 'DF[B+E}

O DLAFE) DB +RyBRID

% = D{E(C+A)-B(F+D)}-(Ry + DB+RE

% = D{-C(D+E)+F(A+B)}+R,F

% = D{-D(C+B)+A(F+E)}-(R, + )D+R,E

CC% = D{-E(C+A)+B(F+D)}-(R; + Ra)E+I(D+B)
%E = D{-F(A+B)+C(D+E)}-R,F (8)

Resolvendo estas equagoes no estado estaciondrio (onde
as derivadas das probabilidades sdo iguais a zero), e uti-
lizando:
p = Prob[ser humano infectado] = D+E+F
o = Prob[mosquito infectado] = B+E,

(9)

obtemos:
__ (D+ R1)[DPynI? — RiR2(R1 + Ry + D + 21)] (10)
r= DI[R:1(R1 + D+ I) + DIPy) ’
para a densidade de pessoas infectadas, e
Ri(Ri+D+1
g=Prio=1)= SIEDED 5 5 gy

(R1+D)(Rz + 1)

para a densidade de mosquitos infectados, onde P, =
A+B+D+E é a probabilidade de se encontrar um mos-
quito na rede. Na Fig. 6 mostramos os graficos obti-
dos para Ry = 1,Ry = 2, P, = 0,6;(a)D = 0,1; (b)
D =1e (c) D=100. Da Eq. 10, vemos que a sobre-
vivéncia da epidemia depende da condicio DP,,I? >
R1Ry(Ry + Ro + D + 2I). Resolvendo para I, encon-
tramos que a sobrevivéncia exige:

H\/HW @

_ RiR,

I>1, =
- DP,,

R Ry



Transi¢oes de fase sem termodinamica

(@ 0,7 , ,
0,6
0,5

0,4

Densidade

0,3

0,2

L e e s e s
L b v b v v bl

0,1

0.0 ‘ \ ‘ L ‘ \ .
0 500 1000 1500 2000

(b) 0,8 T T T T T T

T

T
P I

P

Densidade
=
-9
—

o
)
Ll

|

0 250 500 750 1000

© 1,0 —= :
0,8 r 4

06

Densidade

04 | .

02 - ,

0,0 . | I | I | I
0 250 500 750 1000

Figura 6 - Densidade de mosquitos (linha fina) e pessoas (linha
cheia) infectados para os parametros Ry =1, Ry =2 e Py = 0,6
vs. a taxa de infecgdo I para as taxas de difusdo (a) D = 0,1;
(b) D=1,0¢€ (c) D=100.

Como podemos observar no grafico, tanto a densi-
dade de mosquitos infectados como a de seres humanos
infectados é maior do que zero a partir de I, = 68,2
para uma taxa de difusao D = 0,1; I. = 8,3 para
D=1el.=1,9 para D = 100. A densidade de pes-
soas infectadas (representada em linha cheia no gréfico)
é descrita por uma curva com uma taxa de crescimento
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mais acentuada, que atinge a saturagdo em um valor
proximo de 0,6 para D =0,1; 0,75 paraD =1,0e 1,0
para D = 100. A densidade de mosquitos infectados
(representada em linha fina no gréfico) é descrita por
uma curva com uma taxa de crescimento mais suave,
atingindo a saturacdo para I (taxa de infecgdo) apro-
ximadamente igual ao caso dos humanos. O valor de
saturacao varia com a taxa de difusao tendendo para os
valores p ~ 1 para a densidade de pessoas infectadas, e
o~ 0,6 = P, para a densidade de mosquitos infecta-
dos. Uma alta difusao de mosquitos pela rede, propicia
a infeccao dos seres humanos, fato que é confirmado
pelo maior valor de saturagao.

A regido acima da curva de linha cheia representa
estados do sistema onde as populagoes de mosquitos e
seres humanos nao apresentam sinais de infeccao. Com
o aumento da taxa de difusao de mosquitos esta regiao
diminui e comparando os trés graficos podemos con-
cluir que a medida que a difusao aumenta, esta regiao
torna-se menor. O valor critico da taxa de infecgao I
também mostra uma dependéncia com o parametro D,
tornando-se menor a medida que este aumenta. Este
valor critico marca o ponto a partir do qual a infeccao
sempre estard presente nas populagoes, portanto, para
difusdes maiores é natural que isto aconteca em taxas
de infeccao menores. A difusao atua como um fator que
ajuda a aumentar a transmissao da maldria.

E natural perguntar se existe alguma correlacao en-
tre a presenga de um ser humano infectado e um mos-
quito infectado no mesmo sitio. Para quantificar o
grau de correlacao calculamos a covariancia, ou seja,
a probabilidade conjunta de ter ambos infectados no
mesmo sitio menos o produto das probabilidades dos
dois eventos. Uma covariancia nula indica auséncia de
correlagoes. A teoria de campo médio fornece:

Cov = E—(D+E+F)(B+E)
= E-op
_ Ri(I+Ro)p(1 - p) — REp?
c T oma-pgrmr P

Os graficos da Fig. 7 mostram a covariancia para
diferentes valores da taxa de difusao. De acordo com a
figura, percebemos que ha uma correlacao positiva en-
tre o e p, como € de se esperar, pois a presenca de uma
pessoa infectada aumenta a chance de um mosquito
estar infectado no mesmo sitio e vice-versa. E inte-
ressante observar que para uma taxa de difusao maior
(D = 100), a covaridncia é praticamente nula. Uma
taxa de difusdo alta provoca uma mistura dos compo-
nentes do sistema, diminuindo as correlacoes entre as
populagoes.
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Figura 7 - Covariancia em funcdo da taxa de infec¢do (I) para
taxas de difusdo iguais a D = 0, 1; 1, 0; 100.

Uma aproximagao mais simples do método, seria
considerar as probabilidades de haver um mosquito e
um ser humano em um dado estado, ocupando o mesmo
sitio, como independentes. Assim, Cov = 0. Na
Tabela 4 as taxas seriam simplificadas, por exemplo,
a taxa T3 ficaria:

Ty = DA[B+E] = D(1 — p)(1 — 0)o P2, (14)

onde P, é a probabilidade de haver mosquitos na rede.
A mudanca nas outras taxas ocorre analogamente, e é
deixada como exercicio ao leitor interessado. As densi-
dades estacionarias para este caso sao:

== PnI? — R Ry
~ PoI(I+ Ry)
PnI? — R\ Ry
nN= —m—— ].
P TP T+ RY) (15)

No ponto critico os valores estaciondrios da densidade
de mosquitos e seres humanos infectados se anulam,
sendo caracterizado por I, = \/RiRs/P,,. Os resul-
tados para esta aproximagao sao mostrados na Fig. 8,
para os valores Ry = 1,Ry = 2 e P,, = 0,6. Nesta
aproximacao mais simples a difusao dos mosquitos
passa a ser irrelevante para o espalhamento da doenca.

1,0 ; , ‘ .

Densidade

04 ]

0,0 A | . 1 . I A
0 50 100 150 200

Figura 8 - Densidade de mosquitos infectados (linha fina) e pes-
soas (linha cheia) infectados para os pardmetros Ry = 1, Ry = 2
e Py, = 0,6 vs. ataxa de infecgdo I para a aproximagao onde as
probabilidades sao tratadas como independentes.
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7. Conclusoes

Apresentamos uma revisao didéatica do processo de con-
tato, o mais simples modelo que exibe uma transicao
de fase para um estado absorvente, fenémeno intrin-
sicamente longe do equilibrio. O comportamento sin-
gular das propriedades macroscépicas como funcao do
parametro A, e as evidéncias de escala na vizinhanga
do ponto critico, mostram que um sistema sem uma in-
terpretagao termodinamica é capaz de gerar uma ver-
dadeira transicao de fase.

Aplicamos a teoria de campo médio para o modelo
para a transmissao da malaria e obtemos os diagramas
de fases mostrando o comportamento do sistema para
diferentes valores da taxa de difusdo. O célculo da co-
variancia reforga a importancia das correlagoes entre os
componentes do sistema, principalmente para taxas de
difusao baixas.

Discutimos aqui dois métodos muito usados nestes
estudos: a teoria de campo médio e a andlise proba-
bilista. Cabe mencionar outros métodos muito im-
portantes, cuja discussao deve ficar para uma outra
ocasido: simulacdo Monte Carlo, expansdo em série [32]
e grupo de renormalizacao [16, [33].

Atualmente, existe uma grande procura das classes
de universalidade de transigoes para um estado absor-
vente [34], uma vez que tais transigdes sdo associadas
aos modelos de catalise, populagoes, criticalidade auto-
organizada, e transicao para turbuléncia. Dadas es-
tas conexdes (e outras) com vérias dreas da fisica de
sistemas complexos fora do equilibrio, é de se esperar
ainda mais atividade em modelos como o processo de
contato e modelos afins no futuro.
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