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Neste trabalho nés mostramos como obter o potencial efetivo a partir do funcional gerador das fungoes de
Green da teoria e qual é sua interpretagdo. A convexidade do potencial efetivo também é provada.
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In this work we have showed how the effective potential is obtained from the generating functional for the
Green’s functions of the theory and what is its interpretation. The convexity of the effective potential has been

also proved.
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1. Introducgao

O potencial efetivo é uma importante ferramenta para o
estudo da quebra espontanea de simetria, determinagao
da energia do vacuo (energia de Casimir [1, 2]), na
renormalizagdo da massa e da constante de acopla-
mento, etc. Ele é uma generalizacdo quantica do po-
tencial classico, sendo que o vacuo quantico pode ser
obtido do minimo daquele potencial. O potencial efe-
tivo pode ser expresso como uma expansao em loop
(que coincide com uma expansdo em poténcias de h),
de modo que ele é dado por uma soma do termo classico
com corregoes que representam o efeito da interacao
do campo com o vacuo quantico. Devido a sua in-
terpretagao como energia, o potencial efetivo deve ne-
cessariamente ser uma fungao real e convexa. Entre-
tanto, quando a teoria apresenta, a “tree level”, quebra
espontanea de simetria, uma ingénua aplicacao da ex-
pansao em “loop” para a determinagao do potencial
efetivo, até a primeira ordem em A, conduz a um resul-
tado equivocado, isto é, uma funcao que nao é o po-
tencial efetivo. A fim de determinarmos o (verdadeiro
ou correto) potencial efetivo, um emprego cuidadoso
do procedimento usado para sua obtencao deve ser re-
alizado. Nosso objetivo é mostrar como o (verdadeiro)
potencial efetivo é obtido para uma teoria com quebra
espontanea de simetria. Uma vez que o procedimento
usual de determinacdo do potencial efetivo pode nao

1E-mail: nogueira@cce.ufes.br.

ser de conhecimento de alguns leitores, optamos por
escrever este primeiro artigo mostrando como determi-
nar o potencial efetivo a partir do funcional gerador
das fungoes de Green e demonstrando sua convexidade.
Em um segundo artigo, mostramos como determinar o
(verdadeiro) potencial efetivo para uma teoria com que-
bra espontanea de simetria usando os resultados deste
primeiro artigo.

Uma teoria quéntica de campos pode ser definida
a partir do chamado funcional gerador das fungées de
Green, Z[J], também conhecido como amplitude de per-
sisténcia do vdcuo sob a influéncia de fontes de cam-
pos externos, J(z). Esta abordagem usa o conceito de
integrais de trajetoria, originalmente introduzido por
Feynman, que mostrou que o formalismo de integrais
de trajetérias podia ser visto como uma alternativa aos
formalismos tradicionais de Heisenberg e Shcroedinger
da mecénica quantica [3, 4]. O funcional gerador das
fungoes de Green é a solugao da equacao de Dyson-
Schwinger e pode ser escrito como uma expansao fun-
cional das fungoes de Green de n-pontos. Através de
uma transformagao funcional de Legendre encontramos
o funcional gerador das fungoes irredutiveis de uma
particula (1-PI)2, T'[¢.], que é, entdo, expandido em
poténcias de h. Tal funcional é chamado de ac¢ao efe-
tiva, pois ele contém, além da acao classica, todas
as corregoes quanticas. Uma expansao alternativa do

2Diagramas de Feynman que nao podem ser divididos em dois cortando-se apenas linhas internas.

Copyright by the Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.



416

funcional gerador 1-PI em poténcias das derivadas do
campo cldssico, ¢.(x), nos fornece o potencial efetivo
com o qual podemos obter o vacuo da teoria. Tal como
a acao efetiva, o potencial efetivo contém, além do po-
tencial classico, todas as correcbes quanticas.

O artigo estd organizado da seguinte forma: Na
secao 2 é mostrado como obter o potencial efetivo como
uma expansao em ordens de h a partir do funcional
gerador das fungbes de Green; na se¢do 3 é dada a in-
terpretacao do potencial efetivo e na se¢ao 4 a convexi-
dade do potencial efetivo é demonstrada. Os célculos
efetuados sao realizados no espaco-tempo euclidiano e
nao sao usados sub-indices na notagao para indicar este
fato.

2. Expansao em loop para o potencial
efetivo

O potencial efetivo pode ser obtido por métodos fun-
cionais, usando-se o formalismo de integrais de tra-
jetérias [5 - 16].

O funcional gerador das fungoes de Green conexas
W[J] é dado por®

2t —eo{gwin} - S )

onde (07]|07); é a amplitude de transi¢io vdcuo-vicuo
na presenca de uma fonte externa J(x) e Z[J] é o fun-
cional gerador das fungoes de Green (conexas e des-
conexas). No formalismo de integrais de trajetéria, a
expressao acima é representada por

exp {%W[J]} -
N [ Doexp {5 [stal- [aws@o]}. @

onde
St = [ s {50,000,00)+V @) |, @

é a acado cléssica, N' é um fator de normalizagio, e
D¢ formalmente indica integragao sobre um espago de
fungoes dos campos ¢(x) de dimensdo infinita, isto é, a
medida de volume funcional.

O campo cléssico ¢.(z) é definido como o valor es-
perado do vécuo na presenca de uma fonte externa J(z)

_OWII] (0F]gl07)y

P 5w T o

(4)

O vacuo quéntico pode ser obtido tomando-se o
limite J — 0 na Eq. (4), sendo que este pode ser
diferente do vécuo classico.

Possa et al.

O funcional gerador das fun¢oes de Green 1-PI (ir-
redutiveis de uma particula) é um funcional de ¢.(x),
e ndo de J(z), e pode ser obtido a partir de uma trans-
formada funcional de Legendre como

Nigd = W) - [ dla@pecla) )
de forma que

O [¢c]
0c(z)
Quando J(z) — 0, ¢.(x) torna-se uma constante,

devido a invariancia translacional do vacuo, dada por
(¢), de modo que (@) é a solucdo da equagao

= —J(x). (6)

dl[pc]
dde |4

Note que o vacuo quéintico < ¢ > é ponto esta-
cionario de I', o que sugere o nome acao efetiva para
este funcional. Ainda pode-se mostrar que, no limite
h — 0, I'[¢.] torna-se a agdo cldssica. A agdo efe-
tiva I' gera as funcoes de Green 1-PI, também conheci-
das como fungdes vértice de n-pontos, T (2, ..., z,),
e pode ser escrita em termos da seguinte expansao fun-
cional

—0. (7)

o0

1
g =Y — [ d*zy...d*z,T™(zy, ..., 2,)
n=0 n! / ' 1
Ge(1).-Pe (). (8)

A expresséo (8) é ndo local. Para dar uma aparéncia
“quase-local” a I'[¢.] pode-se expandir cada campo
odc(x;),i # 1, em torno do ponto z; comum a cada
integrando, obtendo-se

¢c<xi> = ¢c(x1) + (xi - .’171)“8”(,256(.’171) +
- ) (- ) Odea) (0

Integrando sobre w;+; e colocando os termos de deri-
vadas de ¢. em poténcias crescentes, pode-se escrever
a acao efetiva na forma

INEN =/d4x [—U—i— %Aauqﬁc(m)a“d)c(x)-l-... , (10)

onde os coeficientes U e A sdo fungoes de ¢.(z).

No caso em que o campo classico é uniforme, isto
é, ¢.(z) = ¢, (uma constante), todos os termos na ex-
pansdo (10) se anulam, exceto o primeiro, de maneira
que

F[¢c] = _QU(d)c) = _Q‘/ef(¢c)a (11)

3Nés usamos h = ¢ = 1, contudo, mantemos A para marcar as corre¢des quanticas.
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onde 2 é o volume do espago-tempo euclidiano*. Desta
forma a fungio® U(¢.) é a generalizagio quéntica do
potencial classico e é denominada potencial efetivo V.

A expansdo em “loop” até primeira ordem em £ para
WJ] pode ser obtida da Eq. (2), através do método
do ponto de sela. Definindo

Slo.01 = Slg] - [dts@ot@),  (12)
J

o ponto de sela ¢g é aquele em que S[p,J] é esta-
cionaria, isto é,

= 0. (13)

Isto significa que ¢g(z) é uma fungéo de x e também
um funcional de J(z).
Expandindo-se S[¢, J] em torno de ¢g, obtém-se

816, 1= Sl 1+ [ d'alotw) — ) TS| 45 [ @ndyio) — @) GRS 6w —wwl o (9
Usando a Eq. (13), a Eq. (14) se torna
_ Ll 59
816, 1= 800071+ [ atadloe) ~ oo@)] eS| 000 = 6ol + - (15)

A derivacdo funcional da acdo S determina o ope-
rador

5]y
M) = 5566w,
= [—(5’“’(‘3”81, + V"(¢0)]5(x — ). (16)

Substituindo n(z) = ¢(z) — ¢o(x), a Eq. (15) se
torna

S[¢,J] = Slgo, J] +

%/ d*an(x)[=8" 0,0, + V" (o)ln(x) + .. (17)

Substituindo a Eq. (17) na Eq. (2), e desprezando
os termos de maior ordem, obtém-se

exp {;W[J]} — exp {—;S[%, J]}
Jonew {5 [ doii-avo,0,+ v} 1s)

A integral gaussiana resultante pode ser formal-
mente realizada com o uso da férmula

/(Dﬂ) exp {—% /d4a:n(x)An(:c)} =
(det A)_% . (19)
Assim, a Eq. (18) se torna

exp {%W[J}} — exp {—%S[qﬁo, J]}

1
2

[det [—6"D,0, + V“(qso)]] . (20)

I

Desta forma o funcional gerador das funcgoes de
Green conexas fica dado por

W[J] = —S[¢o,J] — gln [det(A)] +O(R%).  (21)

Nao ¢ dificil mostrar que os termos desprezados na
Eq. (17) sdo de O(h?), basta reescalonar o campo

¢ =h2¢.

Para encontrar a expansdo em “loop” de I'[d.],

substitui-se o resultado da Eq. (21) na Eq. (5), de
modo que
h
Tlge] = —=Slgo, J] - 5 Indet[~5"79,,0, +
V(o)) - [ dtad(@)oc(a). (2)

Substituindo o resultado da Eq. (21) na Eq. (4),
tem-se

¢e(x) = po(x) + O(h). (23)

O resultado acima mostra que ¢.(x) é igual a ¢o(z)
em O(h). Portanto, pode-se escrever ¢.(z) da seguinte
forma

e(w) = ¢o(x) + hor (x) + O(R?). (24)

Com a expansio (24) para ¢.(z) pode-se relacionar
S[pe] com S[go] através de

S(pe] = Slpo + hpr + O(R)],

Slod = Stgo +1 [ on(@) 52

. d*z + O(h?). (25)

4Note que, quando ¢¢(x) é uniforme, J(x) também é uniforme e que para cada valor de J constante existe um correspondente valor

constante de ¢c.

5Note que agora U(¢¢) é uma fungio ordindria da varidvel ¢e.
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Usando as Egs. (12) e (13), obtém-se

Sloc] = Slgnl + h [ ér(@)I (@' + O (20)

Substituindo o resultado da Eq. (26) na Eq. (22),
tem-se

Tlge] = ~516] — 5 ndet[53,0, + V"(6.)). (27

Tomando o limite J — 0, ¢.(x) torna-se uma cons-
tante ¢., e usando a Eq. (10), obtém-se

‘/;f((pc) = ‘/;l((pc) +
% Indet[—6"9,9, + V" (d2)]. (28)

Usando-se a relacgao
Indet[m(z, y)] = tr Infm(z, )], (29)

no resultado (28), obtém-se

4
‘/;f((bc) = V(¢c) + g/ (;lﬂ_l;él

onde k é o quadri-momento.

Como pode ser visto a integral da equagao acima é
claramente divergente e, portanto, é necessario um pro-
cedimento de regularizagao para isolar as divergéncias.
Um procedimento de regularizagao comumente usado é
o de Cut-off. Tal procedimento conduz ao aparecimento
de polos que devem ser eliminados pela prescricao de
renormalizagdo (absorvidos nos pardmetros livres da
teoria). Entretanto, a determinagido do potencial efe-
tivo usando o método da fungao zeta é mais vantajoso,
pois conduz a um resultado finito, sem a aparente ne-
cessidade de subtragao de qualquer pdlo ou a adi¢ao de
contra-termos. A proépria continuacao analitica reali-
zada para restabelecimento da teoria original é a pres-
crigdo de renormalizagdo que elimina os pélos [17].

A fungdo zeta generalizada associada ao operador
real, eliptico e auto-adjunto M = %, é definida a par-

In {1& + V"(qﬁc)] , (30)

tir dos autovalores {\;} de m através da relagao

) =3 (2) (31)

— \ p?

onde p é um parametro de escala com dimensao de
massa, introduzido para que a fungao zeta seja adimen-
sional para todo s. Com o uso da relagao

Indet M = —dg—M(O) =

SL(0) = ~Gu(0) I = S70), (32)

o potencial efetivo pode ser expresso, em O(h), como

- (dc—’”w) - nl(0) lnu2) L (3)

V:ef (¢C) = V(¢c) - ds

Possa et al.

O interessante no uso da fungao zeta é que a ex-
pressdo (33) é finita, e ndo ocorre a necessidade de
subtracao de pdlos nem a adigao de contratermos in-
finitos, como ji havia-se dito. Contudo, uma renorma-
lizagao finita é necessaria para que ocorra o ajuste dos
parametros livres da teoria aos valores observados. Isto
é feito através das condigoes de renormalizagao

dQVef 2
=Mmpg (34)
¢ d*v,
ef
= Ag. (35)
¢z 4.~ (9)

3. A interpretacao do potencial efetivo

O potencial efetivo é definido como o valor esperado do
operador hamiltoniano calculado no estado, que entre
o conjunto de estados {¢}, minimiza o valor esperado
do operador hamiltoniano H. Assim,

Vir(¢c) = MIN(4y (¢ H|), (36)

tal que ¢ seja o valor esperado do operador de campo
¢ calculado neste estado que minimiza a energia,

b = (¢|9]9). (37)

E claro que o potencial efetivo assim definido tem
a interpretacao de densidade de energia e, portanto, é
uma fungéo real [18, 19].

Agora, deseja-se mostrar que Ves(¢.) obtido da
Eq. (11) é o potencial efetivo como definido rigorosa-
mente acima [7].

De inicio, seja Ho operador hamiltoniano de um sis-
tema quéantico. O estado |¢,) que minimiza (Gq|H|da)
e sujeito ao vinculo (¢a|/1|¢a) = a, para algum ope-
rador A hermitiano, pode ser obtido, introduzindo-se
os multiplicadores de Lagrange E e J, de

0(¢alH — JA — E|¢a) = 0. (38)
Isto implica que
(H—JA-E)|gs) =0. (39)
Assim,
Hyl¢a(J)) = (H — JA)|$a) = E(J)|¢a()),  (40)

e H; é a hamiltoniana perturbada pela fonte .J e ¢4 (J))
é auto-estado de Hj; com auto-valor E(J). Note que
|pa(J)) significa que o estado |@,) é fungdo de J. Uma
vez que H nao é funcao de J, temos que

~ 0B(J)
a=——F5"" (41)
e desta forma,
(GalDEa(1) = B(7) — 72ET) )
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Considere, agora, que o estado de vacuo de um sis-
tema quéantico de campos, no interior de um volume
Vo1, seja adiabaticamente perturbado pela presenca de
uma fonte uniforme (isto é, ndo dependente de z), que
permanece por um intervalo de tempo 7. O estado de
vacuo, entao, evolui adquirindo um fator de fase que
permanece mesmo apos a fonte ser removida. Portanto,

(0%07)y = exp {—%E(J)T} . (43)

Note que se ndo existisse a presenca da fonte, os es-
tados [07) e |0") seriam fisicamente indistinguiveis e,
portanto,

(0*07) =1, (44)

para estados normalizados.

O resultado da Eq. (43) foi obtido no espago-tempo
de Minkowski. Assim, realizando-se uma rotacdo de
Wick [6-10, 14], tem-se

(0%07)y = exp {—%E(J)Q} . (45)

Comparando o resultado acima com a Eq. (1),
obtém-se
WI[J] = —e(J)S2. (46)

Portanto, W/[J] é identificado com a energia na pre-
senca da fonte J.

O resultado da Eq. (46) mostra que a transfor-
mada funcional de Legendre, Eq. (5), é a generalizagéo
quéntica de campos da Eq. (42) e que Ves(¢.) assim
obtido é o potencial efetivo Vgp(¢.).

Quando a fonte é uniforme, ¢.(x) também é uni-
forme, ¢., e a Eq. (5) fica dada por

Ver(¢e) = e(J) + Je. (47)
Desta forma, Ves(¢.) & densidade de energia do sis-
tema independente da fonte.
4. Convexidade do potencial efetivo

O funcional gerador das fungoes de Green conexas no
espaco-tempo euclidiano estéd relacionado a energia do
sistema perturbado pela fonte, como ja vimos, através
de

et Wl = = wEWT (48)

onde E(J)r = Qe(J), sendo £(J) a densidade de ener-
gia. Assim, das Egs. (2) e (48), tem-se que

EWE
[@oen{- s~ [s@s@ata] }. o)

Considerando uma fonte uniforme J na Eq. (49),
tem-se
1
exp {—ﬁsﬁ} =

| @ {—% [S[qs] -7 ¢<w)d4:c] } NG

Da Eq. (47), obtém-se
Oe

== 4. 51

Py G51)
‘ ov,

ef

=J. 52

9. (52)

A diferenciagdo da Eq. (50) com relagdo a .J resulta

em

e a derivada segunda é dada por

Q0% w02 [09e\? wis
haJze \as) ¢ ~

©6) [} [ dtpia)]
[@0[; [0t

exp {—% [sm _J / d4x¢($)} } . (54)

Substituindo a Eq. (53) na Eq. (54), esta dltima se
torna

Q 0% 1 1 4 2 s
o o [ P[5 [ taeta)]

S S

Sendo o valor médio esperado dado por

S[¢,J]

_ [ DoF[gle"%
[ Dge =7
| DoFgle”

WJ] s

€ h

(Flg])

S[¢,J]
B

a Eq. (55) pode ser expressa como

05[]
< [ / d4x¢(x)] >2 . (57)

(F?) > (F)? (58)




420

(F?) >0, (59)
para qualquer F real, a Eq. (57) implica em

0%¢(J)
— >
hQ ENE >0, (60)
e, portanto,
0%¢(J)
<0.
575~ <0 (61)

O resultado da Eq. (61) mostra que ¢ é uma fungéao
concava de J. Da Eq. (46) resulta que

0*W
—_— > 2
ou seja, W[J] é convexo.
Agora, usando as Egs. (51) e (52), obtém-se
09%¢ 0.
o7~ o) (63)
¢ 2
0*Vey  0J
= ) 64
502~ 9. (64
Destas ultimas duas equacoes segue que
82Vef 328
— | = -1 65
(%) (77) (%5)
Da Eq. (61) conclui-se que
0*Ves
>
a4z (%) 20, (66)

e, portanto, o potencial efetivo é uma fungao convexa.
A demonstragdo acima é fortemente baseada na
Ref. [7]. Uma demonstra¢do menos rigorosa da con-
vexidade do potencial efetivo pode ser feita [20, 21].
O propagador, ou a fungao de Green conexa de dois
pontos, é obtido de

_ __W[J]
G(z,y) = Az, y) = m Y (67)
Usando a Eq. (4) na Eq. (67), tem-se
de
M) = T, (68)
A funcgao vértice de dois pontos é obtida de
5°T'[¢p.
[(z,y) =(z,y) = W% (69)
Usando a Eq. (6) na Eq. (69), tem-se
(e,y) = - 212 (70)

0¢e(y

~—

Possa et al.

Usando as Egs. (68) e (70), tem-se

[ 6oa) 67(2)
| e otz = 57(2) 56e(y)

—6(z —y). (71)

O resultado acima mostra que A e II sdo um o in-
verso do outro.

No caso em que J e ¢, sdo uniformes, pode-se es-
crever

dz =

_ W) _ dge(J)

A= = 72
dJ? aJ '’ (72)
e
d?’T (¢, dJ(¢.
doz dgc
Desta forma,
I=-A"% (74)
Se nao existem tachions na teoria,
A7t = ME >0, (75)
onde Mg é a massa renormalizada. Assim,
d*W
— > 0.
7z 2 0 (76)
Portanto, W[J] é convexa.
Da Eq. (74), tem-se que
d*r d*Vs
- =— =_A"1
agz g | (77
d*V¢
=A"'>0.
a2 >0 (78)

Portanto, Ves(¢.) é uma funcdo convexa de ¢..
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