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Equivaléncia entre o principio variacional de Maupertuis,
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As aplicagoes da geometria diferencial na fisica ndo estio restritas somente a teoria da relatividade geral.
Esse artigo é dedicado a mostrar uma das diversas aplicagoes dos métodos geométricos a um conceito fisico
elementar e a0 mesmo tempo profundo: a segunda lei de Newton. Mostramos como obter o principio variacional
de Maupertuis usando a segunda lei de Newton. Investigamos também, de maneira compreensiva e pedagdgica,
a dualidade entre a mecéanica classica e a geometria conforme, ao mostrar que o principio variacional de Mau-
pertuis é equivalente ao problema de se minimizar o comprimento de arco de geodésicas na geometria conforme.
Finalmente discutimos algumas generalizacoes e obtemos a dualidade, respectivamente entre o problema de trés
corpos e o sistema acoplado de n particulas, e as respectivas métricas conformes que munem a geometria asso-
ciada a cada um desses cenarios descritos por sistemas fisicos.

Palavras-chave: segunda lei de Newton, principio variacional de Maupertuis, geometria conforme, geodésicas,
aproximagao WKB.

Applications of differential geometry in physics are not uniquely restricted to general relativity. This paper
is devoted to show one of the many possible applications of geometrical methods to an elementary but deep
physical concept: the Newton’s second law. We show how to obtain Maupertuis’ variational principle by using
Newton’s second law. We also investigate, in a comprehensive and pedagogical way, the duality principle be-
tween classical mechanics and conformal geometry, exhibiting the equivalence between Maupertuis’ variational
principle and the problem of minimizing the geodesics arc length in conformal geometry. Finally we discuss
some possible generalizations and obtain the duality, respectively between the three body problem and a coupled
system of n particles, and the respective conformal metrics that endow the geometry associated with each one
of the scenarios described by physical systems.
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1. Introducgao

A relagao entre a mecéanica clissica e a geometria das
variedades diferencidveis tem sido muito bem investi-
gada em, e.g., [1, 2, 3] e sua crescente aplicagio em sis-
temas dindmicos, dentre outras inimeras areas, realca
e atesta a importancia da crescente investigacao sobre
as aplicagoes dos métodos geométricos em mecénica.
Como exemplo, a fundamentacao geométrica do for-
malismo hamiltoniano faz com que seja possivel uma
extensao da teoria para sistemas nao-locais e nao-
conservativos, e tal geometrizacao é introduzida ao
se considerar o espago de fase como uma variedade
simplética [1].

Neste artigo descrevemos um dos casos mais sim-
ples que ilustram a interrelacdo entre a mecanica e

1E-mail: roldao@ifi.unicamp.br.
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a geometria: a segunda lei de Newton. E surpreen-
dente o fato de que a segunda lei de Newton possua
informacoes fundamentais e essenciais sobre a geome-
tria do espaco, como mostramos ao longo desse artigo.
As informagoes sobre a geometria do espago, que a se-
gunda lei de Newton aparentemente oculta, comecam
a se revelar a partir da suposicao de que um obser-
vador sabe exatamente nos dizer onde uma particula
se encontra. Suponha também que ele disponha de
informacoes sobre a trajetéria espacial da particula,
mas que seja destituido completamente de qualquer in-
formacao acerca da coordenada temporal da particula.
Mostramos que a segunda lei de Newton pode ser re-
formulada de tal maneira que podemos ainda assim
ter uma informacao precisa sobre a trajetdria que a
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particula descreve no espaco-tempo, além de obter o
principio variacional de Maupertuis. Associamos esses
dois conceitos as geodésicas relativas a uma geome-
tria conforme. Esse artigo é apresentado da seguinte
maneira: na Sec. 2 eliminamos a variavel temporal da
segunda lei de Newton, expressando essa ultima como
uma equagao diferencial em termos do comprimento de
arco associado a trajetdria de uma particula. Na Sec. 3,
exibimos a equivaléncia entre a segunda lei de Newton e
as equagoes geodésicas associadas a uma geometria con-
forme no espago tridimensional, mostrando que as tra-
jetorias de particulas que estao sujeitas a segunda lei de
Newton sao geodésicas em um espago com uma geome-
tria conformemente chata. Na Sec. 4 descrevemos a
generalizagao desse método proposto para um sistema
acoplado de n particulas, juntamente com o problema
de trés corpos. Em cada um desses casos encontramos
uma equivaléncia entre as equagoes de movimento, as-
sociadas ao sistema fisico em questao, e o movimento
geodésico nos respectivos espacos cuja geometria con-
forme é determinada pelas correspondentes métricas do
tipo conforme. Finalmente discutimos na Conclusao
os resultados obtidos, e os relacionamos a aproximacgao
WKB.

2. Eliminando o tempo da segunda lei
de Newton

Considere uma particula cldssica puntual, de massa m,
e um sistema de coordenadas locais x = (z!, 22, 23).
A segunda lei de Newton F = ma pode ser escrita

como
d’>x  OV(x,t)
T T ek )

A distancia infinitesimal ds, também denominada ele-
mento de linha da trajetdria percorrida no espaco pela
particula, pode ser escrita como

ds = Vdx - dx. (2)

A fim de obtermos um formalismo independente do
tempo t, queremos achar uma equagao diferencial para
dx/ds ao invés de uma para dx/dt. Pela regra da cadeia
podemos obter a expressao

d?x ds d [ds dx}

a2~ dtds |dt ds

ds\* [&x] | ds [ d ds] dx
dt ds? dt |dsdt| ds
ds\? [d®x d (ds\?| dx
— ) 5=l = ©
dt ds? ds \ dt ds

Substituindo a Eq. (3) na segunda lei de Newton,
expressa pela Eq. (1), obtemos:

Rocha

() [ -t [ (5) ] 8 o

A fim de simplificar os cdlculos, ao multiplicarmos ambos
os lados da Eq. (1) por dx/dt, segue-se que

d’x dx _ V(0x,t) dx
maE @ s ox dt (5)

o que é equivalente a equagao

d d*x

implicando imediatamente que

d*x

Na ultima equagdo E denota a energia, que formalmente é
uma constante de integracao, e denotamos a partir de agora
z = (x,1).

A Eq. (7) implica entdo que

d’x _ d’s _ 2[E—V(z)] (8)
dt2 — dt?2 m ’

onde a primeira igualdade decorre da Eq. (2).

Portanto a segunda lei de Newton, expressa na forma da
Eq. (4), pode ser escrita como

2AE — V(2)] (%) =

-0 | st - V)| o ©
ou, alternativamente, como
dx 1 9E-V(@)
i " 2AE—V(@)]  ox
m [%[E - V(w)]] ‘C%. (10)

Essa ultima equagao pode ser escrita como

ds? 2

d*x 1 1
ds ds

dx dx} 8ln[Ea;V(a:)]’ (11)

0 que remove completamente a varidvel temporal da equagao
de movimento da particula em questdo. A Eq. (11) tem ter-
mos envolvendo a posicao e a distancia ao longo da trajetéria
associada ao comprimento de arco s.

Na préxima segdo iremos obter a Eq. (11) a partir das

geodésicas associadas a um espago que apresenta geometria
conforme.
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3. Geometria conforme e o principio de
Maupertuis

Daqui em diante usaremos a regra da somatéria de Einstein,
ou seja, a'b; = a;b* denota a soma Zle a;b;. Considere o
espago-tempo tridimensional munido de uma métrica con-
formemente chata?, cujas componentes sio dadas por

gi; = Q°(2)6i;, (12)

onde ¢;; denota a fungdo delta de Kronecker e Q(x)
é chamado de fator conforme [4]. Interpretamos tal
métrica, cujas componentes sdo dadas pela Eq. (12), como
sendo uma dilatacio (ou contragio) da métrica euclidiana®
(pitagérica), em cada ponto do espago. Essa deformagao
isotrépica da métrica euclidiana pode ainda variar de ponto
a ponto no espago, ja que o fator conforme Q(z) é, em geral,
dependente da posi¢do. As equagdes geodésicas, que des-
crevem (como caso particular) a trajetéria de uma particula
de massa m no espaco definido por essa geometria, e que se
reduz a segunda lei de Newton em um caso particular, sdo
escritas como [5]

A2zt i dz? dz* dx?
ds? i*ds ds 1) ds’ (13)
onde
i 1 (4 09 ; 00 o0
Fﬂ‘k—§<5iw+5k@‘5ﬂ‘k%> (14)

s80 os simbolos de Christoffel [4].
Agora, novamente pela Eq. (2) temos que (dx/ds) -
(dx/ds) = 1, o que pode ser escrito como

dz® da?
s ds D (15)
e portanto
d*z! da? d dzt da?
i o = o |0ij————| =0. 1
7 ds? ds ds[st ds} 0 (16)

Substitutindo a Eq. (16) na Eq. (13) obtemos explicita-
mente a funcdo f(s), a saber,

f(s) =T, dz; do’ da* _ OInQ da'
T %45 ds ds Ozt ds

(17)

e consequentemente as equagoes geodésicas sao finalmente
expressas por

d?z i dzt dz?] 0lnQ
=[5, - 2] (18)

ds? ds ds | Oxi

Essa tltima equagdo é ezatamente a Eq. (11), ao conside-
rarmos o fator conforme dado por

Qz) = VE - V(2), (19)

de onde concluimos que trajetorias de particulas sujeitas a
sequnda lei de Newton sdo geodésicas em uma geometria

conformemente chata, definida a partir das componentes do
tensor métrico

gij = [E = V(2)]0i;. (20)

Ao denotarmos por ¢ a distincia medida através dessa
métrica conforme, temos que

di* = [E -V (z)]ds”. (21)

4. Discussoes e generalizacoes

A formulagdo descrita na Sec. 2, de se eliminar a varidvel
temporal da equagdo de trajetéria da particula, faz com
que precisemos nesse caso considerar uma geometria para
cada valor da energia. Além disso, minimizar a quantidade
¢ = [d¢, o que nos leva as equagdes geodésicas e portanto
a segunda lei de Newton, é equivalente ao processo de se
minimizar o funcional

Wla,b] = /b p - dx, (22)

sujeito & equagdo de conservagao da energia [6]. Esse é exa-
tamente o principio variacional de Maupertuis, que vemos
agora ser equivalente ao problema de se minimizar o com-
primento de arco ¢, da trajetoria de uma particula, em uma
geometria conformemente chata.

J& que o principio variacional de Maupertuis nao é o
mais comumente usado, podemos reescrevé-lo em termos
da hamiltoniana e da lagrangiana. Isso é feito a partir da
reintroducao do tempo ¢, o que nos permite entao escrever

/bde:/b JE—V(@)ds =
) ’ ’ t(b)
\/m%dt:/

[E -V (z)]dt, (23)
t(a) t(a)
onde t(a) e t(b) denotam o tempo nos pontos a e b, res-
pectivamente. Nesse momento, ja que estamos assumindo
a teoria nao-relativistica, expressamos a lagrangiana L e a
hamiltoniana H respectivamente como

(b

L = m (2—’;) - V(x),
Ho= 2 oivey=m (Z—f) YY), (24)
0 que resulta em
V(z)=(H - L)=(E~- L), (25)

s Cc . . . , e
onde o simbolo = indica que a igualdade é valida somente
ao considerarmos uma superficie de energia constante. Se
esse for o caso, temos:

/dZ:/E;Ldt:ET+/Ldt. (26)

Segue-se que a questdo de se encontrar o extremo de [ df é
equivalente ao de se extremizar a agdo [ Ldt.

O tratamento de uma particula classica, como feito
até agora, pode ser imediatamente generalizado para um
sistema acoplado de m particulas classicas de massa myp,

2Na falta de um termo mais propicio para a traducio da expressdao conformally flat.

3Que tem como componentes os 0ij-
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p=1,2,...,n,onde a segunda lei de Newton é escrita como
o seguinte sistema de equagoes:
d*x, OV (X1,...,Xn)

= :].... . 2
My a2 %, s D s s 1 (7)

Podemos analogamente mostrar que as trajetérias do sis-
tema acoplado de particulas sdo também geodésicas em
um espago de dimensio 3n, com geometria conformemente
chata, cuja métrica é dada, através do quadrado do elemento
de linha d¢, por

di? = [E = V(x1,...,%n)] (2”: mids?> (28)

Ja para o caso do problema de trés corpos, definido
pela atragdo gravitacional (newtoniana) entre, por exem-
plo, trés corpos celestes, é também imediato mostrar que,
ao escrevermos as equagoes do problema como

d?x; mime mims

-2 = @—=_ G f
™ -l 2 P

d2xz moms mami

- a flas + G

e ez —xal2 2 e 2

d?xs mama mama

A e A G—————=__ § 29
s g T —sal? "t Oy~ 72 ()

onde G € a constante universal da gravitagao e 7;; denota a
diregao da linha que une os centros de massa dos corpos de
massa m; € m;, entdo para uma energia F fixa, o problema
de trés corpos é equivalente ao movimento geodésico em um
espaco de nove dimensdes, com geometria conformemente
chata determinada pela métrica implicitamente dada por

3 n
2 G mMim; Z 2

Os célculos que nos levam as Egs. (28) e (30) sao técnica
e essencialmente andlogos aqueles necessarios para obter a
Eq. (21), além de enfadonhos e desnecessarios, ja que a idéia
do presente artigo é expdr o cardter geométrico contido na
segunda lei de Newton, e ndo nos ater demasiadamente a
detalhes técnicos.

5. Conclusoes

Investigamos propriedades da geometria conforme do espago
juntamente com o movimento geodésico das trajetérias de
particulas, unicamente utilizando a segunda lei de New-
ton. Mostramos que trajetérias de particulas sujeitas a
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segunda lei de Newton sdo geodésicas em uma geome-
tria conformemente chata, definida a partir das compo-
nentes g;; = [E — V(x)]di; do tensor métrico. Tal abor-
dagem é equivalente ao principio variacional de Maupertuis.
Além disso estabelecemos um principio de dualidade entre
a mecéanica classica e a geometria conforme, ao mostrar que
o principio variacional de Maupertuis é equivalente ao pro-
blema de se minimizar o comprimento de arco £ da trajetéria
de uma particula, na geometria conforme. Isso ilustra a
utilizagdo de métodos geométricos na mecénica classica, e
vice-versa. Ao compreendermos o formalismo, torna-se mais
simples aprendermos a teoria.

A eliminagado da varidvel temporal da equagao de tra-
jetéria de uma particula, feita na Sec. 2, mostra uma riqueza
geométrica dessa formulagio, pois somos capazes agora de
introduzir uma nova geometria em cada ponto do espago,
para cada valor da energia. Isto implica que, além de a
geometria conforme do espaco variar de ponto a ponto, em
cada ponto ela também é dependente do valor da energia E.

A Eq. (22) descreve a quantidade que aparece na fase
da aproximagido de WKB [7]. Isso ndo é uma coincidéncia,
ao vermos que as trajetorias classicas da mecanica quantica
resultam fundamentalmente dos pontos de sela no forma-
lismo da integral de trajetérias de Feymann, que podem ser
localizados usando-se o calculo de variagoes.
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