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Introducao a mecanica dos quanta
Parte IV'

Theodoro Ramos

Escola Politécnica de Sao Paulo

Neste quarto artigo o autor introduz a mecanica matricial de Heisenberg e mostra sua equivaléncia com a

mecanica ondulatdria de Schrodinger.
Palavras-chave: mecanica matricial.

In the fourth paper of the series, the author introduces the matrix mechanics due to Heisenberg and shows its

equivalence to the Schrodinger's undulatory mechanics.

Keywords: matrix mechanics.

1. Nocoes sobre o calculo e a mecanica das
matrizes

Heisenberg, ao elaborar, em 1925, a nova Mecanica
dos “Quanta”, procurou fixar a sua atengdo unicamente
sobre as grandezas que possuem significa¢do experimental
precisa, e tais como:

1) as freqiiéncias e as intensidades das raias espectrais
do atomo;

2) os niveis energéticos do &tomo que nos sio revela-
dos, quer pelas experiéncias sobre o choque eletronico
(experiéncias de Frank e Hertz, e de outros), quer pela
espectroscopia que nos fornece, para o célculo da freqiién-
cia da radiacdo emitida pelo d&tomo, a férmula fundamental
v, =T -T,; os termos espectroscopicos T, e T,, sendo
associados aos niveis energéticos E, e E .

Na elaborag@o da nova Mecanica Atdmica, valeu-se
Heisenberg largamente do principio de correspondéncia de
Bohr ja examinado na dltima conferéncia.

Consideremos primeiramente o caso de um sistema
atdmico dependendo de um tnico pardmetro (real) x.

Vimos em uma conferéncia anterior que na teoria
eletromagnética cldssica quando se estuda a radiacdo emiti-
da por um atomo procura-se desenvolver x(f) em série de
Fourier

x(t) =Y a ., exp(2mitvi), (1)

T tomando os valores inteiros de -oo a +eo . Os coeficientes
a, dependem da varidvel de “acdo” J, e como x é real
devemos ter a . =a. ou a,=a , (o asterisco
significando o imagindrio conjugado). v € a freqiiéncia fun-
damental da vibragdo do elétron: a_¢ a amplitude complexa

da componente harmdnica de ordem 7. A intensidade da
‘2

T

harmoénica de ordem 7T € proporcional a ‘a | =a.a_..
A teoria cldssica faz corresponder a varidvel dindmica

x(1) uma sucessdo de quantidades a exp(2miTVv?) cujo conhe-

cimento acarreta o de x(f) por intermédio da série de
Fourier.

Nanova Mecanica Atdmica, Heisenberg, guiado pelo
principio de correspondéncia de Bohr, caracterizou a varia-
vel x pelo conjunto de quantidades x,, = a,exp(2xwiv, 1),
(m = n -1), dispostas no quadro

Yoo Yo Yoz
X X ..
10 1 2 -
(X ) 2

em que v, € a freqiiéncia da radiacdo emitida pelo 4tomo
quando passa do estado energético n ao estado m =n - T;
é proporcional a intensidade da radia¢do emitida, e,

2
9.
na linguagem estatistica de Born, proporcional a probabi-

lidade de passagem do dtomo do estado n ao estado m.

Escreve-se x = (x,,). Como x é real, supde-se que a,, €

nm

a, sdo imagindrios conjugados, € que, portanto

mn

eZm‘vnmt — a* e—Znivm“t — *

nm nm nm (3)

mn

poisv, =T -T =-v .

nm

Observemos que v,, = 0. No quadro dos x,,, 0s termos
simétricos em relacdo a diagonal principal sdo conjugados;
os termos da diagonal principal sdo constantes e reais.

Heisenberg faz também corresponder ao momento p
conjugado de x, em substituicdo a serie de Fourier
p =X by exp(2 mitvt), um quadro do tipo acima considerado.

T

A fim de traduzir, na nova mecanica, as relacdes entre
as coordenadas x e p na teoria cldssica, torna-se necessario
definir as operagdes elementares a efetuar com os quadros
(x,,). Heisenberg, ainda ai, valeu-se da analogia com as
séries de Fourier.

1 Este artigo refere-se a quarta e dltima conferéncia do autor na Escola Politécnica do Rio de Janeiro, publicado no nimero
de Agosto de 1933 do Boletim do Instituto de Engenharia, pp. 63-67. Ver Rev. Bras. Ens. Fis. 25(3), 326 (2003).
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A soma e o produto de duas séries de Fourier x, e x,,
contendo as mesmas freqiiéncias, sdo séries de Fourier
cujos coeficientes sdo dados por

T T -1

a,=a’+a?; A =2a2)a(2). “4)

(g
Vemos que a soma e a multiplica¢do das duas séries

de Fourier ndo introduzem nenhuma nova freqiiéncia.
Para os quadros (x') e (x>)), contendo as mesmas
freqiiéncias definem-se a soma (x,,) € a multiplica¢do (X,,)

com o auxilio das férmulas

nm

x, =x"4x® (5)

nm nm nm

— 1),.(2) _ @) (2) ,2Mi(V =V )
Xnm - Exnk Xim = Z A A € ’ (6)
k k

nenhuma nova freqiiéncia € introduzida, pois pelo principio
de combinag@o de Ritz entre as freqiiéncias possiveis, hd a
relagdiov, +vVv, =V

Estas regras de cdlculo vém mostrar que os quadros
(X,,) podem ser considerados como matrizes cuja teoria, ha
muito, € conhecida. As matrizes acima indicadas sdo do
tipo de Hermite: x,, =x

nm mn*

nm*

A multiplicac¢do das matrizes ¢ distributiva e associa-
tiva, mas, em geral, nao é comutativa.

Diz-se que uma matriz € diagonal quando todos os
seus termos, exceto os da diagonal principal, sao nulos:

X, 0 0
0 x 0o ...
(x,,8,,) = U \ (7)
0 0 x, ..

emqued, =1lsen=me0sen#m.
A matriz
1 00
010
6=0,,)= 8
©,,) 00 1 ®)

€ a matriz unidade. E facil ver que é uma matriz comutavel
com uma matriz qualquer x = (x, ):

x0-0x=0.

A matriz reciproca de x, x ', é definida por x'x=8;x" e
x sdo comutdveis; tem-se &' = J.

A divisdo da matriz x pela matriz y €, por definicdo, o
produto xy'. A matriz x, derivada em relaciio ao tempo ¢ da
matriz x, é a matriz x,,, = 21w, x

Se x é diagonal, x = 0. A reciproca desta proposigado é
verdadeira quando v, # 0, para n # m, pois neste casoxe x, ,
se anulam ao mesmo tempo; isto acontece, como sabemos,
quando o sistema no é “degenerado”.

Consideremos a matriz y fun¢io’ da matriz x, y = f(x).
A matriz derivada de y em relagdo a x, € por definicdo,

Ramos
D i fEI= )
dx =0 c
¢ designando a matriz diagonal com termos iguais
o 0 0
0 o 0 ..
c=0.0= 9)

0 0 o

Sey=x,@ =d. Sey=q)(x)‘I’(x),Q = ¢d—w+w@.
dx dx dx dx

Podemos agora introduzir algumas nocdes sobre a
Mecdnica das Matrizes.

De acordo com as idéias de Heisenberg substituem-se
a varidvel x e o seu momento conjugado p pelas matrizes
(x,) e (p,,) cujos elementos dependem das intensidades e
das freqtiéncias das radia¢des emitidas pelo sistema atomi-
co.

Na teoria de Bohr, como vimos, x e p satisfazem as
equacdes candnicas, e a varidvel de “acdo” J verifica a
relaciio J = [pdx = nh, n designando um niimero inteiro e 4 a
constante de Planck; a integral é tomada ao longo de um
ciclo completo de variagdo de x.

Heisenberg substituiu o postulado “mecénico” da teo-
ria de Bohr pela relacio

px—xpzi_ﬁ (10)

2mi
entre as matrizes x, p, ¢ a matriz unidade . Esta relagio
exprime que as matrizes x e p ndo sdo comutdveis e dd a
expressdo da diferenga px - xp.

Vamos mostrar como foi Heisenberg conduzido, pela
aplicacdo do principio de correspondéncia de Bohr a tal
relacdo que € fundamental na nova Mecanica Quantica.

Temos

1/v 1/v
J =Ipdx = Jp)'cdt =J.dt2 b 2mivoa e’ ™ M (11)
0 0 .0

substituindo x e p pelos seus desenvolvimentos em série de

Fourier e atendendo a que 1/v é o periodo do movimento.
Na integracdo, o termo constante (correspondente a

T+ 6 =0) é o tinico que ndo fornece um resultado nulo: vem

pois

12)

T

J==Y 2mith.a_

ou

0
1=-2mi —(b . 13
RLZ’T8J( a_.) (13)

Heisenberg, guiado pelo principio de correspondén-
cia de Bohr, substituiu sistematicamente quantidades tais
como a(J), b, (J), ou a_(nh), b_(nh), a b correspon-

n, n-t> Tn,n -1

dentes ao salto quantico n, n - T. Ao operador /11d/dJ corres-
ponde, também, na teoria quantica, conforme vimos na ulti-

2 Supde-se uma fungao definida por intermédio das operagdes elementares introduzidas.
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ma conferéncia, a diferenga A relativa aos estados ne n - 7.
Devemos, pois, substituir 21d(b.a_)/dJ por A(b, , Ta, . )ou
bn+x. uau,n+‘( - b € Obtemos h/ZTCl - Zrbu n- tan Tn Z‘£bn+r,
.a, .. oraasoma deve ser feita tomando os valores inteiros

de T de -c0 a +e0 ; a cada niimero T corresponde um outro -T,
de modo que

- 2 ,[ n,n—1 n T.n an,anban,n ]

2ni 5

nn-t u'rn’

(14)

Esta férmula mostra que o n-ésimo termo diagonal da
matriz px - xp é igual a h/2mi, ou ao n-ésimo termo da matriz
diagonal (h/2mi)d.

Heisenberg generalizou este resultado admitindo a
coincidéncia da matriz px - xp com a matriz (h/27i)d na
Mecénica Quantica.

Observe-se: nos casos em que, nas equagdes se pode
desprezar os termos que contém / em fator em face dos
outros termos, as matrizes x e p se tornam comutaveis e a
Mecanica Classica pode ser utilizada.

O principio de correspondéncia ainda conduziu
Heisenberg a admitir a possibilidade de formar a funcdo
hamiltoniana H(x, p) das matrizes x e p, tal que x e p
satisfacam as equagdes denominadas candnicas

S M (s)
dp ox

A escolha da matriz H(x, p) faz-se, nos problemas
mais simples da Mecénica Quantica, por analogia com a
funcao H da teoria cldssica; os resultados confrontados com
a experiéncia tém sido satisfatérios em tais casos.

Observemos que as equagdes “candnicas” entre as
matrizes x e p corresponde uma infinidade de equagdes do

tipo
Znivnmxnm = (aH) > (16)
oP ),
2RV, oy = (aHJ a7)
ox ),

as quais combinadas com as equagdes ja estabelecidas
h
Z [pnk‘xkn —-X
k

2mi
conduzem ao cdlculo das freqiiéncias v,, e das amplitudes
a, eb, ., das vibracdes relativas ao sistema atdomico.

Das equagOes entre as matrizes x e p resultam as
seguintes proposicdes:

1) H é uma matriz diagonal, e a equagio H = 0
exprime a conservacdo da energia.

2) Os termos espectroscopicos 7, multiplicados por
h, coincidem, abstragao feita de uma constante aditiva, com
os termos diagonais A, da matriz H.

Dirac generalizou a teoria de Heisenberg para o caso
de um sistema multiperidédico dependendo de k parametros
x,,. Dirac admitiu, neste caso, as seguintes equacgdes da
Mecanica dos “Quanta”:

a) Equagoes candnicas:

nkpkn]: (18)

71
xi=a£, i?,=—a—H; (19)
ap, ox,
b) CondicOes quanticas (ditas de “permutacio’):
X, —=X,D,
b P o
p.x,—x,p, =0 (20)
p.p,=p,p, =0

x,x,—xx, =0

As Egs. (20) ndo sdo independentes das Egs. (19). Em
rigor, as Eqgs. (20) s6 podem ser consideradas exatas para
um instante determinado; as relagdes de “permuta¢do’” nos
instantes seguintes devem ser tiradas das Eqgs. (19).

2. Equivaléncia entre a mecanica ondulatéria e a
mecanica das matrizes

A aplicag¢do da Mecanica das Matrizes aos problemas
atdomicos conduz a célculos longos, fastidiosos e as vezes,
delicados. Observou-se no cdlculo dos niveis energéticos, a
identidade, para cada problema estudado, de resultados
obtidos separadamente pela Mecanica das Matrizes e pela
Mecanica Ondulatéria. A equivaléncia matemadtica entre as
duas teorias foi, alids, demonstrada por Schrodinger e
Eckart cujos trabalhos vieram facilitar consideravelmente a
resolu¢do dos problemas de Mecanica Atomica.

Pode-se, agora, afirmar que a Mecanica das Matrizes
e a Mecanica Ondulatéria constituem dois aspectos dife-
rentes da mesma teoria quantica.

Vamos expor, em suas linhas gerais, a teoria de
Schrodinger, considerando o caso do campo permanente.

A equagdo da conservacdo da energia na Mecanica
Cléssica se escreve

H(x,p)-E=0. 1)

Sabemos que H =T+ U. Em coordenadas curvilineas
temos a equacdo da conservacao da energia sob a forma dita
“simetrizada”

prZa p, +Ux,)—E=0. 22)

me

Substituamos p pelo operador (h/2mi)d/dx; E, pelo
operador (h/2mi)d/dt, e x, pelo operador “multiplicagdo por
x,”; apliquemos o operador resultante, assim obtido, a fun-
¢ao Y das ondas; vem

s h )b aly g
" omiox, ) 2mior

4nmi87‘}’_8ﬂ:2m
h ot R

(23)

ou

VY - UY¥Y =0, (24)

equacdo de Schrodinger.
Se o campo € permanente, a equagdo de Schrodinger
pode ser escrita
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H(xi,ha)—E ¥ =0. (25)

2mi ox,

Neste caso, se E, sdo os valores fundamentais ou
caracteristicos, e ', as solugdes correspondentes, podemos
supor o sistema dos ‘¥, normal e ortogonal

[ww, =5, (26)

Conforme ja dissemos em outra conferéncia, uma
fun¢do continua f(r) pode, sob certas condic¢des, ser desen-
volvida em série de funcgdes caracteristicas,

f®)=3C,¥,(r), 27)
sendo ’
C,=|w,fdr, (28)

a integracdo sendo estendida a todo o espago.

Schrodinger observou que as condicdes (20) da Me-
canica das Matrizes conduzem a relacdes entre operadores
diferenciais lineares relativamente a x,. Assim, por exem-
plo, no caso de um sistema que depende de um parametro,
substituindo na equagéo fundamental px - xp = (h/2mi)d, p
por (h/2wi)d/dx, & pela unidade 1, e considerando x como
operador, vem

i X—X i =1 29)
ox dx

que ¢ verificada identicamente, pois
i(x‘l’)—xa—\y =Y. (30)
ox dx

Schrodinger procurou, entdo, descobrir uma conexao
entre as relagdes entre operadores, equivalentes as equa-
¢cdes das matrizes, e as relacdes andlogas equivalentes as
equacdes das ondas.

Seja F(x, p) uma func¢do das varidveis x e p (Mecanica
Cldassica). Substituamos em F, p pelo operador (h/21i)d/dx
e consideremos x como operador (“multiplicagdo por x”).
F(x, (h/2mi)d/dx) torna-se um operador que aplicado a ‘P, dd

Ramos

uma fun¢do de x que, desenvolvida em série de funcdes
fundamentais, conduz a

h d
Flx,——|¥, = F, ¥, 31
( 2mi ax) ;
Os coeficientes F,, sdo dados por
F, = j y F(x, ha)\ymd3 . (32)
2T Ox
Para x e p, tem-se, respectivamente,
‘xnm = J’lP:'x\Pmdlr’ (33)
ho¢o. 0¥,
wm =", “d’r. 34
P 2mi J. ox )

Schrodinger demonstrou: 1) que os quadros formados
com os coeficientes tais como F,, multiplicados por

nm?

exp(2miv, t) verificam as regras do cdlculo das matrizes e
podem ser considerados como matrizes de Heisenberg cor-
respondentes as func¢des F(x.p); 2) as matrizes (x,,) e (p,,)
satisfazem as equagdes da Mecanica das Matrizes, e tornam
portanto a matriz H diagonal.

Descoberta a conexdo existente entre a Mecanica
Ondulatéria e a Mecanica das Matrizes, impde-se, como
sendo geralmente o mais comodo, o seguinte processo para
resolver um problema de Mecanica Atdmica:

Forma-se em primeiro lugar a equagdo da Mecanica
Ondulatéria, partindo-se da fun¢do de Hamilton H. Os
valores caracteristicos da equag@o das ondas representam
os niveis energéticos E, do sistema. Conhecendo-se as solu-
¢Oes caracteristicas, as formulas ha pouco estabelecidas
permitem calcular os elementos das matrizes que repre-
sentam as varidveis x, p, etc., e portanto as intensidades e os
estados de polarizacdo das radiagdes emitidas pelo sistema
atdmico, bem como suas constantes mecanicas.

Vemos que as solucdes caracteristicas ‘¥, sdo meras
fun¢des intermedidrias no cdlculo dos elementos das matri-
7es x, p, etc. elementos esses que representam as Unicas
grandezas cuja significacdo experimental € precisa, e cuja
obtencdo deve constituir o principal objetivo da Mecanica
dos “Quanta”.



