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Neste terceiro artigo da série, o autor discute a transi¢do da mecénica cldssica para a velha teoria quantica de
sistemas periddicos introduzindo as regras de quantizagdo e o principio de correspondéncia de Bohr.
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In the third paper of the series, the author discusses the transition from classical mechanics to the old quantum
theory of periodic systems by introducing the quantization rules and the Bohr's correspondence principle.
Keywords: old quantum theory, quantization rules, correspondence principle.

1. Origem das idéias de Heisenberg sobre a
mecénica dos quanta

A aplicacdo da teoria eletromagnética cldssica aos
fendmenos de radia¢@o nos sistemas macroscépicos conduz
a resultados geralmente satisfatérios quando confrontados
com a experiéncia. Em apoio desta afirmacdo podemos
citar o exemplo cldssico das radiagdes de uma antena radio-
telegrafica.

Aplicada, porém, aos fendmenos atdmicos apresenta
a referida teoria eletromagnética conseqii€ncias freqiiente-
mente em desacordo com os resultados experimentais.

Foram principalmente as divergéncias entre a teoria
eletromagnética cldssica das radiacdes e as conclusdes da
experiéncia que deram lugar, hd cerca de 30 anos, aos
trabalhos de Planck e ao aparecimento da teoria dos “quan-
ta”.

Einstein, um pouco mais tarde, enunciou a seguinte
lei verificada por numerosas experiéncias de que a matéria
emite ou absorve uma radiacdo, a energia E é emitida ou
absorvida em quantidades discretas (quanta) iguais a hv;
tem-se, assim, £ = hv, v designando a freqiiéncia da radia-
¢do considerada e h a constante universal de Planck
(h=6.5510"" erg. sec).

A constante £ foi introduzida na Fisica por Planck, em
1900, em seus célebres trabalhos sobre a intensidade espe-
cifica da radiagc@o de origem térmica que existe no interior
de um recinto isotérmico.

A aplicacdo da teoria dos quanta ao estudo da estrutu-
ra dos dtomos e de suas raias espectrais de emissdo e de
absorc¢do foi feita, pela primeira vez, por Niels Bohr em
1913. A teoria atdmica de Bohr utilizou-se do modelo at6-
mico de Rutherford ao qual anteriormente fizemos referén-
cias.

No estudo dos sistemas atdmicos Bohr enunciou dois
postulados: 1) o postulado “6ptico”; 2) o postulado “meca-
nico”.

Vamos considerar em primeiro lugar o postulado
“Optico”.

O estudo experimental das raias espectrais dos ato-
mos mostra que as freqliéncias correspondentes tomam
valores formando um conjunto numerdvel. A lei de
Planck-Einstein, £ = hv, conduz, pois, a admitir que a
energia de um atomo somente pode tomar valores for-
mando um conjunto numerdvel. Bohr enunciou entdo o
seguinte postulado: “Um atomo somente se pode encontrar
em certos estados (denominados “estaciondrios”) a cada
um dos quais corresponde uma determinada energia. Sem-
pre que o dtomo emite ou absorve uma variagao de freqiién-
cia v,, a sua energia varia de hv, e 0 dtomo passa de um
estado estaciondrio a outro (salto “quantico”).

Sejam E, ¢ E, os niveis energéticos dos dois estados
estacionarios, deve-se ter

ey

W =E —E ou v, =—';
ij i J 7 ]’l

esta férmula permite determinar as freqiiéncias das raias
espectrais do dtomo conhecendo-se as energias de seus
estados estaciondrios.
Consideremos 3 niveis energéticos do dtomo: E, EJ.,
E,; as freqiiéncias correspondentes sdo
E -E, E -E, E :
= = y Vk' = y

Vim0 Ve h l h

logo

Vi =V TV,

3

2

isto € “a soma das freqiiéncias de duas raias € igual a fre-
qiiéncia de uma terceira raia do mesmo dtomo”. Este é o
chamado “principio de combinacido” descoberto por Ritz
em 1908 e cuja origem € experimental.

1 Este artigo refere-se a terceira conferéncia do autor na Escola Politécnica do Rio de Janeiro, publicado no nimero de Junho
de 1932 do Boletim do Instituto de Engenharia, pp. 266-271. Ver Rev. Bras. Ens. Fis. 25(3), 326 (2003).
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O segundo postulado de Bohr ou “postulado meca-
nico” permite a determinag¢do dos niveis energéticos do
atomo.

Tomemos, por exemplo, o 4tomo de hidrogénio e o
modelo atdmico do tipo de Rutherford. Considera-se o
atomo como constituido por um nticleo positivo de carga +
e em torno do qual se move um elétron de carga -e; apli-
cando ao sistema as leis da Mecanica Classica, a funcdo
potencial sendo U = -¢’/r, obtém-se uma elipse kepleriana
para a trajetdria do elétron. Fazendo variar de um modo
continuo as condi¢des iniciais do problema, as elipses cor-
respondentes formam uma familia continua de trajetdrias.
O segundo postulado de Bohr impde as trajetérias condi-
¢des em virtude das quais somente sdo consideradas como
trajetérias possiveis as que pertencem a um certo conjunto
numeravel definido pelo postulado. A cada uma das trajeté-
rias possiveis corresponde para o dtomo um estado estacio-
ndrio e um nivel energético.

Antes de enunciar o segundo postulado de Bohr em
toda a sua generalidade, necessitamos recordar algumas
proposicdes de Mecénica Cléssica.

Vimos, em outra conferéncia, que H(x, p,) sendo a
funcao de Hamilton no caso do campo permanente, tem-se
H =T + U(x); e que entre as varidveis canonicas x, e p,
existem as equagdes candnicas

dx, oH dp,

oH
=—, -——, (=123). 4
dt  dp, dt ox, ( ) @

Quando H s6 depende dos p, obtém-se imediatamente
as 6 integrais primeiras:

p, =const =0,

®)

X; :(’Oit+Bi

com , = 0H/dp..

Um processo para integrar o sistema de equagdes
candnicas, consiste em procurar uma transformagdo de
variaveis x,, p, em varidveis X,, P,, que conserve as equagdes
do movimento a forma candnica e que conduza a uma
func¢do H (transformada de H) dependente apenas dos P. A
teoria das transformagdes candnicas mostra que isto possi-

vel quando a acdo

S = j 2Tdt = J-Zpidxi (6)
satisfaz a equacdo de Hamilton-Jacobi
H(x,., aSJ - E, @)
ox,

E designando a constante da energia total. Tem-se neste
caso, as férmulas de transformacio

s, as

= x =2 8
P ox, ' OP ®)

supondo § expressa em fungdo dos x, e dos P,

Chega-se, assim, as 6 integrais primeiras das equa-
¢des candnicas

P.=o
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X=0t+p, )
(i=1,2,3), sendo
X . H
, =a—E, pois ax, =a—H=a—E. (10)
Ja, dt 0P, do,

i

X, cresce ilimitadamente com t (supde-se ®, # 0). Por outro
lado sendo o nosso intuito estudar certos movimentos que
se realizem em regides finitas, admitiremos que X, seja uma
coordenada com o cardter de coordenada angular, e que o
sistema retome a sua posi¢do quando X, varia de um muilti-
plo de uma certa quantidade (27, por exemplo) no tempo 7,
periodo do movimento (as outras coordenadas permane-
cendo fixas).

Vamos supor que se tenha multiplicado X, por um
fator constante tal que X, aumente de 1 em cada periodo 7.
Neste caso, diremos que ® é uma freqiiéncia v,, e que 3, é
uma constante de fase. Representaremos X,, P, por W, J, ,
respectivamente. Escreveremos, assim,

W=vi+B, J =0, (n

comV,=0dE/dJ.. E s6 depende dos J, que recebem o nome de
“varidveis de acdo”. Como
aS(x,,J, oS(x.,J,
P = (x, ,)’ W = (x, ,)’
dx, aJ,

i i

12)

podemos considerar os x, e os p, fun¢des dos W, e dos J..
Trataremos somente do caso em que cada x,, bem como o p,
correspondente, sao funcdes periddicas relativamente a ca-
da W, com o periodo 1. Teremos, assim, um sistema multi-
periddico.

Quando a a¢do S, definida pela Eq. (6), € uma soma de
fungdes S, cada uma das quais depende de uma varidvel x, e
de uma constante arbitraria o

S=3 85,(x,,0,), 13)
k
(k=1,2,3), resulta das expressoes de p, e de W, que
2
2" S, :ap,.:aw,. (14)

oJ.ox, dJ, ox, ’

Integrando cada uma destas expressdes ao longo de
um ciclo completo de varia¢do da varidvel correspondente
x,, ciclo este relativo a varia¢@o 1 de W, e ao periodo 7, vem

jan dx, = [ aw, =%J-pidxi =1. (15)

ox,

Esta dltima relacdo serd satisfeita se tivermos
J.=Ipdx,
Os J, sao os moédulos de periodicidade das acOes
parciais S,, pois
aS
J, _ja—dx,. =[as,.

X .

i

(16)

No caso de uma variavel tem-se J = JdS.

Vamos supor em primeiro lugar que as freqiiéncias v,
sejam incomensuraveis entre elas. Demonstra-se, entdo,
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que os x, sdo desenvolviveis em séries multiplas de Fourier
em W, ouem vt

x, = ZAmm exp(ZTciZ’tka ), (17)
T1,T2,T3 k
(k=1,2,3)0u
X, = Ya, ., expmiY T, V1), (18)

T1,T2,T3 k

os coeficientes sendo complexos e conjugados dois a dois, e
T, representando nimeros inteiros (de -co a +oo .)
Tem-se, a representando o conjugado de

T1.12.13
T1,T2,T3 ’

*

a—‘(, =Ty, T3 =a

(19)

T].12.173 ’
0sa. . .

Quando as freqiiéncias v, ndo sdo todas elas inco-
mensuraveis, isto € quando existe entre algumas delas uma
relacdo linear e homogénea com coeficientes inteiros, de-
monstra-se que os médulos J, ndo sido independentes; o
numero de médulos que podem, entdo, ser considerados
independentes € igual ao niimero de freqiiéncias incomen-
suraveis entre elas. O movimento, neste caso, denomina-se
“degenerado”. As férmulas acima indicadas referem-se ao
caso de 3 varidveis x,, mas sdo validas quando se consi-
deram n varidveis x,.

Podemos agora enunciar o segundo postulado de
Bohr.

Consideremos as trajetdrias indicadas pela Mecanica
Cléssica. Fazendo variar de um modo continuo as con-
di¢des iniciais, as trajetérias formam uma familia continua
de linhas.

O segundo postulado de Bohr afirma que somente sao
admissiveis, nos fendmenos “quanticos”, as trajetérias que
satisfazem as condigdes

sdo fungdes dos J.

J=nh, (20)

n, designando um ndmero inteiro; cada médulo de periodi-
cidade deve, pois, ser um multiplo do “quantum” de Planck.
Tais trajetérias sdo denominadas “estaciondrias”. Aplique-
mos, como exemplo, o segundo postulado de Bohr a deter-
minacdo dos niveis energéticos no modelo atdomico
(circular) de Rutherford para o hidrogénio.

Temos
2 2 2.2
v=-2, r=m_ner. 1)
r 2 2
ora
2 2
mo’r=5 s7==_Y (22)
2r 2r 2
e
82
E=T+U=—-——. (23)

2r

Vamos exprimir r em fun¢do de n e de . Temos

do
ON=—=
dt

pois o € a velocidade angular do elétron;
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T 2
= — =mor 24)
P=3%
J=jds =jpde= 2rumr’® = nh. (25)
Portanto
212
r = l, (26)
4’ me*
2 4
E —- 2n " me L @7

h: n?

férmula ja obtida pela Mecanica Ondulatdria.
A aplicacio do 1° postulado de Bohr permite obter a

freqiiéncia v, . da radiacdo emitida quando o 4tomo passa

do estado cujo nivel energético é n ao estado cujo nivel
energético é n’:

2ntmet (1 1
vV, S =— -
n,n h3 nsZ nZ

(28)

€ a formula das raias espectrais do hidrogénio, descoberta
experimentalmente por Balmer em 1885.

Se n’ =n - 1, (T sendo um numero inteiro), vem
2n—7
n*(n—-n1"°

_2n’me’
Vn,n—‘( - h3

(29)

Sendo n muito grande relativamente a T, obtém-se,
sensivelmente

2 4
v -2mme 2 _,1dE (30)
' h’ n’ h dn
Por outro lado
2 4
® _4n"me’ 1 dE 31

27 h’n’ h dn
/21 ¢ a freqiiéncia v, do movimento do sistema ou fre-
gliéncia “mecéanica”; vem, pois,

v =1v,.

n,n—-1 e

(32)

Vemos, assim, que para nimeros quanticos muito
elevados, a freqiiéncia da radiacio emitida quando o 4&tomo
passa de um estado de nivel energético E, a um estado de ni-
vel energético inferior E_,, € igual a freqiiéncia v, do movi-
mento do sistema.

Bohr admitiu que além da freqiiéncia, também a in-
tensidade e o estado de polariza¢do da radiagdo emitida
coincidem aproximadamente, quando os nimeros quan-
ticos sdo muito grandes, com a intensidade e e o estado de
polarizagado (decorrentes do momento elétrico da particula)
calculados de acordo com a teoria eletromagnética cldssica.

Este resultado pode ser generalizado para o caso de
um sistema multiperiddico do tipo anteriormente estudado.

A teoria cldssica nos conduz a desenvolver as coor-
denadas x, da particula em séries de Fourier, dada pela Eq.
(18),

X, = Y a, .. expRmiy T, V1),

T1.T,.T3 k
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a soma devendo se estender a todos os nimeros inteiros T
compreendidos entre -0 € +oo . 2 T, Vv, € afreqiiéncia de
k

uma componente harmdnica do movimento da particula.
Para o momento elétrico teremos as componentes harmo-
nicas do tipo

M exp(2Mi Y T,V t+0, ).

Ti:T2,7T3 T1,12.173

De acordo com a teé)ria classica, o sistema emitira ra-
diagdes com as freqiiéncias Z T,V, € com as intensidades
determinadas pela teoria elétromagnética, e dependentes
das amplitudes M . . das componentes harmonicas
correspondentes do momento elétrico.

Pelo 1° postulado de Bohr, a freqiiéncia v, emitida
quando o dtomo passa do estado cujo nivel energético é
E, ... a0 estado caracterizado pelos nimeros n, - T, 1, -T,,
n, - T,, € dada por

ny,ny,ny Ny =T . y=Ty,n3—Ty

AV —

33
, p (33)

Os nimeros quanticos n, figuram nas relagdes J, = njh
que resultam da aplicacdo do 2° postulado de Bohr a um dos
estados do dtomo.

Quando os n, s3o muito grandes, considerando-se a
energia £ como fun¢do dos n, tem-se, aproximadamente,

=35, ;f (34)

Como

aa’izgfzi =h§fj=hv,., (35)
vem

v, =Y TV, (36)

Resultg, pois, que: a) a freqiiéncia cldssica correspon-
dente a componente harmdnica do movimento do sistema
tende a coincidir, quando os nimeros quanticos sdo muito
grandes, com a freqiiéncia emitida pelo 4tomo no “salto
quantico”, correspondente; b) a operacio %r kgTE corres-

k
ponde a diferenca £, ,  ~—-E, . . .

Bohr também admite que “a intensidade e o estado de
polarizagdo da radiacdo emitida no salto quantico corres-
pondem a intensidade e ao estado de polarizagio da radia-
cdo correspondente que seria emitida pelo sistema de
acordo com a teoria eletromagnética classica, e que tal

Ramos

correspondéncia tende a se tornar uma identidade quando
os nimeros quanticos crescem indefinidamente”. Este € o
“principio de correspondéncia” de Bohr, mediante o qual a
teoria cldssica pode servir de guia para a determinagdo
qualitativa e as vezes quantitativa das propriedades das
radiacdes nos fendmenos “quanticos’.

Observemos, que de acordo com o principio de cor-
respondéncia, se na expressao do momento elétrico, obtida
de acordo com a teoria cldssica, faltarem as componentes
harmonicas referentes a ambos os estados inicial e final, o
“salto quantico” correspondente ndo se poderd realizar.
Esta observacao constitui o chamado “principio de selecdo”
dos “saltos quanticos”.

Convém também salientar a indeterminacdo carac-
teristica que existe na aplicagdo do principio de corres-
pondéncia quando se quer calcular a intensidade de uma
radiacdo emitida por um dtomo quando passa de um estado
a outro. A cada um dos estados, inicial ou final, do “salto
quantico”, corresponde um movimento € uma componente
harmoénica do movimento, a qual vai permitir o cdlculo da
respectiva intensidade de acordo com a teoria cldssica. Nao
se sabe qual dos movimentos, e portanto qual das compo-
nentes harmonicas (as quais tém a mesma freqiiéncia), se
deve escolher para a determinacdo da intensidade relativa
ao “salto quantico”.

Quando os nimeros quanticos sdo muito elevados a
indeterminagdo praticamente desaparece, pois aos dois es-
tados (inicial e final) do “salto quintico” correspondem
movimentos cldssicos muito proximos, e pode-se escolher
um qualquer dos dois movimentos para o cdlculo da inten-
sidade procurada.

A teoria quantica de Bohr, completada pelo principio
de correspondéncia teve enorme sucesso na explicacio dos
fendmenos atdmicos, mas em 1925 ja se haviam acumulado
importantes fatos experimentais em acentuada divergéncia
com os resultados da mesma teoria. Por outro lado eram
considerados como pouco satisfatérios os fundamentos 16-
gicos da Mecéanica de Bohr. A teoria cldssica e a hip6tese
dos quanta ai se encontravam ligados de uma forma ilégica;
as leis cldssicas da Mecanica e do Eletromagnetismo foram
acrescentados os dois postulados de Bohr que em sua es-
séncia sao contraditdrios com as referidas leis cldssicas.

Heisenberg, em 1925, resolveu abandonar comple-
tamente, no estudo dos fenomenos atdémicos, a concepgio
das trajetdrias eletrdnicas, inacessiveis a experimentagio
direta e de cardter hipotético. Estudaremos na préxima
conferéncia a concepcio de Heisenberg sobre a Mecanica
dos “quanta”.



