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Anadlise da transformada em ondeletas aplicada em sinal geofisico

(Analysis of Wavelet Transform applied in Geophysical)
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E mostrada uma andlise em ondeletas aplicada em um sinal geofisico, nimero de manchas solares. Para isso, é
dado uma introdugéo teérica sobre a Transformada em Ondeletas e sobre séries e Transformada de Fourier. A
Transformada em Ondeletas é uma ferramenta matemadtica de grande utilidade aplicagdo em sinais ndo-estacio-

narios.
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A wavelet analysis applied in geophysical signal, sunspot number, it is shown. For this, it is given a theoretical
introduction about the wavelets Transform and Fourier Transform and Series. The Wavelet Transform is useful
mathematical tool for application in non-stationary signals.
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1. Introducao

Hoje em dia, o estudo de sinais ndo-estaciondrios
exige abordagens matemadticas robustas de andlise para
poder compreender os fendmenos fisicos que estdo agindo
em qualquer sistema natural. Uma destas ferramentas é a
Transformada em Ondeletas, capaz de analisar séries-tem-
porais obtidas de qualquer sistema fisico. A Transformada
em Ondeletas tem sido aplicadas nas mais diversas dreas do
conhecimento, desde estudos sobre turbuléncia atmosférica
[1], processamento de sinais [2] até sistemas hidroldgicos
[3]. O uso desta ferramenta se faz necessario devido ao fato
de que as séries-temporais tomadas de qualquer sistema
fisico possuirem caracteristicas nao-estaciondrias. Enten-
da-se como caracteristica ndo-estaciondria as séries-tem-
porais cujo seus momentos estatisticos, média, variancia, e
etc, variam em qualquer segmentos tomados desta série.
Por isso, o objetivo deste trabalho é demonstrar a sua
utilidade na andlise de qualquer sinal experimental ndo-
estaciondrio em tempo e frequéncia, tomando como exem-
plo um sinal geofisico, onde poderia ter tomado outro sinal
de qualquer sistema fisico sem perda nenhuma de genera-
lidade. Este sinal consiste em uma série-temporal do nu-
mero de manchas solares mensais deste o ano de 1749 até o
ano de 2002. A Fig. 1 mostra um grafico de manchas
solares neste periodo. E ficil ver nesta figura um periodo
predominante de 11 anos, aproximadamente, tendo um
maximo em 1958. Até o presente, tem-se 23 ciclos comple-
tos.

Antes de iniciar uma introducao da Transformada em
Ondeletas faz-se necessdrio uma breve introducdo sobre
Séries e Transformada de Fourier. Antes de 1930, Joseph
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Fourier, com sua teoria de andlise de frequéncia afirmou
que qualquer funcio periddica f(x) € a somatéria de

fx)=a,+ i (a, cos(kx)+ b, sen(kx)), (1

k=1

ou seja, qualquer fungao periddica poderia ser expressa por
uma somatoria de senos e cossenos. Os coeficientes a,, a, €
b, sdo calculados por
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Figura 1 - Série-temporal do nimero de manchas solares de 1749 até
2002.
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Portanto, representagdes em série de Fourier de fun-
¢cdes como uma superposicdo de senos e cosenos t€m sido
muito ttil para solugdes analiticas e numéricas de equacdes
diferenciais e para andlises e tratamento de sinais.

A chamada Transformada de Fourier pode ser consi-
derada como um limite de uma combinacdo linear infinita
de ondas senoidas e que encontra grandes aplicacdes no
tratamento de sinais estaciondrios. Uma fung¢ado aperiddica
pode ser considerada como o caso limite de uma fungdo
periddica cujo periodo T — oo . Assim, pode-se representar
uma série temporal como:

fH= ;IF(m)e"“”da), (5)
onde

Flo) = j F()e ™ dt. (©6)

Nas Eqgs. 5 e 6 foram utilizadas as fungdes trigono-
métricas na forma complexa. Note que, nestas equacdes
ocorre o que chama-se de Convolugdo. Para esclarecer mais
este assunto, faremos uma breve discussdo. Sejam x(¢) e
h(t) funcdes reais. Entdo, por definicdo, a convolucdo de
x(?) e h(¢) ¢ uma funcdo y(f) expressa por

oo

(1) = x(t) ® h(t) = J.x(‘t)h(t —Ddr, (7)

onde — representa o processo de convolugdo. Portanto, x(7)
representa uma série temporal qualquer e h(f) representa
uma fungao filtro que tem o papel de identificar e selecionar
o periodo de cada componente oscilatéria prensente em
x(1).

Os conhecimentos citados acima sdo utilizados
exaustivamente em andlise e tratamentos de séries-tem-
porais estaciondrias. Portanto, devido a sua deficiente apli-
cabilidade em séries-temporais nao- estaciondrias, o que € a
maioria dos casos na natureza, a Transformada em Onde-
leta foi desenvolvida por Morlet na década de 80 [4]. Meyer
[5] demonstrou as condi¢des de ortogonalidade deste novo
operador matemdtico, oferecendo condi¢des seguras para a
aplicacdo da nova técnica.

A idéia central da andlise em ondeletas consiste em
decompor um sinal a diferentes niveis de resolugdo, pro-
cesso conhecido como Multiresolucdo. A representagao de
multiresolu¢do fornece uma moldura hierdrquica simples
para interpretacdo de informacdo do sinal. A diferentes
resolucdes, os detalhes de um sinal geralmente caracteri-
zam diferentes estruturas fisicas do mesmo. A uma resolu-
¢do mais grosseira, estes detalhes geralmente caracterizam
as grandes estruturas que fornecem o contexto. Com o
aumento da resolucdo, obtemos detalhes mais finos. O
processo de decomposi¢do ocorre da seguinte maneira.
Considere inicialmente uma fungéo f contida no espago das
fungdes quadraticamente integrdveis L,(R). Portanto, a
energia da fungdo f'¢é limitada ao longo de todo o eixo dos
reais, isto é:
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+oo

j\ f)| dt < oo. 8)

O produto escalar ou produto interno, denotado pelo
simbolo (¢), e a norma para o espaco L,(R) sdo definidos
como se segue:

feg= | f0).gdr ©)

f=AreT (10)

Se a funcdo g possuir norma unitdria, entdo o resul-
tado do produto escalar entre f'e g corresponderd a operagdo
de proje¢do de f'sobre g. Considere, agora, um conjunto de
fungdes ortonormais ‘¥ (7), k € N, ou seja, ortogonais e de
médulo 1, formando uma base para o espago L,(R). Pela
condicdo de ortogonalidade:

¥, ¥, =0, (11)

para todo m diferente de n.

Definimos entéio a expansao da fun¢do fem uma série
ortonormal como sendo a combinagdo linear das fungdes
base ponderadas pelas projecdes de f'sobre cada uma delas,
isto é,

f = S < £, > ¥, 0,

k=—co

12)

fazendo F(k) =< f,'¥, >, ke N,e< f,¥, >= f*¥, éuma

outra forma de expressar o produto interno ou escalar.

=" F¥,0, (13)

k=—co

onde F, define a transformada da funcdo f(r). Imbutido
nesta abordagem, estd o fato da base ¥ (¢) possuir suporte
igual a toda extensdo do eixo real, isto €, cada fungdo base
W (?) decai a zero somente nos limites +eo. No entanto, se a
base possuir suporte limitado, decaindo para zero muito
rapidamente, entdo a melhor maneira desta base cobrir todo
0 eixo dos reais serd através de translagdes do tipo:

Y, (=Y, (~-D,leN. (14)

Da mesma maneira, observando a base da Transfor-
mada de Fourier dada pela Eq. 5, pode-se constatar que cada
funcdo base (as exponenciais complexas) € obtida a partir de
simples dilatacdes na frequéncia. Reunindo estas duas pro-
priedades, dilatac@o e translacdo, em um unico protétipo de
funcdo base, obtemos as chamadas funcoes ondeletas, onde
as dilatacdes e as translagdes sdo dadas por duas varidveis
nomeadas a e b, respectivamente. Portanto, o termo ondeleta
refere-se a um conjunto de funcdes com forma de pequenas
ondas geradas por dilatacdes, V() — ‘Y(2¢), e translacgdes,
Y(r) - W(r+ 1), de uma fungfo base geradora simples ‘P(7),
a ondeleta-mde. Esta deve ser quadraticamente integravel
dentro de um intervalo de tempo real ou espago [L2(R)], isto
é, deve apresentar energia finita. A imposicdo de que a sua
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energia média seja zero, constitui a condicdo de admissi-
bilidade da funcao:

\Pa,h (t) = \;E\P(t_ab)

de forma que a expansdo em série de ondeletas e a trans-
formada sdo definidas como

(15)

<f W, >= f f(z)‘P(t_ab)dt (16)

Ha dois tipos de funcdes ondeletas, as Continuas e as
Discretas, cada qual util para determinadas aplicacdes.

As ondeletas discretas sdo utilizadas para a decompo-
sicdo e filtragem de qualquer série-temporal. A sua aplica-
bilidade neste aspecto advém do fato de que estas ondeletas
nio provocam retundancias de coeficientes entre escalas
(frequéncias) [6]. A ondeleta discreta mais comum € a
ondeleta de Haar [7]. A Fig. 2 mostra a ondeleta de Haar,
onde nota-se que ela € uma fungdo escada. Como exemplo
da aplicabilidade desta fun¢do, decompomos a série-tem-
poral do nimero de manchas solares em todas as escalas
(frequéncias) disponiveis. Por ser discreta, esta categoria de
ondeletas trabalham com sinais temporais que tenham
comprimentos da ordem de poténcia de dois mais proxima,
ou seja, 2" = s, onde s € o comprimento total da série, e n é o
numero de frequéncias possiveis para a decomposicao.

A Fig 3. mostra a série-temporal decomposta nas
cinco primeiras frequéncias do sinal original, enquanto que
a Fig. 4 mostra o sinal de baixa frequéncia do sinal original.
Note na Fig. 4 que a decomposic¢do nas ultimas seis fre-
quéncias correspondem aos baixos periodos de oscilagdo
do sinal original. Também, devido a forma da ondeleta de
Haar, percebe-se que estas oscilacdes de baixos periodos
tornaram-se retangulares. Este procedimento de decom-
posicao em vdrias escalas disponiveis através da Transfor-
mada em Ondeletas Discretas, permite estudar caracteris-
ticas particulares de cada frequéncia, ou seja, estudar
fendmenos que ocorrem somente em determinadas escalas
(frequéncias). Além disso, permite realizar filtragens pas-
sa-baixo, passa-alto ou passa-banda.
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Figura 2 - Funcéo ondeleta de Haar.
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Figura 3 - Decomposi¢@o do sinal original (topo) nas cinco primeiras
frequéncias, utilizando a ondeleta de Haar. O eixo horizontal refere-se ao
tempo em anos, e o eixo vertical representa a amplitude do sinal em cada

frequéncia.
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Figura 4 - Decomposic¢ao do sinal original (topo), e a soma das seis
dltimas frequéncias (abaixo), utilizando a ondeleta de Haar. O eixo hori-
zontal refere-se ao tempo em anos, e o eixo vertical representa a amplitude
do sinal.

As ondeletas continuas sdo comumentes utilizadas
para visualizar, em um diagrama tridimensional, a relacdo
existente entre as componentes de diferentes frequéncias
em funcgdo da escala temporal do sinal estudado, onde estas
relagdes sdo comumentes categorizadas como nao-lineares.
Fisicamente, em um sistema natural qualquer, € importante
tentar buscar relagdes entre os diversos fendomenos fisicos
atuantes no sistema natural. Por isso, as ondeletas continuas
propicia um meio matematico adequado para esta busca
através do diagrama. Nesta visualizacdo grafica de uma
série-temporal, o eixo y é dedicado a escala de frequéncias,
o eixo x é dedicado a escala de tempo, e por fim, um terceiro
eixo dedicado a intensidade de energia (comumente repre-
sentado por cores em um diagrama). As ondeletas conti-
nuas mais comuns sio: a Morlet e a Chapéu Mexicano,
dentre outras [7]. A Fig. 5 monstra ambas fun¢des ondele-
tas contruidas a partir de rotinas disponiveis em Matlab.

Com base na Eq. 16, aplicamos a série temporal das
manchas solares em () e a fungdo ondeleta escolhida foi a
Morlet. Ainda ndo ha na literatura um consenso de qual a
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Figura 5 - Funcdes ondeleta de Morlet e Chapéu Mexicano.

melhor funcdo ondeleta a ser utilizada. O que comumente
se aceita é que a fung@o ondeleta a ser utilizada possua um
formato caracteristico proximo das caracteristicas encon-
tradas na série-temporal. A fun¢do ondeleta de Morlet é
bastante util para analisar as vdrias frequéncias perten-
centes ao sistema e mostrar uma relagdo entre tempo e
frequéncia. A Fig. 6b mostra um grafico onde no eixo verti-
cal é mostrado os periodos em anos encontrados na série

a) Numero de manchas solares
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temporal, no eixo horizontal é mostrado o comprimento
temporal em anos da série, e os tons de cinza do grafico
representa o médulo da amplitude do sinal em cada escala
de frequéncia, ou seja, representa a energia associada a
cada frequéncia existente no sistema. Note neste grafico o
periodo dominante de aproximadamente 11 anos, mostran-
do o ano de 1958 como o ano em que estiveram mais
atuantes as manchas solares. E possivel perceber também

or ! T ! ,
B g e e e H
= : :
S : :
= :
< 5
=)
O 2 OFFEPRERESY | IR WEPL (SRS GERT R S e S TERTs PR | NIEPTERRT ST RIS EERE IR SIEpu ) B Sp ety | T MRl | DRSSy RSN RRSE
o
=]
o)
g 0F 3 H
4 : !
1750 1800 1850 1900 1950 2000

Periodo (ano)

0 1 2

Energia x 10°

Figura 6 - (a) Valores do niimero de Manchas Solares por ano, desde 1749 até 2002. (b) Diagrama tempo-frequéncia da série temporal de manchas

solares. (c) Variancia (energia) associada a cada periodo de anos.
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periodos menores que 11 anos, particularmente um periodo
ocorrendo entre 4 a 8 anos.

Com base nestes resultados, foi realizado o calculo da
variancia (energia) em cada um destes periodos de anos. O
objetivo disso € saber quais os periodos com maior energia.
Para realizar esta tarefa, utilizou-se um procedimento no
qual consiste em somar toda a energia associada a cada
periodo ou escala a, de acordo com a Eq. 17. Este procedi-
mento, conhecido na literatura cientifica pelo termo em
inglés de Global Wavelet Spectra (Espectro de Ondeleta
Global), é uma forma similar do espectro de energia obtido
via Transformada Répida de Fourier, conhecida pela sigla
FFT. NaFig. 6¢, o eixo das ordenadas (vertical) refere-se ao
periodo em anos, o mesmo da Fig. 6b, e o eixo da abscissa
representa a variancia (energia) associada com cada perio-
do em anos. Percebe-se nitidamente que o pico de maxima
variancia estd associada justamente com o periodo de 11
anos, aproximadamente. Além disso, apds esse maximo de
variancia ocorre uma forte queda e aumenta posterior-
mente, em dire¢do a periodos cada vez maiores, acima de
16 anos, e uma pequena variancia ocorrendo até o periodo
de 4 anos. No entanto, ndo pode-se inferir sobre periodos
superiores a 16 anos através desta andlise de ondeleta pois,
o nivel de significincia dos resultados fica comprometido,
jd que ainda ndo possui uma série-temporal suficiente-
mente longa.

M(a) = j W(a,n)| dr. (17)

Muitos autores t€m realizado estudos sobre as perio-
dicidades nestes dados de manchas solares. Alguns pesqui-
sadores em estudos iniciais [8, 9], usaram métodos de
periodogramas e harmonicos, outros [10] usaram a andlise
espectral de Blackman e Tukey [11] para estudar periodos
menores do que 11 anos e determinaram periodicidades de
5.5 e 3.5 anos, mas o nivel de significancia foi inferior a 95
por cento.

Os resultados obtidos aqui, via andlise em ondeletas,
demonstram consisté€ncia com os resultados encontrados na
literatura, tornando-se assim uma ferramenta de andlise
robusta de séries-temporais por causa da sua grande aplica-
bilidade em sinais ndo-estacionarios. Permitindo com isso,
realizar novas abordagens que até entdo ndo eram possiveis
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de serem realizadas com outras ferramentas de andlises.
Além disso, ja se encontra disponivel na internet pacotes de
ondeletas para vdrios tipos de linguagens como o Fortran,
Matlab, IDL, dentre outros.

2. Conclusoes

O uso da Transformada em Ondeletas aplicada em um
sinal geofisico, nimero de manchas solares, demonstrou
ser uma ferramenta matemadtica e robusta para andlise de
sinais com caracteristicas ndo-estaciondrias. Os resultados
obtidos aqui demonstraram consisténcia com trabalhos de
varios pesquisadores que utilizaram outras ferramentas ma-
tematicas de andlise. Além disso, a sua aplicabilidade hoje
em dia tornou-se acessivel devido ao grande nimero de
subrotinas disponiveis em varios softwares, tais como For-
tran, Matlab e IDL. Existem muitas pdginas na internet
dedicadas ao assunto das Ondeletas nas mais diversas apli-
cacdes. Porém, ha duas paginas que considero muito im-
portantes, sdo elas: http://paos.colorado.edu/research/
wavelets/ e http://www-stat.stanford.edu/~wavelab/. Por-
tanto, espera-se que este artigo possa ter motivado alunos
para a sua aplicacdo em sinais temporais obtidos de diver-
sos sistemas fisicos.
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