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Conservaç̃ao da Energia Meĉanica e Força de Atrito

(Sphere rolling down in a Rough Inclined Plane: Conservation of the Mechanical Energy and Frictional Force)

Wilton Pereira da Silvaa∗, Cleide M. D. P. S. e Silvab, Jürgen W. Preckerc

Diogo D. P. S. e Silva†, Ivomar Brito Soares† e Cleiton D. P. S. e Silva‡
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Este artigo prop̃oe um experimento visando demonstrar que a força de atrito estático é conservativa. O ex-
perimento consiste em uma esfera rolando em um plano inclinado, para o qual a inclinação pode ser variada.
Para cadâangulo estabelecido a energia mecânica no ińıcio e no fim da pista foi determinada. A análise dos
resultados mostrou que a conservação da energia mecânica ocorre até umângulo limite, a partir do qual há es-
corregamento. A determinação destêangulo por inspeç̃ao gŕafica possibilitou o ćalculo do coeficiente de atrito
est́atico entre a pista e a esfera em movimento.

This paper proposes an experiment seeking to demonstrate that for the static frictional force there is conservation
of energy. The experiment consists of a sphere rolling down in a rough inclined plane, for which the slope can
be varied. For each given angle the mechanical energy in the beginning and at the end of the movement was
determined. The analysis of the results showed that the conservation of the mechanical energy occurs up to a
maximum angle, starting from the one which the sphere begins to slide. The determination of this angle by
graphic inspection allowed the calculation of the coefficient of static friction between the bodies.

1 Introduç ão

A viv ência em sala de aula possibilita constatar que uma
parcela considerável de alunos fazem uma certa confusão ao
relacionar os t́opicos “Conservaç̃ao de Energia” e “Força de
Atrito”. Tais alunos acreditam que a força de atrito, tanto
cinético quanto estático, indistintamente, seja uma força
não-conservativa. Uma interessante discussão sobre o as-
sunto “Força de Atrito”́e apresentada em [1] e em [2]. Por
mais que livros did́aticos [3] e artigos em revistas especial-
izadas (ver [4-6], por exemplo) abordem o assunto “Força
de Atrito”, de uma forma geral, a confusão sobre os tópicos
mencionados permanece presente na visão de muitos alunos.
Uma pesquisa bibliográfica minuciosa mostra que o assunto,
embora seja estudado há tempos,́e bastante atual (ver, por
exemplo, [7-12]). Apesar da ampla e recente bibliografia
dispońıvel sobre atrito, um problema permanece pouco ex-
plorado: a confus̃ao, por parte de alguns alunos, a respeito
dos temas “força de atrito” e “conservação de energia”.

Para tentar minimizar o problema, pelo menos em sua
área de atuação, os dois primeiros autores deste artigo de-
senvolveram um experimento simples. Tal experimento con-
siste em uma esfera abandonada a partir do repouso, sobre

um plano inclinado, rolando pista abaixo. O propósito do
experimento se adequaà idéia de “ver para crer”: a energia
meĉanica da esfera deve ser determinada no inı́cio e no fim
da pista, para v́arias inclinaç̃oes diferentes. Então, atrav́es
da ańalise dos dados obtidos, pode-se tirar uma conclusão
sobre a relaç̃ao entre a energia mecânica inicial e final da
esfera. Tal conclus̃ao possibilita obter uma resposta ime-
diata sobre o questionamento com relação à força de atrito
est́atico eà conservaç̃ao de energia mecânica.

2 Montagem Experimental e Medi-
das Realizadas

Para realizar o experimento usou-se o KEM [13], queé um
“Kit para Experîencias de Meĉanica” dispońıvel em v́arias
escolas de ńıvel médio e em algumas universidades. O KEM
foi fixado nas bordas de uma bancada, conforme mostram as
Figs. 1 e 2.

No experimento foi usada uma esfera de aço (massam
= 0.04490 kg e raioR = 0,01110 m) sobre a pista do KEM,
de comprimentox = 0,400 m. Ôanguloθ entre a direç̃ao do
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Figura 1. Perfil da montagem experimental: KEM sobre a
bancada.

movimento e a horizontal estabelecido com auxı́lio de um
transferidor acoplado ao plano que contém a pista e de um
prumo. Para “zerar” o transferidor, houve uma compensação
para a resistência ao rolamento [14]: a inclinação zero da
pista foi tal que o movimento da esfera, ao sofrer um pe-
queno impulso, pudesse ser considerado uniforme (se a
pista fosse muito longa, a esfera continuaria em movimento
retilı́neo e uniforme em todo o trajeto). Estabelecido este
“ ângulo zero”, a pista foi inclinada de 4,0 em 4,00, a partir
de 14,00, at́e 54,00. Uma observaç̃ao: paraângulos muito
pequenos, haveria a possibilidade da componente do peso
na direç̃ao da pista (pequena, nesses casos) ser “parcial-
mente mascarada” pela resistência ao rolamento, muito em-
bora, conforme mencionado, cuidados tivessem sido toma-
dos para compensar tais forças de resistência. Por isso, o
ângulo inicial foi feito igual a 140. Para cadâangulo a es-
fera foi abandonada em repouso, no ponto superior da pista,
e descia plano abaixo. Então, ao sair da pista a uma alturaH
(ver Figs. 1 e 2), a esfera descrevia uma trajetória parab́olica
e colidia com o ch̃ao, onde havia uma folha de papel ofı́cio,

Figura 2. Corpo b́asico do KEM fixado nas bordas da bancada por
um grampo. Ôangulo que indica a inclinação do sistemáe medido
atrav́es do transferidor preso ao plano que contém a pista por onde
rola a esfera.

sobre a qual foi colocado uma folha de papel carbono. As-
sim, o alcanceL da esfera em movimento parabólico po-
dia ser medido, pois a projeção da sáıda da pista no ch̃ao
tamb́em tinha sido marcada sobre o papel ofı́cio, com o
aux́ılio de um prumo, para cadâangulo estabelecido.

Os procedimentos anteriormente descritos possibili-
taram realizar as medidas deH eL para cadaθ, o que gerou
a Tab. 1. Com isso, pode-se calcular o que, a priori, se pre-
tendia: a energia mecânica da esfera no inı́cio e no fim da
pista.

θ( ˚ ) 14,0 18,0 22,0 26,0 30,0 34,0 38,0 42,0 46,0 50,0 54,0
H (m) 0,905 0,897 0,889 0,883 0,877 0,870 0,865 0,858 0,852 0,848 0,843
L (m) 0,460 0,485 0,502 0,513 0,510 0,505 0,494 0,464 0,438 0,401 0,370

Tabela 1. Lançamento de projétil: alturaH de lançamento e alcanceL para cadâangulo estabelecido.

3 Determinaç̃ao da Energia Meĉani-
ca da Esfera

Como a esfera foi sempre abandonada em repouso, no inı́cio
da pista, a sua energia mecânica inicialé a pŕopria energia
potencial gravitacionalEp. Para determinarEp, atribuiu-se
o ńıvel de energia potencial zero ao ponto central da esfera
quando ela passava pelo ponto mais baixo da pista. Dessa
forma, a determinaç̃ao da energia potencial inicial para cada
ânguloθ requer o ćalculo da alturah do ponto central da
esfera, quando eláe colocada, em repouso, no ponto mais

alto:

h = xsenθ, (1)

ondex é o comprimento da pista.
Já a energia mecânica no fim da pistáe a pŕopria ener-

gia cińetica do corpo neste ponto. Para calcular essa ener-
gia cińetica da esferáe necesśario conhecer a velocidade de
seu centro de massa na saı́da da pista. Isto pode ser feito
facilmente, lembrando que a parte final do movimentoé um
lançamento de projétil para o qual se pode desprezar a re-
sist̂encia do ar. Tal movimentóe a composiç̃ao de um Movi-
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mento Retiĺıneo Uniforme na direç̃ao horizontal com um
Movimento Retiĺıneo Uniformemente Variado na vertical,
e isso resulta em [15]

VCM =
L

cos θ

√
g

2(H − L.tgθ)
, (2)

em que pode-se considerarg = 9,81 m/s2. Com os dados
da Tab. 1 e as Eq. (1) e (2) obtêm-se os resultados parciais
indicados na Tab. 2.

θ( ˚ ) 14,0 18,0 22,0 26,0 30,0 34,0 38,0 42,0 46,0 50,0 54,0
VCM (m/s) 1,18 1,31 1,45 1,59 1,71 1,85 2,01 2,08 2,21 2,27 2,41
h (m) 0,0968 0,124 0,150 0,175 0,200 0,224 0,246 0,268 0,288 0,306 0,324

Tabela 2. VelocidadeVCM do centro de massa na saı́da da pista e alturah do centro de massa da esfera no inı́cio da pista (com
relaç̃ao ao ńıvel zero de energia potencial) para cadaângulo fixado.

Com os dados da Tab. 2 já se pode calcular a energia
meĉanica inicial da esfera, através da conhecida expressão

Emi = mgh. (3)

Por outro lado, a energia mecânica no final da pista
reduz-sèa energia cińetica da esfera, quée dada por

Emf = (1/2)mV 2
CM + (1/2)ICMω2, (4)

ondeω é a velocidade angular devidoà rotaç̃ao eICM (igual
a (2/5)mR2, sendoR o raio)é o momento de ińercia da es-
fera em relaç̃ao ao eixo de giro. Supondo que a esfera role
sem deslizar, tem-se a relaçãoVCM = ωR e, ent̃ao,

Emf = (7/10)mV 2
CM . (5)

Com os dados da Tab. 2 e as Eq (3) e (5) pode-se montar
a Tab. 3, que d́a a energia mecânica inicial e final para os
ângulos estabelecidos.

θ( ˚ ) 14,0 18,0 22,0 26,0 30,0 34,0 38,0 42,0 46,0 50,0 54,0
Emi (J) 0,0426 0,0546 0,0661 0,0771 0,0881 0,0987 0,108 0,118 0,127 0,135 0,143
Emf (J) 0,0438 0,0539 0,0661 0,0795 0,0919 0,108 0,127 0,136 0,154 0,162 0,183

Tabela 3. Energia mecânica inicial e final para cadâangulo fixado.

Para interpretar os resultados finais, dados na Tab. 3,
os pontos (Emi; Emf ) foram plotados atrav́es do software
LABFit [16]. O gráfico obtido foi reduzido com o uso do
software IrfanView [17]. O resultadóe mostrado na Fig. 3.

Figura 3. Pontos relativos̀a Tab. 3: energia mecânica final versus
energia meĉanica inicial.

Aqui cabe um comentário: o proṕosito inicial do exper-
imento foi o de “mostrar” que a energia mecânicaé conser-
vada durante o rolamento da esfera sobre a pista. Entretanto,

uma inspeç̃ao visual da Fig. 3 mostra que os pontos não se
adequam a uma reta que passa pela origem, com coeficiente
angular pŕoximo do valor 1, condiç̃oes necessárias para que
se tenha a retaEmf = Emi, que indicaria a conservação de
energia. Essa constatação requer uma análise mais aprofun-
dada da causa do possı́vel insucesso do experimento, e isso
seŕa feito a seguir.

4 Análise dos Dados Obtidos

Rápidas ańalises indicam o porqûe do aparente fracasso com
relaç̃ao ao objetivo inicial: o experimento se prolongou além
dos “̂angulos adequados”, para os quais haveria conservação
de energia. Mas se essa explicação for correta, h́a que se
identificar uma regĩao de pontos em que a suposição ini-
cial Emf = Emi seja verdadeira. Para tanto, sobre os pon-
tos da Fig. 3 foi traçada uma reta impondo-se a condição
Emf = Emi. O gŕafico obtidoé mostrado na Fig. 4.

A análise da Fig. 4 mostra claramente que os pontos
de 1 a 4 se “encaixam” na reta imposta. O quinto ponto
est́a um pouco fora dessa reta, mas isso poderia ser devido
a erros estatı́sticos e ñao sisteḿaticos. Para avaliar essa pos-
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sibilidade, uma retaEmf = a1Emi + a2 foi ajustada aos 5
primeiros pontos experimentais, o que gerou a Fig. 5. Essa
figura mostra a funç̃ao ajustada (linha central), a faixa com
95,4% de confiança para a função ajustada (linhas externas
cont́ınuas) e a faixa de predição dos pontos experimentais
(linhas tracejadas), também com 95,4% de confiança. De-
talhes sobre a definição dessas faixas podem ser obtidos, por
exemplo, em [18] e em [19].

Figura 4. Pontos experimentais e a reta imposta:Emf = Emi.

Figura 5. Ajuste com extrapolação at́e Emi = 0. A linha central
é a funç̃ao ajustada. As duas linhas externas contı́nuas definem a
faixa de confiança da função ajustada (com 95,4% de confiança).
As duas linhas tracejadas definem a faixa de predição dos pontos
experimentais (com 95,4% de confiança).

Uma extrapolaç̃ao da funç̃ao ajustada paraEmi = 0
aponta paraEmf = (−0, 003 ± 0, 009) J, com 95,4%
de confiança, o que não possibilita descartar o valor zero
paraEmf . Isto significa que o quinto pontóe aceit́avel na
definiç̃ao de uma reta passando pela origem. Análises simi-
lares supondo a inclusão de outros pontos já apontariam para
a presença de erros sistemáticos importantes. Fazendo, por
exemplo, o ajuste de uma reta aos 7 primeiros pontos ex-
perimentais obt́em–se, paraEmi = 0: Emf = (−0, 014 ±
0, 016) J, com 95,4% de confiança. Este resultado (o in-
tervalo cont́em o zero, mas nas vizinhanças do limite su-
perior) praticamente possibilita descartar o sétimo ponto
ao se definir uma reta passando pela origem. Simulações
semelhantes, explorando todas as possibilidades, indicam

que apenas os 5 primeiros pontos se adequam, com razoável
segurança, a uma reta passando pela origem. Então,
ajustando-se a funçãoEmf = a1Emi aos 5 primeiros pon-
tos, obt́em-sea1 = 1,023 (com desvio deσa1 = 0,010), o que
resulta no gŕafico mostrado na Fig. 6.

Figura 6. Ajuste da reta passando pela origem aos 5 primeiros pon-
tos experimentais: Emf = 1,023Emi.

Assim, a afirmaç̃ao de que para os 5 primeiros pontos
a relaç̃ao Emf = Emi seja verdadeira contém um erro de
2,3%. Por outro lado, traçando a retaEmf = 1, 023Emi em
um gŕafico com todos os pontos experimentais, obtém-se o
resultado mostrado na Fig. 7.

Figura 7. Todos os pontos experimentais e a retaEmf =
1, 023Emi: para a regĩao formada pelos 5 primeiros pontos há a
conservaç̃ao de energia.

Para os pontos fora desta primeira região formada pe-
los 5 primeiros pontos, pode-se descartar a conservação de
energia e isso significa que a esfera já desliza sobre a pista.

Uma observaç̃ao pouco atenta da Fig. 7 poderia levar
à suposiç̃ao de que, a partir do sexto ponto, “a energia
meĉanica final esteja aumentando mais que a inicial”, com o
aumento dôangulo. Na verdade, a suposição correta deveria
ser a de que a esfera já esteja deslizando. Logo, a relação
VCM = ωR já ñao é mais verdadeira e, portanto, a ener-
gia meĉanica no fim da pista ñao poderia mais ser calculada
pela Eq. (5). Isso se deve ao fato de que, como há desliza-
mento, a velocidade de translaçãoé maior do que seria sem
deslizamento, causando uma superestimação da energia de
rotaç̃ao.
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5 Determinaç̃ao do Coeficiente de
Atrito Est ático entre a Esfera e a
Pista

Muito embora ñao fizesse parte dos objetivos originais do
experimento, pode-se fazer uma boa estimativa do valor do
coeficiente de atrito estático entre as superfı́cies envolvidas,
por inspeç̃ao gŕafica. Issoé posśıvel devido ao “acidente”
experimental: a inclinaç̃ao da pista aumentou tanto, que a
esfera começou a deslizar. Nesse caso, a energia mecânica
já ñao era conservada durante o movimento. Mas para que
seja determinado o coeficiente de atrito estático, h́a que se
estudar um pouco mais. Uma revisão semelhantèa que aqui
seŕa desenvolvida para uma esferaé apresentada, por exem-
plo, em [20], para um cilindro.

5.1 Aplicação das Leis de Newton a uma Es-
fera que Rola sem Deslizar

A Fig. 8 (a) mostra um diagrama esquemático de uma es-
fera de massam e raioR rolando pista abaixo. Já a Fig. 8 (b)
destaca o diagrama de corpo livre para essa esfera.

Figura 8. (a) Esfera rolando num plano inclinado. (b) Diagrama de
corpo livre para a esfera: força peso (mg), normal (N) e força de
atrito (fa).

A express̃ao da aceleração lineara do centro de massa
é obtida aplicando a segunda lei de Newtonà translaç̃ao da
esfera:

a = gsenθ − fa

m
, (6)

em queg é a aceleraç̃ao da gravidade efa é a força de
atrito est́atico sobre o corpo. Aplicando-se a segunda lei
de Newtonà rotaç̃ao da esfera, com a soma dos momentos
em relaç̃ao a um eixo passando pelo seu centro de massa O,
tem-se:

fa. R = ICMα, (7)

em queα é a aceleraç̃ao angular da esfera, dada porα =
a/R. Combinando as Eq. (6) e (7), obtém-se:

fa =
gsenθ

R2

ICM
+ 1

m

. (8)

Por outro lado, a condição de ñao escorregamento, e por-
tanto de conservação da energia mecânica,é dada por

fa ≤ µeN. (9)

Lembrando queN = mg cos θ e substituindo a Eq. (8)
na Eq. (9), obt́em-se

tgθ ≤
(

mR2

ICM
+ 1

)
µe. (10)

Muito embora o experimento envolva uma esfera, a Eq.
(10) estabelece a condição para que um corpo role sem
deslizar em um plano com inclinaçãoθ, de uma forma geral.
Ent̃ao, a Eq. (10) d́a a condiç̃ao de “conservaç̃ao de energia
meĉanica”. Para o caso especı́fico da esfera, pode-se ree-
screver a Eq. (10) na situação limite, queé a da igualdade,
isolando o coeficiente de atrito estático:

µe =
2
7
tgθ . (11)

5.2 Estimativa de um Coeficiente de Atrito
Estático “Efetivo”

Fazendo uma nova inspeção na Fig. 7, tendo em conta a
Eq. (11), pode-se afirmar, com razoável segurança, mesmo
levando em consideração as flutuaç̃oes estatı́sticas, que o
ângulo para o qual começou o escorregamento da esfera está
dentro do intervalo

θ = (32, 0± 2, 0)0, (12)

referente ao trecho compreendido entre os pontos 5 (θ =
30,00) e 6 (θ = 34,00), com centro emθ = 32,00.

Substituindo o valor dado em (12) na Eq. (11) encontra-
se, por propagação de erros (ver, por exemplo, [19] (Cap. 4)
e [21]) o seguinte resultado:

µe = (0, 179± 0, 014). (13)

6 Discuss̃oes e Conclus̃oes

Um dos resultados esperados para o experimento seria a
constataç̃ao, por parte de alunos, de que a força de atrito
est́atico é uma força conservativa, diferentemente da força
de atrito cińetico. Esta constatação se daria pelo ajuste
dos pontos experimentais a uma reta passando pela origem,
com um valor obtido para o coeficiente angular próximo
de 1. Para os 5 primeiros pontos experimentais este ob-
jetivo foi alcançado, com erro de 2,3%, o queé bastante
razóavel. Surgiu, entretanto, um elemento não esperado,
que seria a possibilidade da determinação do coeficiente de
atrito est́atico, mesmo com a esfera em movimento, e por-
tanto com o sistema sujeito a perturbações produzidas pelo
movimento que levem a variações no valor da componente
normal da força de contato entre a esfera e a pista, ao longo
do percurso.

Naturalmente, a determinação do coeficiente de atrito
est́atico apresentada neste artigo embute o fato de que o
ângulo de escorregamento não foi determinado, mas sim es-
timado por inspeç̃ao gŕafica, e isso pode causar um certo
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desconforto. Em contrapartida, esta determinação se deu
na condiç̃ao real de movimento da esfera. Devidoàs
imperfeiç̃oes da pista (ondulações) e da esfera (excentrici-
dade e “ovalizaç̃ao”), o pŕoprio movimentóe perturbado, e
isso provoca o efeito de iniciar o escorregamento emângulos
bem menores que aqueles para um sistema ideal. Como
se sabe, a perturbação de um sistema “mascara” a força de
atrito e este fato, inclusive,é um recurso bastante utilizado
para minimizar erros devido ao atrito em muitos experimen-
tos em que tais forças são indesej́aveis. Exemplos extremos
de minimizaç̃ao da força de atrito podem ser encontrados em
experimentos envolvendo um trilho de ar.

Para o sistema isolado, sem perturbação, no qual se
aplica uma força de arrasto na esfera em repouso sobre a
pista na horizontal, experimentos paralelos ao apresentado
aqui apontaram para o valor 0,3 para o coeficiente de atrito
est́atico entre o aço da esfera e a pista. Mas tal valor, no
experimento deste artigo, indicaria a situação de “ñao escor-
regamento”, istóe, de conservação de energia mecânica at́e
uma inclinaç̃ao da pista aproximadamente igual a 460. Ob-
viamente, conforme foi visto, o escorregamento aconteceu
muito antes, e essa “surpresa” foi um outro fato que motivou
este artigo.

Discuss̃oes sobre força de atrito estático associada a
perturbaç̃oes meĉanicas normalmente não fazem parte do
contéudo de livros-texto destinados a cursos básicos de
Fı́sica (ńıvel superior). Um experimento deste tipo - em que
há uma aparente divergência entre valores de uma mesma
grandeza, medidas em condições distintas - poderia ser clas-
sificado de forma simplista na categoria de “montagem com
equipamentos ruins”. Mas o foco adequado deve ser as
condiç̃oes em que tais medições ocorreram, e esteé um as-
pecto que merece ser ressaltado.

Muito embora a explicaç̃ao para a diminuiç̃ao da força
de atrito est́atico durante o rolamento possa ser dada pela
diminuição da componente normal da força de contato em
alguns trechos, devidòas ondulaç̃oes da pista e ainda de-
vido às posśıveis excentricidade e “ovalização” da esfera,
os autores gostariam de assumir o risco de propor um outro
modelo. Neste modelo, a força normal média continuaria
sendo dada pormgcosθ, em todo o movimento na pista e o
resultado obtido em (13) seria o coeficiente de atrito estático
“efetivo” entre as superfı́cies envolvidas. Diferentemente do
coeficiente de atrito estático medido para o sistema isolado,
este coeficiente de atrito estático “efetivo” caracterizaria ñao
só o par de superfı́cies, em si, mas também as ondulaç̃oes da
pista, bem como a possı́vel excentricidade da esfera, ele-
mentos que, no movimento, produzem a perturbação. Esta
é uma maneira diferente de se abordar o problema, da qual
se pode tirar muito proveito pedagógico, ñao śo por envolver
uma aparente discordância entre dois resultados obtidos para
uma mesma grandeza, mas também por se tratar de um prob-
lema envolvendo uma situação real que normalmente não
est́a presente em livros-texto de Fı́sica b́asica.
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rolam sem deslizar.

[4] Mallinckrodt, A. J.,Phys. Teach.37, 463 (1999).

[5] Sherfinski, J.,Phys. Teach.39, 150 (2001).

[6] Takahashi, L.,Phys. Teach.40, 374 (2002).

[7] Brito, V. P. e Gomes, M. A. F.,Rev. Bras. Ens. F́ıs.18(1), 20
(1996).

[8] van den Berg, W. H.,Phys. Teach.38, 506 (2000).

[9] Johnson, G. O.,Phys. Teach.39, 154 (2001).

[10] Reichert, J. F.,Phys. Teach.39, 29 (2001).

[11] Mungan, C., E.,Phys. Teach.39, 481 (2001).

[12] Mossmann,V. L. F., Catelli, K. B. M. F., Libardi, H. e Damo,
I. S.,Rev. Bras. Ens. F́ıs.24(2), 146 (2002).
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[15] Silva, Wilton P. e Silva, Cleide M. D. P. S.,Meĉanica Exper-
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