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Alguns modelos cosmol�ogicos s~ao apresentados informalmente, especialmente os de Friedmann e
Einstein-de Sitter, utilizados no contexto do chamado `Big Bang', e os de Friedmann-Lemâitre que
completam os primeiros por incluir a acelera�c~ao da expans~ao do universo, descoberta alguns anos
atr�as.

I O universo observ�avel

A Fig. 1 �e um esquema da parte do universo que
podemos observar da Terra. Os c��rculos represen-
tam camadas esf�ericas, com um n�umero indicando
sua distância em anos-luz. Ela j�a pressup~oe inter-
preta�c~oes te�oricas, ou ao menos algum processamento
mental, pois nossos sentidos n~ao percebem diretamente
distâncias astronômicas. Nossa vis~ao direta do c�eu n~ao
indica profundidade na dire�c~ao da observa�c~ao: o Sol,
a Lua, as estrelas � e � do Cruzeiro do Sul (distantes
respectivamente 260 e 490 anos-luz) aparentam estar
todos �a mesma distância de n�os.

Terra

5 billion

10 billion

15 billion

Figura 1. Esquema da parte do universo que podemos ob-
servar. Cada c��rculo representa uma camada esf�erica, com
a distância indicada em anos-luz.

Consideremos o c��rculo marcado 5 bilh~oes (1 bilh~ao
= 1000 milh~oes) na �gura. Os objetos, como gal�axias
e quasares, situados nessa camada, s~ao observados por
n�os na forma que tinham 5 bilh~oes de anos atr�as. Ou

seja, cada c��rculo representa uma regi~ao do cosmo em
uma certa �epoca. (Mas na escala de hoje, que leva em
conta a expans~ao do espa�co.) N~ao podemos ver como
era em qualquer �epoca uma dada regi~ao. O c��rculo ex-
terno �e a parte mais distante, a cerca de 15 bilh~oes de
anos-luz, e portanto mais antiga, que pode ser obser-
vada atrav�es de radia�c~ao eletromagn�etica.

Os n�umeros da Fig. 1 s~ao aproximados, mas todos
se baseiam na teoria da expans~ao do universo, conhe-
cida como `Big Bang' (BB), ou, tecnicamente, como
teoria padr~ao do universo. Outras observa�c~oes que s~ao
explicadas pela teoria do BB s~ao as densidades rela-
tivas dos elementos leves, hidrogênio, h�elio e l��tio, no
universo, e a chamada radia�c~ao c�osmica de fundo, que
se origina na esfera m�axima da Fig. 1.

Acontece que o BB tem muitas variantes. A id�eia
b�asica do cosmo como algo semelhante ao resultado de
uma grande explos~ao continua sendo a mais aceita pe-
los especialistas, mas quanto aos detalhes h�a muitas
possibilidades e incertezas.

Antes de abordar esses modelos, uma observa�c~ao:
n~ao confundir a cosmologia relativ��stica com a teoria
da relatividade geral criada por A. Einstein em 1915.
Esta �ultima �e uma teoria da for�ca gravitacional, en-
quanto a cosmologia einsteiniana baseia-se na relativi-
dade geral combinada com outras hip�oteses, como a ho-
mogeneidade e a isotropia da distribui�c~ao de mat�eria
em grandes escalas e a equa�c~ao de estado dessa mat�eria.
Estas hip�oteses adicionais podem ser mais ou menos
verdadeiras, da�� a variedade de modelos todos basea-
dos na relatividade geral.



248 Helio V. Fagundes

II Os modelos de Friedmann e de

Einstein-de Sitter

A. Friedmann, usando as hip�oteses de homogeneidade
e isotropia da mat�eria, construiu dois modelos em que
a geometria do espa�co c�osmico (tecnicamente, a ge-
ometria das se�c~oes espaciais 3-dimensionais do espa�co-
tempo 4-dimensional) tem curvatura positiva (fechado,
1922) ou negativa (aberto, 1924). A curvatura �e
uma quantidade geom�etrica que vem da teoria das su-
perf��cies curvas. Destas, a mais simples �e a esfera, que
tem curvatura igual ao inverso do raio ao quadrado.
Veremos, a seguir, uma caracteriza�c~ao dessas geome-
trias em termos de triângulos retil��neos.

A B

C

Geometria hiperbolica:

A + B + C < 180 graus

A

B

C

Geometria esferica:
A + B + C > 180 graus

A B

C

Geometria euclidiana:

A + B + C = 180 graus

Figura 2. Triângulo \retil��neo" nas três geometrias de cur-
vatura constante.

No s�eculo XIX haviam sido descobertas as chamadas
geometria hiperb�olica e geometria esf�erica, diferentes
da geometria euclidiana comum. Um teorema bem
conhecido da geometria euclidiana, que tem curvatura
nula, diz que a soma dos ângulos internos de um
triângulo retil��neo �e igual a 180 graus. Na geometria
esf�erica essa soma �e maior que 180 graus, e na geome-
tria hiperb�olica ela �e menor que 180 graus. A Fig. 2

representa o triângulo euclidiano corretamente, dentro
das limita�c~oes do desenho. Para os triângulos esf�erico
e hiperb�olico as ilustra�c~oes s~ao distorcidas, por causa
da curvatura: os lados representados por curvas s~ao
geod�esicas - que s~ao as \retas" nessas geometrias, por
exemplo o equador e os meridianos num globo terrestre.

II.1. Modelo de Friedmann esf�erico ou
fechado

Nesta vers~ao a densidade m�edia de mat�eria �e maior
que uma certa densidade cr��tica da teoria, que corres-
ponde a cerca de cinco vezes a massa de um �atomo
de hidrogênio por metro c�ubico. Usa-se a letra grega

 (ômega) para a densidade de mat�eria em unidades
da densidade cr��tica. Portanto, 
 �e um n�umero maior
do que um no modelo esf�erico. A se�c~ao espacial ou 3-
espa�co �e representado por uma hiperesfera: assim como
a esfera �e uma superf��cie �nita, de duas dimens~oes (lati-
tude e longitude), imersa no espa�co euclidiano comum,
a hiperesfera �e uma hipersuperf��cie �nita, de três di-
mens~oes (distância, latitude e longitude), imersa em
um espa�co euclidiano abstrato de quatro dimens~oes, que
n~ao �e intuitivo. Vamos nos limitar a considerar a esfera
comum, que seria um \plano" na hiperesfera.

A

E

B

C

D

Figura 3. Expans~ao e contra�c~ao no modelo de Friedmann
esf�erico: A!B!C!D!E. Em B, C, D os pequenos pontos
representam gal�axias.
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A Fig. 3 representa grosseiramente a evolu�c~ao deste
modelo, por meio de um bal~ao esf�erico cujo raio inicial-
mente (A) tem um diâmetro m��nimo (\quase nulo"),
expande-se at�e B e chega a um valor m�aximo em C,
para depois se contrair at�e D, e se extinguir em E, no-
vamente com raio m��nimo. Em B, C, D as manchas
sobre o bal~ao representam estruturas como gal�axias ou
seus aglomerados. As distâncias entre esses objetos �e
proporcional ao raio do bal~ao, isto �e, primeiro aumen-
tam e depois se contraem. Na �epoca atual, estar��amos
no est�agio B, portanto em estado de expans~ao.

II.2. Modelo de Friedmann hiperb�olico
ou aberto

Neste caso, densidade m�edia �e menor que a densi-
dade cr��tica, portanto 
 �e uma fra�c~ao da unidade. O
an�alogo da Fig. 3 �e a Fig. 4. A expans~ao continua sem-
pre, embora com velocidade cada vez menor, ou seja, a
expans~ao �e desacelerada ou freada. A se�c~ao espacial �e
o espa�co hiperb�olico in�nito. Aqui no IFT temos tra-
balhado com uma variante deste modelo, onde o espa�co
�e tamb�em hiperb�olico, por�em �nito.

A B

C

D

Figura 4. Expans~ao no modelo de Friedmann hiperb�olico:
A! B ! C ! D !...

II.3. Modelo de Einstein-de Sitter

Este modelo (1932) sup~oe que a densidade de
mat�eria �e exatamente a densidade cr��tica, portanto que

 = 1. Sua evolu�c~ao �e representada na Fig. 5. O
espa�co 3-dimensional (se�c~ao espacial) �e agora o espa�co
euclidiano in�nito.

Com rela�c~ao �as Figs. 3 a 5, costuma-se dizer que as
gal�axias permanecem �xas no espa�co, enquanto este se
dilata ou contrai; por isso as primeiras afastam-se ou
aproximam-se umas das outras.

O modelo de Einstein-de Sitter �e, �as vezes, chamado
modelo de Friedmann de curvatura nula. Ou seja, a ex-
press~ao modelos de Friedmann pode designar as três

teorias que acabamos de descrever. �E um mist�erio para
mim por que o pr�oprio Friedmann n~ao tratou do caso
euclidiano, que �e o mais simples dos três.

A B

C
D

Figura 5. Expans~ao no modelo de Einstein-de Sitter: A!
B ! C ! D !...

Na Fig. 6, vemos um gr�a�co da evolu�c~ao do fator de
escala ou de expans~ao nos três modelos de Friedmann.
Esse fator mede o grau de expans~ao ou contra�c~ao. Por
exemplo, se em certa �epoca o fator �e o duplo de seu valor
em outra �epoca, ent~ao a distância entre duas gal�axias
na primeira �e o duplo da distância entre elas na se-
gunda. Notem que as três linhas se curvam para baixo,
o que matematicamente signi�ca desacelera�c~ao. Esta
�e produzida pela atra�c~ao gravitacional das partes do
universo entre si.

Tempo

Fator

Figura 6. Fator de escala nos modelos de Einstein-de Sit-
ter (a curva do meio), de Friedmann esf�erico (em baixo) e
Friedmann hiperb�olico (no topo).

II.4. A lei de Hubble

O afastamento das gal�axias previsto por Friedmann
foi con�rmado pelas observa�c~oes, realizadas por V.
Slipher, do deslocamento para o vermelho (ou redshift)
da luz proveniente das gal�axias, e pelas distâncias de
gal�axias medidas por E. Hubble, ambos resultados pub-
licados na d�ecada de 1920. Em 1928, H. Robertson for-
mulou a lei que �cou conhecida como lei de Hubble: a
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velocidade de afastamento das gal�axias �e proporcional
�a sua distância. Essa lei exprime a chamada expans~ao
do universo, que os três modelos acima prevêem, mas
com diferen�cas nos valores num�ericos. Notar nas Figs.
de 3 a 5 que esse afastamento das gal�axias n~ao �e s�o com
rela�c~ao a n�os na Terra, mas de todas as gal�axias entre
si.

Em 1948, foi proposta por H. Bondi e T. Gold uma
teoria estacion�aria do cosmo, que tamb�em previa a ex-
pans~ao mas n~ao o BB. Ela foi praticamente abandonada
com a comprova�c~ao, em 1965, da previs~ao da radia�c~ao
de fundo, que �e explicada de modo natural nos modelos
BB. Tamb�em contribuiu para isso a con�rma�c~ao da pre-
vis~ao destes quanto �a abundância do elemento qu��mico
h�elio no universo.

Os três modelos acima, de Friedmann e Einstein-
de Sitter, todos prevêm uma expans~ao do universo que
est�a desacelerando. Ou seja, a velocidade da expans~ao
est�a sempre diminuindo. Isso se deve a que a �unica
for�ca atuante �e a atra�c~ao gravitacional, que freia a
grande grande velocidade inicial. At�e h�a poucos anos,
os te�oricos achavam que esta previs~ao estava correta,
e apenas se dividiam em duas preferências principais:
uma corrente, ligada aos astrof��sicos, acreditava numa
baixa densidade de mat�eria, algo como 30% da densi-
dade cr��tica, e que portanto o modelo apropriado era
o de Friedmann hiperb�olico; outra, principalmente dos
f��sicos trabalhando na teoria dos campos, preferia a de
Einstein-de Sitter.

Ent~ao, três anos atr�as, apareceu um novo resul-
tado, espetacular j�a que ningu�em o esperava. Da ob-
serva�c~ao de estrelas supernovas distantes, dois grupos
independentes, liderados por A. G. Riess e S. Perlmut-
ter, chegaram �a conclus~ao de que a expans~ao do uni-
verso n~ao est�a freando, ela est�a acelerando! (Na se�c~ao
4, adiante, teremos uma no�c~ao do princ��pio desta de-
scoberta.) Iniciou-se, ent~ao, a atual fase de fren�etica
pesquisa para adaptar o BB a esse novo fato.

Por que tanto alvoro�co diante deste novo fato? Para
o cientista n~ao se trata de uma observa�c~ao isolada, �e,
antes, mais uma pe�ca na investiga�c~ao das leis naturais.
E para todos n�os, habitantes do Universo, �e importante
conhecer os detalhes desta nossa casa!

III A constante cosmol�ogica e os

modelos de Lemâitre e de

Sitter

Em 1917, quando ainda n~ao se conhecia a expans~ao
do universo, Einstein construiu um modelo cosmol�ogico
est�atico. Para isso ele usou sua pr�opria teoria da
gravita�c~ao, \com uma pequena modi�ca�c~ao". Esta
modi�ca�c~ao foi acrescentar, na equa�c~ao do campo gra-
vitacional, a chamada constante cosmol�ogica, o que
equivale a acrescentar �a densidade de mat�eria uma

outra densidade de energia invis��vel, que pode ser
chamada energia escura, ou energia do v�acuo. Seu valor
foi ajustado de modo a funcionar como uma for�ca re-
pulsiva e assim contrabalan�car a atra�c~ao gravitacional
da mat�eria comum, permitindo modelar um cosmo sem
expans~ao nem contra�c~ao. Essa constante, designada
pela letra grega � (lambda), �cou famosa pela frase de
Einstein \a maior burrada de minha vida": sem a mo-
di�ca�c~ao ele poderia ter previsto a expans~ao c�osmica,
detectada onze anos depois. Por outro lado � tinha fun-
damento matem�atico s�olido; tanto assim que foi usada
em dois modelos, descritos abaixo, que por muito tempo
s�o tiveram interesse te�orico formal, mas que atualmente
fazem parte da pesquisa de fronteira.

O modelo de W. de Sitter (1917) n~ao cont�em
mat�eria, mas apenas uma constante cosmol�ogica. Seu
fator de expans~ao cresce exponencialmente (isto �e,
muito rapidamente), e o espa�co �e euclidiano. Na d�ecada
de 1980, apareceu o chamado cen�ario inacion�ario do
universo primordial, que sup~oe uma �epoca muito curta,
logo ap�os o nascimento do universo, em que este se ex-
pandiu de forma muit��ssimo r�apida, segundo o modelo
de Sitter, antes de come�car a fase de expans~ao `nor-
mal', que �e descrita pelos modelos de Friedmann e seus
sucessores. Na Fig. 7 vemos a evolu�c~ao do modelo de
de Sitter, com expans~ao sempre acelerada: no gr�a�co,
curvatura para cima.

Tempo

Fator

Figura 7. Expans~ao exponencial no modelo de de Sitter.

No modelo original de G. Lemâitre (1927), a cons-
tante cosmol�ogica tem um valor maior que no de Eins-
tein. Ele tem expans~ao, primeiramente desacelerada,
depois acelerada, com uma �epoca de \hesita�c~ao" no
meio, como diz Harrison em seu excelente livro semi-
popular. Generaliza-se o modelo original para quais-
quer valores de �, e resultam as mesmas variantes
geom�etricas dos modelos de Friedmann, que podem ser
chamadas modelos de Friedmann-Lemâitre (FL). Na
Fig. 8, temos um gr�a�co do fator de evolu�c~ao de algu-
mas das variantes de Friedmann-Lemâitre, todas com �
positivo e, no caso esf�erico, � maior que o valor usado
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por Einstein; o que signi�ca uma for�ca repulsiva su�-
ciente para vencer a atra�c~ao gravitacional, da�� a ace-
lera�c~ao �nal da expans~ao. Para � menor que o valor
de Einstein no caso esf�erico, e � negativo em qualquer
caso - atra�c~ao extra! - temos apenas desacelera�c~ao e o
colapso �nal, como no Friedmann esf�erico.

Tempo

Fator

Figura 8. Expans~ao em modelos de Friedmann-Lemâitre
com constante cosmol�ogica positiva, e, no caso esf�erico,
maior que no modelo est�atico de Einstein. De baixo para
cima, espa�cos esf�erico, euclidiano e hiperb�olico.

Com a descoberta da acelera�c~ao da expans~ao - que
ainda n~ao foi su�cientemente con�rmada - a constante
� voltou �a pesquisa de fronteira, como um dos poss��veis
recursos para encaixar essa acelera�c~ao no esquema do
BB.

IV Modelos incluindo a acelera-

�c~ao

Nos três modelos de Friedmann, a expans~ao �e sempre
freada, isto �e, n~ao prevêem acelera�c~ao. No de de Sit-
ter ela �e acelerada demais, s�o serve para descrever a
chamada fase inacion�aria do universo rec�em-nascido.

Por outro lado, o esquema inacion�ario mais popu-
lar �e aquele em que a ina�c~ao elimina qualquer cur-
vatura que o universo pudesse ter originalmente, de
modo que a �epoca p�os-inacion�aria tem curvatura
nula.

O modelo mais simples para acomodar tanto o
BB com curvatura nula como a acelera�c~ao �e o de
Friedmann-Lemâitre com espa�co euclidiano. �A medida
que o universo se expande, a densidade de mat�eria
diminui, pois a quantidade de mat�eria em uma certa
regi~ao se conserva enquanto o volume da regi~ao au-
menta. Temos, ent~ao, um gr�a�co da evolu�c~ao das den-
sidades, em unidades da densidade cr��tica atual, de
mat�eria e de energia escura como na Fig. 9. Nesta
�gura notamos que no in��cio predominava a mat�eria, e
assim o universo se parece com o de Einstein-de Sitter
(EdS). Eventualmente a energia do v�acuo vai predom-
inar, e o modelo se comportar�a como o de de Sitter
(dS).

1
Tempo

0,3
0,7

Densidade

Figura 9. Densidades de mat�eria (curva) e energia escura
(reta), em unidades da densidade cr��tica atual. O n�umero 1
no eixo do tempo indica a �epoca atual.

0,54 1 2
Tempo

1

2

Fator

Figura 10. Fator de escala nos modelos de EdS (linha �na)
e FL euclidiano (linha grossa), este com densidades atuais
de 30% de mat�eria e 70% de energia escura.

Na Fig. 10 mostramos um gr�a�co do FL euclidiano,
junto com o EdS para compara�c~ao. O ponto 0,54 no
eixo horizontal indica a mudan�ca da desacelera�c~ao ini-
cial para a fase de acelera�c~ao em FL, quando o fator
de escala tinha 65% do valor atual. Nossa Fig. 10 �e
a �unica baseada em c�alculos exatos. Para os interessa-
dos nestes, o Apêndice traz as grandezas b�asicas e os
valores adotados na Fig. 10.

Podemos agora dar uma id�eia de como a acelera�c~ao
atual foi descoberta. Para um dado redshift de uma
supernova, a distância desta calculada no FL �e maior
do que no EdS. Portanto, seu brilho previsto �e menor
no primeiro caso - acelerado - e �e o que corresponde ao
brilho observado da supernova.

Na �epoca `atual' (em cosmologia isto pode signi�car
um per��odo de milhares ou at�e milh~oes de anos), temos
a estimativa de uma densidade relativa de mat�eria de
30%, e de energia escura dos restantes 70% - de modo a
satisfazer a id�eia dominante entre os te�oricos, de que o
per��odo inacion�ario (v. se�c~ao III acima) implica 
total

= 1, isto �e, a densidade total de mat�eria e energia se-
ria a densidade cr��tica. Por que na �epoca atual esses
valores s~ao da mesma ordem de grandeza? Este �e um
dos chamados problemas de coincidência. O chamado
princ��pio antr�opico explica essa coincidência dizendo
que s�o nessas condi�c~oes do universo a vida humana
poderia ter aparecido e se desenvolvido. Portanto, j�a
que o ser humano existe, as densidades de mat�eria e do
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v�acuo têm de ser da mesma ordem de grandeza. Eu
n~ao estou convencido de que esta �e uma boa sa��da...

Uma outra id�eia, alternativa �a constante cos-
mol�ogica, para explicar a acelera�c~ao, �e postular um
novo tipo de mat�eria, chamado quintessência, numa re-
ferência po�etica aos quatro elementos da antiguidade.
Sua densidade poderia ser n~ao constante, mas diminuir
vagarosamente, de modo a simular uma constante na
�epoca atual, e se anular no futuro remoto.

V Nomenclatura e outros mode-

los

Em todos os casos acima, o espa�co foi suposto
isotr�opico: em cada ponto suas propriedades s~ao as
mesmas em qualquer dire�c~ao; e homogêneo: tem
as mesmas propriedades em cada ponto. A classe
dessas solu�c~oes chama-semodelos de Robertson-Walker.

Destes, aqueles com a propriedade BB formam
a subclasse FLRW (Friedmann-Lemâitre-Robertson-
Walker). Mas essa nomenclatura n~ao �e uniforme na
literatura especializada.

N~ao discuti nossa pesquisa aqui no IFT, que envolve
modelos de curvatura constante, mas com espa�cos �ni-
tos e de formas mais complexas que os acima. Tamb�em
n~ao mencionei outros casos que s~ao de grande interesse

te�orico, mas que no momento têm pouca relevância na
cosmologia observacional.

VI Conclus~ao

O Big Bang, agora na vers~ao de Friedmann-Lemâitre
com constante cosmol�ogica positiva e geometria espa-
cial euclidiana, acomoda bem seus antigos sucessos.
Estes incluem a expans~ao do universo, a forma�c~ao
e abundância, com rela�c~ao ao pr�oton, dos n�ucleos
atômicos leves - dêuteron, h�elio 3, h�elio 4, l��tio 7 - e
a radia�c~ao c�osmica de fundo. E tamb�em explica a
atual possibilidade da acelera�c~ao da expans~ao.

Mas h�a um sentimento de incompleteza da teo-
ria, que precisa apelar, por exemplo, para o princ��pio
antr�opico e para a misteriosa constante cosmol�ogica,
que ningu�em sabe de onde vem. H�a tamb�em o problema
de conciliar a cosmologia com outras �areas da f��sica,
como a teoria quântica dos campos. Aparentemente, as
teorias do cosmo encontram-se em uma fase transit�oria,
�a espera da elabora�c~ao de uma nova s��ntese te�orica.

Apêndice

Modelo FL euclidiano, com os valores adotados na
Fig. 10:

c

Constante de Hubble H0 = 65 km s�1Mpc�1

Constante cosmol�ogica � = 1; 0368� 10�56cm�2

Densidade de mat�eria 
M0 = 8�G�M0=3H
2
0 = 0; 3

Densidade de energia escura 
� = �c2=3H2
0 = 1� 
M0 = 0; 7

Parâmetro de desacelera�c~ao q0 = 
M0=2�
� = �0; 55
M�etrica ds2 = c2dt� a2(t)dx2; onde

a(t) = (
M0=
�)
1=3 sinh2=3(

p
3�ct=2)

= 0; 754 sinh2=3(1; 210t=t0)

Idade do universo t0 = (2=3H0

p

�) tanh

�1
p

�

= 14; 5� 109 anos
Distância pr�opria d(Z) =

(c=H0)
R Z
0
[
M0(1 + z)3 +
�]

�1=2dz

Transi�c~ao desacelera�c~ao! acelera�c~ao tda = (2=
p
3�) tanh�1(1=

p
3)

= 0; 544t0
Zda = (2
�=
M0)

1=3 � 1 = 0; 671

d

No modelo EdS, a(t) = (t=t0)
2=3, t0 = 2=3H0 =

10; 0�109 anos, e d(Z) = (2c=H0)[1�(1+Z)�1=2]: Esta
�e menor que sua correspondente no FL, para qualquer
redshift; por exemplo, para Z = 1; 0, a raz~ao dessas
distâncias �e 0; 76:
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