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O experimento proposto neste artigo permite ao professor de F��sica estabelecer uma metodologia
computacional para o estudo de movimentos e, particularmente, do coe�ciente de restitui�c~ao em
colis~oes atrav�es do espectro sonoro emitido por impactos sucessivos de uma esfera em uma superf��cie
plana. O m�etodo de medida sugerido, al�em de requerer um equipamento de f�acil acesso, propicia
adequada precis~ao, como revelam os dados obtidos, j�a que a aquisi�c~ao �e realizada atrav�es de placas
de som de microcomputadores pessoais, com tempos de resolu�c~ao, hoje, da ordem de 23 �s para
taxas de amostragem de at�e 44 Khz. Utilizamos um software de an�alise do espectro sonoro que
apresenta o sinal na forma de gr�a�co de freq�uência versus tempo, livremente dispon��vel na Internet
e com uma ampla disponibilidade de recursos.

This article presents an experience that allows determining the restitution coeÆcient in collisions
using spectrum of the sound emitted by successive impacts of a sphere in a plane surface. The data
are acquired through PC sound card, with times of resolution of order of 22 �s and sampling rates
of up to 44 KHz and that allows to obtain results with a good precision as it can be seen through
the results obtained in this work. The spectrum of the sound is analyzed with shareware software
that presents the sign in the graphic form of frequency versus time and that has many resources.
The equipment used in this experiment is found easily, as well as the software to analyze the sound
sign.

I Modelo

Quando uma esfera �e solta de uma determinada altura
e colide com uma superf��cie plana e lisa, possivelmente
voltar�a a subir at�e uma altura menor que a inicial e
novamente colidir�a com o piso. Este movimento pode
se repetir algumas vezes at�e o momento em que a es-
fera n~ao mais deixar�a o solo e permanecer�a em repouso
tendo perdido toda energia de movimento. Denomi-
namos de coe�ciente de restitui�c~ao, ", a rela�c~ao entre
os m�odulos das velocidades antes e ap�os um impacto.
Uma colis~ao el�astica �e caracterizada por " = 1,

m2

m1

�= 0

diferentemente uma colis~ao completamente inel�astica

possuir�a " =0. Um modelo simpli�cado[1], mas que e�-
cientemente pode ser usado para representar a colis~ao
entre dois corpos est�a visto na Fig. 1. Usando

Figura 1. Um modelo de colis~ao entre uma massa m1 de
constante el�astica k1 e uma massa m2 de constante el�astica
k2. As velocidades imediatamente antes, (v2) e ap�os (V2) a
colis~ao est~ao mostradas acima.

esta �gura para descrever nosso experimento, as massas
m1 e m2 representam a superf��cie e a esfera respectiva-

mente. A velocidade da esfera imediatamente antes do
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impacto �e dada por v2 e, logo ap�os perder o contato com

a superf��cie, ser�a V2. Assumimos, no experimento que a

massa m1 possui um valor muito grande se comparada

�a massa da esfera, m2. Usando-se as leis de conserva�c~ao
do momentum linear, �e poss��vel veri�car que a massa

m1 permanece em repouso ap�os o choque com a massa

m2, o que est�a de acordo com o senso comum. Neste

modelo de colis~ao, a deforma�c~ao que a superf��cie e/ou
esfera sofre em virtude do impacto pode ser mais bem

entendida acoplando-se molas de constantes el�asticas k1
e k2 na superf��cie e na esfera, respectivamente.

Durante o impacto, exatamente no instante em que

a velocidade da esfera torna-se nula, se admitirmos que
n~ao h�a perda de energia at�e este momento (uma boa

aproxima�c~ao), logo toda a energia cin�etica existente

antes da colis~ao ser�a convertida em energia potencial ar-

mazenada nas molas. Se a totalidade dessa energia fosse

novamente transformada em energia de movimento ("
= 1), ver��amos a esfera retornar at�e a altura em que foi

solta (admitindo um movimento unidimensional). Na

realidade isto n~ao ocorre, pois parte ou a totalidade

(colis~ao completamente inel�astica) desta energia �e per-
dida. O coe�ciente de restitui�c~ao est�a intimamente rela-

cionado com a energia consumida durante essa efêmera

deforma�c~ao e depende da combina�c~ao dos valores de

k1 e k2 [2]. Explorando este modelo de colis~ao com

mais aten�c~ao, observamos que, quando uma esfera col-
ide com uma superf��cie muito r��gida (k1 >> k2), ape-

nas a esfera sofrer�a deforma�c~ao durante o impacto. �As

vezes esta deforma�c~ao pode ser irrevers��vel. Isso ocorre

quando uma esfera com grande energia cin�etica inicial,
Ei, e k elevado, colide com uma superf��cie cujo coe-

�ciente de deforma�c~ao, k, facilmente passa do regime

el�astico para o pl�astico1, por exemplo, certos tipos de

madeira. Se observarmos com aten�c~ao, notaremos que

as colis~oes nas condi�c~oes descritas acima produzem pe-
quenas \marcas" na madeira e esta energia gasta na

deforma�c~ao provoca uma redu�c~ao do valor num�erico do

coe�ciente de restitui�c~ao. As dimens~oes da superf��cie

e da esfera tamb�em afetam o coe�ciente de restitui�c~ao,
particularmente se a dura�c~ao do impulso for compar�avel

com o per��odo de vibra�c~ao dos objetos envolvidos no im-

pacto [3]. Outra complica�c~ao no estudo da dinâmica da

colis~ao reside no fato de que k1 e k2 n~ao s~ao constantes

durante o choque e, al�em disto, possuem comporta-
mento n~ao-linear [1]-[2]. Por isso, �e muito complexo

descrever os processos envolvidos na perda de energia

durante a colis~ao [4]. Apesar disto - felizmente - pode-

mos extrair v�arias informa�c~oes relevantes para o estudo
de colis~oes entre a esfera e a superf��cie, apenas anal-

isando o sinal sonoro produzido durante os impactos.

II Introdu�c~ao

Nossa proposta utiliza recursos computacionais para a

coleta de dados, que dispensa o uso de interfaces conver-

soras externas, recorrendo �as espec���cas como a placa

de som que, normalmente, acompanha os microcom-

putadores atuais. Tal procedimento nos permite criar
novas perspectivas para a inser�c~ao da experimenta�c~ao

assistida por computador no ensino de Ciências, visto

que promove facilidades como:

� custo zero para a implementa�c~ao de sistemas de me-
dida;

� afasta a necessidade de conhecimentos em eletrônica

para a constru�c~ao de interfaces conversoras;

� n~ao �e necess�ario dominar nenhuma linguagem de pro-

grama�c~ao para iniciar um trabalho nesta �area.

Trabalhos nacionais recentes, Haag [5], Montarroyos

[6] e Aguiar [7], apontam grandes possibilidades de re-
nova�c~ao nas t�ecnicas em medidas f��sicas para um labo-

rat�orio did�atico.

Dentre as in�umeras possibilidades, optamos por uti-

lizar a placa de som de um PC para a coleta de dados,
por v�arias raz~oes:

a) simplicidade nos equipamentos necess�arios para de-

senvolver o experimento;

b) alta precis~ao nos resultados obtidos, j�a que os tem-

pos de resolu�c~ao na maioria das placas de som dos PCs

podem ser t~ao pequenos quanto 23 �seg (para taxas de

amostragem de 44 KHz).

Existem v�arios softwares livres dispon��veis na Inter-

net [8] que permitem usar as entradas e sa��das de �audio

da placa de som para simular e, tamb�em, transformar

o microcomputador em instrumento de medida, com

um excelente desempenho. Neste trabalho utilizaremos,
para obten�c~ao e an�alise de espectro sonoro, o Spectro-

gram [9], que apresenta o sinal na forma de gr�a�co de

freq�uência versus tempo.

A proposta consiste em obter o registro em um ar-
quivo wav do som emitido, nos impactos sucessivos de

uma esfera solta de uma altura h em uma superf��cie

plana.

Durante o impacto da esfera com a superf��cie de
apoio, um som �e irradiado, cujo registro �e efetuado

atrav�es de um microfone conectado �a entrada da placa

de som do PC. A partir do sinal sonoro, faz-se uma re-

produ�c~ao gr�a�ca do tempo obtido entre colis~oes suces-
sivas e com isso v�arias informa�c~oes, tanto cinem�aticas

quanto dinâmicas podem ser facilmente obtidas.

1Caracterizamos por regime el�astico um sistema que admite expans~ao/compress~ao revers��vel, em que o valor da constante el�astica, k,
permanece constante em fun�c~ao da for�ca que lhe �e aplicada. Se a for�ca aplicada ultrapassar o limite admitido de expans~ao/compress~ao,
o sistema passa para o regime pl�astico em que k n~ao mais ser�a constante, e a deforma�c~ao provocada por esta for�ca ser�a irrevers��vel.
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III Determina�c~ao do Coe�ciente

de Restitui�c~ao

O trabalho recentemente publicado por I. Stensgaard

e E. Laegsggard [10] descreve a t�ecnica de medida que

utilizaremos para obter informa�c~oes sobre o coe�ciente
de restitui�c~ao na intera�c~ao entre uma esfera e uma su-

perf��cie horizontal.

O princ��pio deste m�etodo, que pode ser encontrado

em detalhes no artigo de Alan Bernstein [11] publi-

cado em 1977 e depois atualizado por P.A Smith, C.D

Spencer, e D. E. Jones [12] na d�ecada de 80, consiste
basicamente no registro, atrav�es de um microfone, do

som produzido pelos impactos sucessivos de uma esfera,

solta de uma altura H1 contra uma superf��cie plana,

conforme indica o esquema abaixo.
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Figura 2. Diagrama do experimento.
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Figura 3. Representa�c~ao visual do sinal sonoro obtido atrav�es do software Spectrogram.

Os intervalos de tempo entre os impactos sucessivos
podem ser facilmente obtidos diretamente pelo obser-
vador, conforme indica a Fig. 3.

A cada impacto da esfera contra a superf��cie, ocorre
a perda de energia cin�etica, reduzindo-se a altura

m�axima que ela pode atingir no seu retorno (Hn+1 <
Hn). A grandeza que determina esta fra�c~ao de perda �e
o coe�ciente de restitui�c~ao ", que pode ser determinado
atrav�es da rela�c~ao entre as velocidades, depois e antes
da colis~ao.



Marisa Almeida Cavalcante et al. 153

Torna-se muito �util de�nirmos um fator de perda
de energia cin�etica, f , ap�os a colis~ao entre a esfera e o

piso.

c

f = (Ei �Ef )=Ei =

�
1

2
m2v

2
2 �

1

2
m2V 2

2 )

�
=
1

2
m2v

2
2 = v22 � V 2

2 =v
2
2 (1)

d

onde Ei indica a energia cin�etica inicial, antes da co-
lis~ao, e Ef a energia cin�etica ap�os a colis~ao. Lembrando-
se que " = V2=v2, ent~ao, f, torna-se:

f = (1� "2) (2)

Numa colis~ao perfeitamente el�astica, temos " = 1,
assim f = 0, ou seja, nenhuma energia cin�etica ser�a per-
dida durante a colis~ao. Nesta situa�c~ao te�orica, podemos
determinar facilmente o comportamento da esfera que
est�a colidindo com o piso. Encontramos as equa�c~oes que
descrevem o movimento da esfera com algumas poucas
manipula�c~oes alg�ebricas, e os resultados mostram que

a esfera, ap�os a colis~ao, voltar�a at�e o ponto de onde
foi solta. Este resultado jamais ser�a visualizado, pois
sempre a colis~ao entre a esfera e a superf��cie ser�a acom-
panhada de uma perda de energia fazendo com que a
altura m�axima alcan�cada pela esfera ap�os o impacto
seja sempre menor que a altura inicial. �E f�acil notar
que quanto menor o coe�ciente restitui�c~ao na colis~ao
esfera-superf��cie maior �e a taxa de redu�c~ao nos inter-
valos de tempo entre os impactos. Esta dependência
pode ser vista no gr�a�co da Fig. 4 para duas intera�c~oes
distintas, esfera de vidro colidindo com superf��cie de
madeira e uma superf��cie de pedra.

Figura 4. O gr�a�co mostra a taxa com a qual o intervalo de tempo entre colis~oes sucessivas diminui para dois tipos de
intera�c~oes distintas, indicando que, para a intera�c~ao vidro x pedra, o coe�ciente de restitui�c~ao apresenta um maior valor.

Para uma intera�c~ao esfera { superf��cie, a rela�c~ao
entre o valor da componente vertical das velocidades
antes e depois do impacto fornece o valor do coe�ciente
de restitui�c~ao.

Supondo que a fra�c~ao de perda de energia cin�etica
�e constante, independendo do valor da velocidade de
impacto da esfera de massa m2, teremos que:

" =
vn+1

vn
(3)

onde n representa o ��ndice associado ao impacto.
Para o impacto de ordem n, o valor da velocidade

pode ser obtido pela rela�c~ao:
vn = g�tn

2
; onde �tn �e o intervalo de tempo entre

impactos sucessivos.
Substituindo os valores das componentes verticais

de velocidade na equa�c~ao 2, teremos;

" =
�tn+1

�tn
; (4)

onde n representa o ��ndice associado ao impacto.
Propomos, neste artigo, que o coe�ciente de resti-

tui�c~ao, diferentemente dos trabalhos anteriormente
publicados [10]-[12] seja obtido atrav�es da inclina�c~ao
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da reta no gr�a�co �tn+1 ��tn: Com o objetivo de de-
terminar uma m�edia, para o coe�ciente de restitui�c~ao,
v�arios lan�camentos foram efetuados de diferentes al-
turas (h=100, 75, 50 e 25 cm) para cada tipo de in-

tera�c~ao.
Os gr�a�cos abaixo mostram alguns resultados obti-

dos:

Figura 5. Intera�c~ao vidro � pedra, coe�ciente de restitui�c~ao e = 0; 86.

Figura 6. Intera�c~ao vidro � madeira, coe�ciente de restitui�c~ao e = 0; 67.
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Figura 7. Intera�c~ao a�co � madeira, coe�ciente de restitui�c~ao e = 0; 58:

IV Determina�c~ao das alturas de

lan�camento

Supondo que a fra�c~ao de perda de energia cin�etica, f ,
�e constante, para uma dada intera�c~ao, podemos deter-
minar a altura da qual uma esfera foi abandonada em
rela�c~ao �a superf��cie.

Para compreender de que maneira podemos deter-
minar a altura de lan�camento da esfera, considere-se
�tn;m como o intervalo de tempo para um dado im-
pacto n e lan�camento m. A componente vertical de
velocidade de uma esfera que alcan�ca a altura H2 da
Fig. 2 �e dada pela rela�c~ao:

vdepois =
g�t1;1

2
; (5)

onde �t1;1 representa o do intervalo de tempo entre o
primeiro e segundo impacto para o lan�camento 1. A
velocidade com a qual a esfera atinge o solo �e

vantes =
p
2ghinicial: (6)

Por outro lado, o coe�ciente de restitui�c~ao �e dado
por:

vdepois
vantes

= ": (7)

Generalizando, para qualquer lan�camento m e im-
pacto n, a altura atingida comparada ao lan�camento 1,
cuja altura inicial �e conhecida, temos:

�tn;1p
Hinicial;1

=
�tn;mp
Hinicial;m

= " (8)

e

�tn;1
�tn;m

=

s
Hinicial;1

Hinicial;m

: (9)

Assim, podemos obter facilmente a rela�c~ao entre as
alturas iniciais de diferentes lan�camentos.

Os gr�a�cos abaixo mostram claramente a rela�c~ao
linear, cujo valor de inclina�c~ao fornece a raiz quadrada
da rela�c~ao entre as alturas iniciais estabelecidas em
cada caso.

Figura 8. Fixamos um lan�camento de altura inicial conhe-
cida para o eixo x (H = 100cm) e para o eixo y inserimos
os valores dos intervalos de tempo dos impactos correspon-
dentes �as alturas que consideramos desconhecidas.

A partir da inclina�c~ao das retas obtidas da eq. (9),
tomando-se Hinicial;1 = 100cm, obtêm-se os resultados
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da tabela 1

Tabela 1

Inclina�c~ao da reta 0,54 0,70 0,89
Altura obtida em cm 29,2 49,0 79,2

Os valores �xados para estas alturas foram 30 cm,
50 cm e 80 cm aproximadamente, em boa concordância
com os valores obtidos.

V Determina�c~ao da acelera�c~ao

da gravidade

Ao considerarmos constante a fra�c~ao de perda de en-
ergia cin�etica da esfera nos impactos sucessivos de
uma esfera com uma dada superf��cie, estabelecemos
as condi�c~oes de contorno necess�arias para determinar
o valor da acelera�c~ao da gravidade.

Para compreender de que maneira podemos deter-
minar o valor da acelera�c~ao da gravidade, considere-se
que o valor da velocidade vertical da esfera solta a al-
tura h, antes da colis~ao com uma superf��cie plana, �e
dada por:

vantes =
p
2gh (10)

Por outro lado, o valor da componente vertical da
velocidade depois da colis~ao �e dada por:

vdepois =
g�t1
2

(11)

Assim temos que:

"2 =
g�t21
8h

(12)

Substituindo-se o valor de " pela rela�c~ao entre os
intervalos de tempo, indicado na equa�c~ao 3, temos;

g =
8h�t22
�t41

(13)

Sendo h, a altura de que a esfera �e solta, �t2 o in-
tervalo de tempo obtido entre o impacto 3 e 2 da Fig.
2 e �t1, e intervalo de tempo obtido entre o impacto 2
e 1 (Fig. 2).

Se consideremos constante o valor do coe�ciente de
restitui�c~ao, a rela�c~ao da Eq. 12 deve ser obedecida,
para qualquer intera�c~ao, o que permite obter o valor da
acelera�c~ao da gravidade.

V�arios lan�camentos foram realizados para distintas
intera�c~oes esfera superf��cie, obtendo-se o gr�a�co repre-
sentado na Fig. 9.

Figura 9. gr�a�co mostra a rela�c~ao linear obtida para v�arios
lan�camentos com diferentes pares superf��cie � esfera. O
valor da inclina�c~ao da reta fornece a acelera�c~ao da gravi-
dade.

O valor obtido para a acelera�c~ao da gravidade,
considerando-se a propaga�c~ao de erros sistem�aticos e
estat��sticos [15], foi de (1038; 7 � 49; 6) cm/s2, valor
este bastante satisfat�orio.

VI Conclus~ao

Neste artigo mostramos um modo experimental para
obter alguns parâmetros f��sicos envolvidos numa colis~ao
entre esferas e superf��cies de diferentes materiais, us-
ando o espectro sonoro irradiado durante a colis~ao. Os
resultados obtidos revelam que a precis~ao do experi-
mento �e adequada e que ele pode ser facilmente imple-
mentado, praticamente sem custos, em qualquer labo-
rat�orio did�atico de f��sica que possua um PC com placa
de som.

O valor obtido para a acelera�c~ao da gravidade per-
mite assegurar, com um grau de seguran�ca consider�avel,
a aplicabilidade deste m�etodo, j�a que o valor esperado
est�a contemplado no intervalo obtido.

A inviabilidade deste m�etodo est�a associada �a
garantia experimental de manter constante a fra�c~ao de
perda de energia cin�etica nos impactos sucessivos. As-
sim, desaconselhamos que se proceda a intera�c~oes em
que deforma�c~oes no impacto s~ao fortemente evidenci-
adas, por exemplo, colis~oes com superf��cies de madeira.

Quanto maior o valor para o coe�ciente de resti-
tui�c~ao melhor ser�a a convergência dos resultados e
menor devem ser os desvios experimentais obtidos.

O professor interessado pode ir al�em e sugerir aos
alunos comparar os dados obtidos no experimento com
os previstos atrav�es de processos de modela�c~ao com-
putacional [13] que facilmente s~ao executados com o
aux��lio de softwares espec���cos para esta tarefa, como;
Modellus, Matlab [14] entre outros.
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