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�E discutida a conceitua�c~ao de objetos com estrutura fractal, tendo em vista sua utiliza�c~ao em
experiências motivadoras no laborat�orio did�atico. Foram estudadas bolas de p~ao amassado, que
podem ser empregadas como contraponto n~ao fractal (D � 3; 0) �as bolas de papel amassado, as
quais apresentam dimens~ao fractal (D � 2; 5), salientando a necessidade de um c�alculo correto de
incertezas. Três tipos de p~ao foram investigados: dois brancos, de forma e italiano, e um preto denso,
do tipo alem~ao de três gr~aos. Desses, apenas o p~ao branco italiano demonstrou poss��vel estrutura
fractal, ap�os o amassamento, caracterizada pela dimens~ao fractal D = 2; 81 � 0; 06, enquanto os
resultados obtidos para os p~aes preto e de forma, D = 2; 95�0; 06 eD = 2; 98�0; 04 respectivamente,
n~ao os tipi�cam como fractais. S~ao analisados os problemas conceituais que resultaram em dimens~ao
fractal 2,08�0,25 para o p~ao, em informa�c~ao encontrada na literatura de escopo did�atico.

The concept of objects with a fractal structure is discussed, in the context of their use in motivating
activities for the didactic Laboratory. Spheres of squashed bread, which may be employed as non-
fractal counterexample (D � 3; 0) to the fractal crumpled paper balls (D � 2; 5), were analysed
and the need for correct computation of the uncertainties is stressed. Three kinds of bread were
investigated: two white ones, an usual sandwich and an italian type, and one very heavy three

grain german dark bread. Only the white italian bread showed a possible fractal structure after the
squashing procedure, characterized by the dimension 2:81 � 0:06, while the results for the others,
respectively D = 2:95 � 0:06 and D = 2:98 � 0:04, for the dark and white sandwich breads, do
not typify them as fractals. The conceptual problems, which resulted in a fractal dimension of
D = 2:08 � 0:25 for bread, found in an article in the literature, are analysed.

I Introdu�c~ao

A motiva�c~ao que determinada tarefa possa despertar

nos estudantes �e indiscutivelmente uma componente
importante no processo ensino-aprendizagem. Decorre

da�� que temas de maior evidência na m��dia podem ser

explorados com vantagem em atividades did�aticas, sem-

pre que isso esteja em acordo com os objetivos gerais
colocados para o curso. Um tema em relativa evidência

nos �ultimos anos se refere a estruturas fractais.

Alguns anos atr�as, Marcelo A.F. Gomes, da Univer-
sidade Federal de Pernambuco, apresentou no Ameri-

can Journal of Physics [1] uma atividade interessante,

que envolve o estudo de propriedades fractais em bolas

de papel amassado. Esta atividade tem sido empregada
j�a h�a alguns anos, com sucesso, no laborat�orio did�atico

do Instituto de F��sica da USP(IFUSP). Ela �e apli-

cada como terceiro experimento, dentro de uma s�erie

destinada a salientar utua�c~oes em medi�c~oes [2, 3, 4]

para ingressantes nos cursos de bacharelado de F��sica,

Geof��sica e Meteorologia (F��sica Experimental 1). Em-
bora o tema seja estimulante, �cou evidente, ao longo

dos anos, que o conceito do que seja um fractal est�a

sujeito a confus~oes. De fato, os alunos ora o tomam

de forma restrita como se o conceito implicasse numa
auto-similaridade absoluta (que n~ao se aplica aos pap�eis

amassados) ou o associam simplesmente �a porosidade do

objeto.
�A procura de situa�c~oes experimentais an�alogas �a

cole�c~ao de pap�eis amassados, que pudessem ser uti-

lizadas em quest~ao de prova dentro do sistema avalia�c~ao

empregado na disciplina [5], a equipe de professsores
deparou-se, ademais, com uma interpreta�c~ao incor-

reta do conceito de fractal aplicada a p~ao amas-
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sado, publicada numa das edi�c~oes do Physics Teachers

[6]. Chamou a aten�c~ao o valor indevidamente baixo,

D = 2; 08� 0; 25, obtido para o p~ao, o qual, imediata-

mente, pode ser associado �a express~ao, dimensional-
mente incorreta, empregada na an�alise. Examinando-se

melhor o texto, veri�cou-se que, al�em deste problema,

havia na publica�c~ao outros, associados �a conceitua�c~ao

do fractal. Ilustrando a quest~ao com dados tomados
para três produtos de pani�ca�c~ao, os autores do pre-

sente estudo publicaram uma nota na mesma revista

[7], em que foi rebatida a informa�c~ao incorreta, sem,

entretanto, contarem com espa�co su�ciente para uma

discuss~ao mais ampla do conceito. Apresenta-se, aqui,
essa discuss~ao. O presente trabalho visa, al�em disso,

dirimir uma d�uvida que permaneceu sobre a fractali-

dade do objeto p~ao amassado, j�a que, com incertezas da

ordem de 3%, embora estas n~ao exclu��ssem a dimens~ao
D = 3; 0, era poss��vel, ou at�e prov�avel, que um estudo

mais detalhado e preciso conclu��sse, por exemplo, que

D � 2; 9 para os p~aes.

Antes de mais nada, �e necess�ario salientar que n~ao �e

o fato de um objeto ser n~ao-homogêneo ou poroso que
o torna candidato a fractal; a n~ao-homogeneidade deve

seguir uma lei de forma�c~ao, tal que ela se modi�que

conforme o tamanho do objeto [8]. Na pr�oxima sec�c~ao

detalha-se essa no�c~ao. Finalmente, deve-se considerar
que as id�eias aqui discutidas podem ser estendidas a

outras situa�c~oes experimentais, por exemplo, enrolar,

em espiral ou em formato de bolas, �os met�alicos �nos.

I.1 A conceitua�c~ao de fractais

Segundo o trabalho pioneiro de Mandelbrot [9], os

fractais s~ao de�nidos como estruturas auto-similares,

ou seja, aquelas que se apresentam da mesma forma,

qualquer que seja a escala de fragmenta�c~ao. Ou-
tras de�ni�c~oes podem ser encontradas na literatu-

ra, algumas baseadas em propriedades de fun�c~oes

matem�aticas [10]. Entretanto, est�a claro, hoje em dia,

que a auto-similaridade pode ser entendida como pro-

priedade m�edia, do ponto de vista estat��stico, n~ao pre-
cisando se aplicar a todos os detalhes das estruturas

[8, 11, 12]. Este �e o caso mais comum na natureza

e representa tamb�em alguns objetos fabricados pelo

homem, em particular bolas de papel amassado. Um
conceito interessante, neste contexto, �e o da densidade

fractal [11].

A diferen�ca principal entre estruturas euclideanas

e fractais, sob este ponto de vista, pode ser entendida

pela an�alise da rela�c~ao entre a massa do objeto M e
uma dimens~ao linear caracter��stica do mesmo, r. No

caso das estruturas euclideanas, a proporcionalidade se

d�a com rd, sendo d um n�umero natural, enquanto, para

os fractais ela se d�a com rD , onde D �e um n�umero
n~ao-inteiro. Isso signi�ca que objetos fractais n~ao pos-

suem densidades volum�etricas, super�ciais ou lineares

constantes, obedecendo, por�em, a uma lei de forma�c~ao

tal que �e poss��vel de�nir uma densidade fractal, n~ao

constante, �(r) [11]. As rela�c~oes, a seguir, explicitam

melhor o conceito.
Tome-se um objeto com simetria aproximadamente

esf�erica, com massa M = krD e obtenha-se �(r) por

considera�c~oes usuais para uma casca esf�erica de espes-

sura Ær in�nitesimal:

�(r) = lim
Ær!0

M(r + Ær)�M(r)

V (r + Ær)� V (r)
=

k(r + Ær)D � krD

4

3
�(r + Ær)d � 4

3
�rd

(1)

�(r) = lim
Ær!0

C
rD�1Ær + [Ær]2

rd�1Ær + [Ær]2
' CrD�d : (2)

O atributo f��sico que faz com que a distribui�c~ao
de massa de um objeto fractal obede�ca a uma lei de

potência (express~ao (2)) �e a ausência de uma escala ou

comprimento caracter��stico. Assim, a lei matem�atica

de forma�c~ao �e, em �ultima an�alise, o reexo de uma ca-
racter��stica f��sica apresentada por objetos fractais.

Na express~ao (2) est~ao-se enfocando, de forma par-

ticular, esferas de raio r, mas considera�c~oes an�alogas

poderiam ser feitas para objetos c�ubicos, discos de raio

r, etc.
Esse resultado extraordin�ario permite visualizar

que, se forem tomadas cascas esf�ericas concêntricas,

determinando sua densidade volum�etrica m�edia, esta

ser�a tanto menor quanto mais afastada do centro da es-
fera a casca estiver, j�a que para este tipo de estrutura

d � D, e portanto D � d � 0. Por outro lado, em

vez de olhar como se comporta a densidade dentro de

uma �unica esfera, pode-se, de forma equivalente, anali-

sar a densidade de v�arias esferas de mesma esp�ecie, de
raios diferentes. Nota-se imediatamente que, se D = d,

a de�ni�c~ao (Eq. (2)) se reduz �a usual, da densidade

volum�etrica

�(r) = C = constante : (3)

A express~ao tamb�em mostra que, apresentar densi-
dade n~ao-constante, dependente da distância ao centro,

�e condi�c~ao necess�aria, mas n~ao su�ciente, para o ob-

jeto ser considerado fractal. Assim, por exemplo, para

rela�c~oes M / r1 ou M / r2, isto �e, se D = 1 ou D = 2,
n�umeros naturais, para objetos tridimensionais, ou seja

com d = 3, obtêm-se respectivamente

�(r) =
C 0

r2
(D = 1) e �(r) =

C 00

r
(D = 2)

(4)

e estes objetos n~ao s~ao fractais.
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De fato, no primeiro caso, uma interpreta�c~ao f�acil �e

considerar um objeto feito de �lamentos que se abrem,

a partir de um centro, mas n~ao se rami�cam. Se-

ria necess�aria a rami�ca�c~ao, segundo determinada lei

de forma�c~ao, para o objeto tornar-se um fractal. Um

exemplo cl�assico de fractal embebido na dimens~ao d = 2

�e a folha de samambaia rendada ou dep�ositos met�alicos

crescidos sob certas condi�c~oes eletroqu��micas [12].

Uma das maneiras mais diretas de estudar as pro-

priedades fractais de objetos �e, portanto, analisar como

se comporta a massa em fun�c~ao de alguma dimens~ao
linear caracter��stica, segundo a hip�otese

M = krD : (5)

Detalhando-se, tomando-se uma cole�c~ao de obje-

tos de massas e tamanhos diferentes, mas fabricados,

aparentemente, de modo similar, mede-se alguma di-
mens~ao linear (diâmetro, aresta, etc ...) e a massa de

cada objeto, veri�cando-se, em seguida, se �e poss��vel

de�nir uma rela�c~ao entre as grandezas que apresente

valores constantes para k e D. Se, ainda, D resultar
em um n�umero n~ao-natural, est�a-se caracterizando esta

cole�c~ao de objetos como fractais. A an�alise gr�a�ca da

Eq. (5) linearizada, logM = log k+D log r, �e a maneira

mais direta de se obter a informa�c~ao desejada, pois re-

sulta em uma reta de coe�ciente angular D, no caso da

hip�otese feita se demonstrar verdadeira.

II Procedimento Experimental

O presente artigo estuda, atrav�es de uma cole�c~ao de

dados mais extensa, medi�c~oes mais controladas e em-

pregando uma variedade maior de p~aes, se propriedades
fractais podem ser atribu��das a este alimento t~ao co-

mum, depois de amass�a-lo. O experimento em si �e de

f�acil execu�c~ao e pode ser utilizado tamb�em como ativi-

dade did�atica rotineira.

O experimento consistiu em medir as massas e os

diâmetros de bolas amassadas obtidas a partir de cu-

bos de p~ao branco, de forma e italiano, e um tipo de p~ao
preto multigr~ao alem~ao, bem denso. Os dois primeiros

foram comprados em uma padaria, n~ao-fatiados, en-

quanto o �ultimo �e industrializado por Mestemacher

e comercializado pela WICKBOLD
r (três gr~aos) e

fatiado. O p~ao de forma foi obtido j�a sem casca e os
outros tiveram a casca retirada. Os cubos foram amas-

sados, sempre pela mesma pessoa e da mesma forma,

tentando-se obter um objeto de forma esf�erica. Ap�os

amassadas, as bolas de p~ao foram deixadas para res-

pirar por mais de 20 minutos antes de serem medidas,

para garantir que todas fossem manipuladas j�a em sua

forma de equil��brio. A forma das bolas n~ao �e perfeita-

mente esf�erica e h�a a presen�ca de algumas rachaduras

pela falta de ligamento da massa do p~ao.

A massa das bolas foi medida uma �unica vez com

uma balan�ca anal��tica com menor divis~ao de 0,0001 g.

Entretanto, dada a varia�c~ao da massa da bola durante
o processo de medida, provavelmente devido �a evapo-

ra�c~ao da �agua da superf��cie, a incerteza estimada foi

tomada como 0,001 g. O diâmetro foi medido, com

uma r�egua de metal calibrada, de menor divis~ao de 0,1

cm, em oito posi�c~oes diferentes para se obter um valor
representativo do diâmetro da bola. As medi�c~oes dos

diâmetros foram realizadas com a bola de p~ao sobre a

r�egua, lendo-se na vertical os valores da escala da r�egua,

com o cuidado de se evitar o efeito de paralaxe.

Os resultados obtidos para as grandezas massa e
diâmetro das bolas s~ao apresentados na Tabela 1. Con-

forme se nota, houve preocupa�c~ao de n~ao apenas co-

lher uma grande quantidade de dados (de 8 a 12 bolas

de tamanhos diferentes), como estender o intervalo de

massas investigado. Para o p~ao de forma foram pro-
duzidas seis bolas de massa aproximadamente 6,5 g

para se veri�car a reprodutibilidade do processo de

amassar o p~ao. Esse conjunto de bolas ser�a referido, a

partir de agora, como grupo controle. A bola de p~ao de
forma de massa 103 g foi medida duas vezes: uma logo

ap�os o processo de amassar e a outra cerca de 20 minu-

tos depois para veri�car o efeito de sua respira�c~ao. Esse

efeito produziu uma varia�c~ao de diâmetro de 5,63�0,07

cm para 5,71�0,07 cm, valores estatisticamente equiv-
alentes.

III An�alise dos Resultados

A an�alise dos dados �e referenciada na rela�c~ao

M = K�D (Eq. (5), escrita para o diâmetro, � = 2r,

com K = k=2D), j�a que as medi�c~oes s~ao dos diâmetros

das bolas. Para lineariza�c~ao da curva que representa os
dados experimentais, os alunos normalmente utilizam

a logaritmiza�c~ao, construindo gr�a�co em papel di-log

comercial. Este apresenta três d�ecadas no eixo horizon-

tal e apenas duas no vertical; por conveniência opta-se,

ent~ao, por transformar a Eq. (5) em

� =

�
M

K

� 1

D

: (6)

Desta forma,

log� =
1

D
log

1

K
+

1

D
logM; (7)

sendo, ent~ao,
y = b + ax, com y = log�; x = logM , a = 1

D
e

b = 1

D
log 1

K
.
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Tabela 1: Massa M e diâmetro m�edio � das bolas de p~ao obtidas por amassamento. Entre parênteses se encontram
indicadas as incertezas associadas aos valores m�edios dos diâmetros. A incerteza no valor das massas foi estimada
como 0,001 g, exceto para as duas �ultimas massas de p~ao preto, para os quais foi tomada como 0,01 g, porque havia
a possibilidade da bola soltar pequenos fragmentos durante as medi�c~oes.

P~ao de forma P~ao preto três gr~aos P~ao italiano

M (g) � (cm) M (g) � (cm) M (g) � (cm)

0,167 0,68�0,05 0,407 0,90�0,05 0,149 0,63�0,05
0,196 0,73�0,05 0,686 1,08�0,05 0,805 1,14�0,06
0,266 0,83�0,06 1,835 1,49�0,06 2,186 1,60�0,06
0,426 0,93�0,05 2,055 1,54�0,07 5,455 2,28�0,06
0,742 1,13�0,05 6,261 2,21�0,06 5,635 2,21�0,07
1,369 1,34�0,06 10,545 2,69�0,08 10,927 2,69�0,09
2,715 1,69�0,06 19,660 3,26�0,07 37,565 4,41�0,07
3,313 1,78�0,05 25,40 3,55�0,10 51,148 5,01�0,11
6,420 2,18�0,06 42,71 4,35�0,06
6,437 2,18�0,07
6,456 2,26�0,07
6,470 2,21�0,05
6,489 2,28�0,06
6,510 2,23�0,05
12,090 2,86�0,06
29,558 3,83�0,06
102,606 5,71�0,07

Tabela 2: Resultados obtidos para a dimens~ao fractal D e constante K, de acordo com a Eq.(6), para as bolas de
p~ao amassado.

tipo de p~ao dimens~ao fractal D constante K (gcm�D)

P~ao de forma 2,98�0,04 0,570�0,018
P~ao preto três gr~aos 2,95�0,06 0,579�0,030

P~ao italiano 2,81�0,06 0,578�0,031

*neste caso, tomou-se tamb�em a rela�c~ao que resulta de D = 3.

Tabela 3: Resultados obtidos para a dimens~ao fractal D e constante K para as bolas de p~ao branco, p~ao preto e
bolo do trabalho de Amaku et al. [7].

tipo de p~ao dimens~ao fractal D constante K (gcm�D)

P~ao de forma (PANCOr) 2,91� 0,12 0,630�0,038
P~ao preto 2,87�0,07 0,597�0,028

Bolo 2,81�0,11 0,635�0,039

Assim, se o modelo adotado para a rela�c~ao entre

massa e diâmetro das bolas de p~ao amassado (Eq. (6))

for adequado, o gr�a�co de log� versus logM deve ser

uma reta e a dimens~ao fractal D pode ser obtida dire-

tamente pelo inverso da inclina�c~ao desta.

Os gr�a�cos linearizados, log� � logM para os três

tipos de p~ao s~ao apresentados na Fig. 1 e pode-se apre-

ciar que os dados s~ao bem representados por retas.

Chama-se a aten�c~ao para o fato de que, em particu-

lar para o p~ao branco de forma, h�a informa�c~oes sobre
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bolas de p~ao cuja massa varia de um fator maior do

que 500. Para esse p~ao, foi analisado um conjunto de

seis bolas fabricadas a partir de cubos de p~ao cortados

inicialmente de forma muito semelhante para resultar

em peda�cos de � 6,5g (grupo controle).
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Figura 1. Diâmetro das bolas de p~ao amassado em fun�c~ao
da massa, em escala logar��tmica, para os três tipos de p~aes
analisados.

Fazendo-se um ajuste, pelo m�etodo dos m��nimos

quadrados, entre resultados experimentais e a Eq. (7),

foram obtidos os valores deD eK da Tabela 2. A Fig. 2,

que apresenta uma amplia�c~ao do gr�a�co mostrado na

Fig. 1 na regi~ao do grupo controle, demonstra que o

processo de amassamento �e bastante reprodut��vel, mas

que �e dif��cil produzir bolas que possam, de fato, ser

consideradas de mesma massa.

Na Tabela 3 s~ao retomados os valores obtidos an-

teriormente pelos autores [7] para um p~ao de forma

(marca PANCOr), semelhante ao analisado na se�c~ao

II, para um p~ao preto comum (marca PULLMANr),

menos denso do que o da WICKBOLD
r, e para um

bolo de coco (marca PANCOr). Um n�umero menor

de pontos nos gr�a�cos e um processo de medi�c~ao menos

controlado haviam, ent~ao, levado a incertezas maiores

do que as obtidas no presente trabalho. Nota-se que o

processo �e reprodut��vel e que, em particular, o p~ao de

forma amassado, o qual foi retomado no presente tra-

balho, tem dimens~ao compat��vel com D = 3. Ambos

os p~aes pretos, embora originalmente de consistência

muito diferente, resultaram em bolas com caracter��s-

ticas muito semelhantes a esferas euclideanas, j�a que,

pelas Tabelas 2 e 3, s~ao compat��veis com D = 3 dentro

de dois desvios-padr~ao. O �unico tipo de p~ao que n~ao

admite D = 3, dentro de três desvios-padr~ao, �e o tipo

italiano.

Finalmente, observando-se os valores de K nas

Tabelas 2 e 3, nota-se que s~ao bastante pr�oximos.

No caso de esferas euclideanas, com D = 3 (situa�c~ao

muito pr�oxima �a observada experimentalmente), re-

sulta K = ��=6, com � a densidade volum�etrica, con-

stante. Percebe-se, pois, que todas as bolas de p~ao

amassado apresentam densidade volum�etrica parecida,

um pouco acima da densidade da �agua. Isso �e not�avel,

pois partiu-se de cubos de densidades volum�etricas ori-

ginalmente muito diferentes, sendo os p~aes brancos os

mais leves e o p~ao preto três gr~aos, de longe, o mais

denso. A Tabela 4 compara a densidade volum�etrica

dos p~aes, antes de serem amassados, com a densidade

volum�etrica que resulta do valor de K obtido experi-

mentalmente, considerando-se D = 3, para todos. No

processo de amassamento, aparentemente, chegou-se a

um tipo de agregamento t��pico dos constituintes usuais

dos p~aes.

IV Discuss~ao e Conclus~ao

Atividades motivadoras, centradas em t�opicos moder-

nos, encerram em si a possibilidade de induzir ou re-

for�car conceitos errôneos. Sabe-se, por outro lado, que

pr�e-conceitos incorretos, mais do que ausência de qual-

quer informa�c~ao, di�cultam a�c~oes pedag�ogicas poste-

riores. No transcorrer da disciplina de F��sica Exper-

imental 1, foram detectadas di�culdades conceituais

associadas a fractais na atividade [4] que estuda bo-

las de papel amassado. A preocupa�c~ao foi intensi-

�cada quando se veri�cou que havia publica�c~ao, na

conceituada revista Physics Teachers [6], a qual, ao

trabalhar com p~aes, evidenciava erros conceituais do

mesmo tipo daqueles veri�cados com alunos do IFUSP,
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al�em de outros. Como conseq�uência, aquele trabalho

[6] colocava a p�ublico uma dimens~ao fractal extrema-

mente baixa (D = 2; 08 � 0; 25) para um p~ao branco

amassado, objeto tridimensional. Os autores do pre-

sente estudo tiveram a oportunidade de reti�car a in-

forma�c~ao em nota curta publicada na mesma revista

[7]. O equ��voco estava relacionado a três distor�c~oes

conceituais, aparentemente comuns, e para as quais �e

necess�ario atentar durante a aula:

(i) �e imposs��vel caracterizar um �unico objeto como frac-

tal, sem analis�a-lo por partes;

(ii) n~ao �e pelo fato de um objeto ser pouco homogêneo,

poroso ou constitu��do por �lamentos que ele �e, por na-

tureza, candidato a ser fractal; e

(iii) todas as express~oes f��sicas, mesmo em �areas no-

vas ou modernas, precisam adequar-se a uma an�alise

dimensional consistente, para representarem resulta-

dos invariantes por mudan�ca de unidade. Apenas este

�ultimo aspecto pôde ser abordado na nota reti�cadora

[7].

Tabela 4: Densidade volum�etrica dos p~aes antes de serem amassados, em compara�c~ao com a densidade volum�etrica
que resulta do valor K obtido experimentalmente depois de amassados, considerando D = 3; 0.

tipo de p~ao densidade do p~ao densidade do p~ao
antes do amassamento ap�os o amassamento

(gcm�3) (gcm�3)

P~ao de forma 0,140�0,006 1,070�0,013
P~ao preto três gr~aos 0,698�0,025 1,087�0,023

P~ao italiano 0,261�0,009 �1,066�0,027*
P~ao de forma (PANCOr) 0,184�0,008 1,203�0,073

P~ao preto 0,253�0,007 1,140�0,053
Bolo 0,402�0,014 1,213�0,074

*neste caso, tomou-se tamb�em a rela�c~ao que resulta de D = 3.

Figura 2. Diâmetro das bolas de p~ao de forma amassado em
fun�c~ao da massa com a escala expandida na regi~ao do grupo
controle. A curva do gr�a�co corresponde �a fun�c~ao dada pela
Eq. (6), ajustada ao conjunto total dos 17 valores experi-
mentais, cujos parâmetros se encontram na Tabela 2.

Al�em disso, um aspecto interessante a ser men-

cionado diz respeito �a porosidade como crit�erio para

de�nir um objeto como fractal. Um objeto que apre-

sente poros com tamanho caracter��stico regular ou

aleat�orio n~ao deve apresentar estrutura fractal. Por

outro lado, a fractalidade deve resultar da ausência

de um comprimento caracter��stico dos poros, rela-

cionada, como j�a mencionamos na Se�c~ao I, a uma lei

de forma�c~ao.

Aos conjuntos de bolas de p~ao fabricado amassado,

a partir de v�arios tipos de produtos de padaria, tanto

os utilizados no trabalho anterior [7], quanto os do pre-

sente estudo, foi aplicada uma an�alise an�aloga �aquela

apresentada como proposta de experiência did�atica em

1987 por M.A.F. Gomes [1], em rela�c~ao a bolas de pa-

pel amassado. Este �ultimo tipo de atividade did�atica

tem sido empregada na disciplina de F��sica Experimen-

tal 1 do Instituto de F��sica da USP desde 1995, com

resultados que con�rmam o valor D � 2; 5 para bolas

feitas com pap�eis com densidades super�ciais pr�oximas

�a do papel sul�te usual. Do ponto de vista instrucio-

nal, dentro da disciplina do IFUSP, a experiência dos

pap�eis amassados visa a refor�car o conceito de desvio-

padr~ao para uma distribui�c~ao de resultados de medi�c~oes

(por repeti�c~ao de um n�umero grande de medi�c~oes em

uma das bolas) e demonstrar a vantagem de an�alises
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linearizadas atrav�es de transforma�c~oes de vari�aveis. A

atividade vem con�rmando sua componente motiva-

cional, mas demonstrou, tamb�em, que o conceito do

que seja um fractal �e de dif��cil assimila�c~ao. H�a, pois,

necessidade de procurar situa�c~oes complementares, que

favore�cam a discuss~ao das expectativas incorretas, com

os estudantes.

Com o estudo mais completo aqui apresentado

concluiu-se que, se forem amassados p~aes de diver-

sos tipos, obter-se-~ao esferas praticamente euclideanas,

mesmo para p~aes originalmente muito pouco ho-

mogêneos, como os p~aes pretos ou bastante porosos,

como os p~aes de forma. O p~ao branco do tipo italiano

�e o �unico p~ao, dos investigados, que pode resultar em

bolas com caracter��sticas de fractal. Nota-se que esse

apresenta certa elasticidade ao toque e pode ser que, em

fun�c~ao desta, acabe por acomodar-se de forma diferente

perto das superf��cies.

A experiência dos p~aes amassados pode, ent~ao,

ser explorada como um contraponto n~ao fractal �a ex-

periência, mais conhecida, das bolas de papel amassado

[1], para as quais a estrutura fractal �e veri�cada em

m�edia. Sugere-se, por exemplo, que metade dos grupos

de alunos de cada classe trabalhe com uma ou outra das

situa�c~oes: p~ao, de diversos tipos, e papel. Isso, ap�os

confronta�c~ao dos resultados dentro de suas incertezas,

demonstra a necessidade de considerar as precis~oes das

medidas para informar seD 6= 3; 0 ou n~ao. Outra possi-

bilidade �e solicitar que metade dos estudantes da classe

molhem os pap�eis antes de amass�a-los, o que tamb�em

resulta em esferas praticamente euclideanas.

�E importante, ainda, salientar que as id�eias aqui

desenvolvidas podem ser aplicadas a outras situa�c~oes

experimentais, por exemplo, enrolar, alternativamente,

�os met�alicos ou barbante, seja em forma de espirais

planas, seja em forma de bolas.
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