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Neste trabalho discutimos a abordagem feita para se estudar o conceito de camada limite usando
uma distribui�c~ao polinomial para o per�l de velocidade no escoamento de um uido em uma placa
plana e comparamos os resultados obtidos na literatura com um outro m�etodo onde a distribui�c~ao
de velocidade �e obtida atrav�es da s�erie de Taylor em torno da camada limite.

In this work we discuss the approach done to study the layer boundary concept using a polinomial
distribution for the velocity pro�le for the ow of a uid in a at plate and we compare the results
obtained in the literature with another method where the distribution of velocity is obtained trough
the series of Taylor around the boundary layer.

I Introdu�c~ao

Nos livros-textos de Mecânica dos Fluidos utiliza-
dos na gradua�c~ao, um assunto de especial relevância
para as Engenharias e a F��sica, trata sobre o escoa-
mento de uidos atrav�es de corpos submersos.

De uma maneira geral, os livros abordam inicial-
mente o conceito de camada limite, introduzido por
Prandtl[1], em 1904, que sugeriu que a an�alise do es-
coamento do uido, em torno do objeto, pudesse ser
feito em duas regi~oes: uma pr�oxima ao objeto onde os
efeitos do atrito s~ao muito importantes, e uma externa,
onde o atrito pode ser desprezado. O contorno que de-
limita estas regi~oes chama-se camada limite.

Assim, os livros abordam inicialmente o estudo do
escoamento do uido sobre uma placa plana, onde se
discute a forma�c~ao da camada limite. A an�alise qua-
litativa deste processo �e feita usando o conceito de li-
nha de corrente. Nas linhas adjacentes �a placa, apa-
rece uma for�ca de intera�c~ao entre o uido e a placa,
que produz uma redu�c~ao na velocidade de escoamento
destas linhas. Em virtude da diferen�ca de velocidade
entre estas linhas com as linhas de corrente adjacentes
do uido, ocorre o cisalhamento sobre um elemento de
uido tomado nesta regi~ao. A forma como ocorre o ci-
salhamento do uido est�a associada com a viscosidade
do uido.

�A medida que nos afastamos da placa, o cisalha-
mento diminui. O resultado �nal �e uma distribui�c~ao de
velocidade entre as linhas de corrente, tamb�em conhe-

cida como per�l de velocidade. A forma anal��tica exata
desta distribui�c~ao �e desconhecida e, por esta raz~ao, s~ao
utilizadas algumas express~oes aproximadas nos livros-
textos, que satisfazem as condi�c~oes de contorno do pro-
blema. �E assumido que a velocidade do uido, junto
�a placa �e nula. Esta �e a hip�otese do n~ao escorrega-
mento. A outra condi�c~ao assume que a velocidade do
uido, num ponto distante da placa, �e constante e igual
a velocidade do uido sem a placa.

Embora o procedimento adotado pelos livros-textos
seja muito utilizado, do ponto de vista did�atico, o aluno
perde a correla�c~ao existente entre os coe�cientes de seu
modelo matem�atico com as condi�c~oes de contorno do
problema.

Por outro lado podemos aplicar a s�erie de Taylor ao
per�l de velocidade em torno da camada limite, utili-
zando as mesmas condi�c~oes de contorno, comparando
os resultados com as express~oes dos livros.

Neste artigo ser�a feita uma discuss~ao sobre estas
metodologias para se obter o per�l de velocidade do
escoamento do uido atrav�es de uma placa plana.

Antecipando os resultados, observamos que a
solu�c~ao obtida usando a expans~ao em s�erie de Taylor
�e �unica para expans~oes de primeira e segunda ordem.
Nestas ordens de expans~ao, a express~ao �e v�alida para
camadas limites muito estreitas. Para expans~oes de ter-
ceira ordem ou superior, o resultado n~ao �e �unico, apre-
sentando in�nitas solu�c~oes dependentes dos valores dos
coe�cientes da s�erie de Taylor. O outro m�etodo, pelo
fato de ser polinomial n~ao apresenta restri�c~ao no resul-
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tado.

Por outro lado, observamos que os coe�cientes da
expans~ao est~ao relacionados com as condi�c~oes de con-
torno. Este fato permite ao aluno entender a de-
pendência dos coe�cientes do per�l de velocidade com
as condi�c~oes de contorno.

Finalmente, notamos que os per�s obtidos s~ao
idênticos na forma. Contudo devemos destacar que o
m�etodo da s�erie de Taylor imp~oe um regime de validade
para a aplica�c~ao do per�l de velocidade para camadas
limites estreitas enquanto que o m�etodo do polinômio
n~ao faz qualquer restri�c~ao.

O trabalho est�a organizado na seguinte forma: na
se�c~ao seguinte discutimos algumas considera�c~oes inici-
ais e apresentamos o modelo. Na �ultima se�c~ao apresen-
tamos as conclus~oes e resultados principais.

II Camada limite

As camadas do uido, num escoamento real, têm a
sua velocidade relativa �a placa v(y) afetada por tens~oes
de cisalhamento provocadas pelas intera�c~oes existentes
as part��culas do uido que percorrem distintas linhas de
corrente. De acordo com Prandtl, identi�camos uma
regi~ao na qual o uido pode ser tratado como ideal,
j�a que a velocidade relativa entre as linhas de corrente
�e a mesma, e uma outra regi~ao na qual a viscosidade
desempenha um papel fundamental.

Devido ao atrito existente entre o uido e a placa,
o escoamento da camada de uido diminui at�e parar.
Esta hip�otese do n~ao escorregamento do uido pres-
sup~oe que a velocidade da camada do uido na placa
�e nula v(0) = 0.Evidências experimentais comprovam
este fato[2].

�A medida que nos afastamos da placa a velocidade
do uido cresce rapidamente at�e atingir a velocidade
do escoamento inicial vo, a uma distância Æ da placa,
de�nindo a espessura da camada limite naquele ponto
da placa.

Nesta situa�c~ao a velocidade do uido �e idêntica a ve-
locidade de escoamento do uido fora da camada limite
v(Æ) = vo.

Alguns livros assumem que a varia�c~ao da velocidade,
na borda da camada limite �e desprez��vel,

@v

@y

����
y=Æ

= 0; (1)

utilizando tal equa�c~ao como condi�c~ao de contorno.
Contudo, devemos frisar que, em um estudo mais re-
alista, as condi�c~oes de contorno est~ao restritas ao es-
coamento do uido junto �a placa (v(0) = 0) e fora da
camada limite (v(Æ) = vo).

Tais resultados podem ser resumidos como mostra
a Figura 1.

Figura 1. Camada limite e o per�l de velocidade do uido.
As echas indicam a magnitude da velocidade do uido. A
linha curva e tracejada representa a camada limite. A linha
curva e cont��nua, que delimita as echas, expressa o per�l
de velocidade do uido.

Contudo, a forma exata do per�l da velocidade �e
desconhecida, sendo conhecido apenas os seus valores
num�ericos atrav�es da solu�c~ao de Blasius[3]. Em fun�c~ao
disto, alguns autores[3] escrevem o per�l de velocidade
como uma fun�c~ao polinomial.

Para um estudo inicial sobre a forma aproximada do
per�l de velocidade, os livros-textos assumem uma dis-
tribui�c~ao das velocidades como uma curva de segundo
grau na forma

v(y) = Ay2 +By + C; (2)

onde A e B s~ao determinadas pelas condi�c~oes de con-
torno j�a mencionadas.

Com as condi�c~oes de contorno impostas na Eq.2,
temos

vo = AÆ2 +BÆ; (3)

C = 0; (4)

e

2AÆ +B = 0: (5)

Com estes resultados, as constantes se escrevem

A = �
vo
Æ2

; (6)

e

B = 2
vo
Æ
; (7)

de forma que o per�l de velocidade �e dado por

v(y) = vo �
vo
Æ2

(Æ � y)2 : (8)

Observe que nesta dedu�c~ao o resultado �nal do per-
�l expressa a dependência da velocidade em fun�c~ao da
coordenada y e, �a primeira vista, a Eq.8 n~ao apresenta
de forma clara a dependência das condi�c~oes de contorno
no per�l de velocidade.

Para efeito comparativo iremos deduzir o per�l de
velocidade usando a s�erie de Taylor. Considere agora
uma expans~ao do per�l de velocidade em torno da ca-
mada limite, at�e a segunda ordem, conservando um
ponto �xo na placa, como mostra a Figura 2.
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Figura 2. Expans~ao do per�l de velocidade em torno de um
ponto da camada limite.

Assim

v(y) = vo +
dv

dy

����
y=Æ

(y � Æ) +
1

2

d2v

dy2

����
y=Æ

(y � Æ)2; (9)

Aplicando as condi�c~oes de contorno temos que o se-
gundo termo do lado direito da equa�c~ao acima �e nulo e
que, para y = 0,

v(0) = 0 = vo +
1

2

d2v

dy2

����
y=Æ

Æ2: (10)

Desta forma, temos que o per�l de velocidade �e dado
por

v(y) = vo �
vo
Æ2

(y � Æ)2 ; (11)

cujo resultado coincide com a express~ao obtida ante-
riormente na Eq. 8 usando o m�etodo do polinômio.
Contudo, a validade do resultado dado pela Eq.11 est�a
restrita a camadas limites estreitas, devido a ordem de
expans~ao considerada.

Por outro lado, truncando a s�erie at�e termos de ter-
ceira ordem e aplicando as mesmas condi�c~oes de con-
torno,

0 = vo +
1

2

d2v

dy2

����
y=Æ

Æ2 �
1

6

d3v

dy3

����
y=Æ

Æ3; (12)

o per�l de velocidade do uido se escreve

c

v(y) = vo +
Æ2

2

d2v

dy2

����
y=Æ

�y
Æ
� 1
�2

+

 
vo +

Æ2

2

d2v

dy2

����
y=Æ

!�y
Æ
� 1
�3

: (13)

Expandindo as potências e separando as express~oes em termos de potência de y=Æ o per�l se escreve

v(y) =

 
3vo +

Æ2

2

d2v

dy2

����
y=Æ

!
y

Æ
�

 
3vo + Æ2

d2v

dy2

����
y=Æ

!�y
Æ

�2
+

 
vo +

Æ2

2

d2v

dy2

����
y=Æ

!�y
Æ

�3
: (14)

d

Observe que com s�eries de terceira ordem ou supe-
riores o per�l de velocidade v(y) �e indeterminado, pois
depende do valor da segunda derivada da velocidade.
Desta forma, este tratamento têm validade para cama-
das limites estreitas se �e utilizada uma solu�c~ao exata.
Para ordens mais elevadas, a distribui�c~ao da velocidade
�ca indeterminada.

Contudo, Shames prop~oe uma solu�c~ao particular
para este caso de forma que termos da segunda ordem
sejam nulos[5]. Portanto, partindo da forma polino-
mial, o per�l de velocidade obtido �e

v(y) = vo

�
3y

2Æ
�

y3

2Æ3

�
: (15)

Este mesmo resultado �e obtido, partindo da Eq.14.
Desta forma, pelo fato do coe�ciente de segunda ordem

ser nulo, ent~ao

d2v

dy2

����
y=Æ

= �
3vo
Æ2

: (16)

Substituindo na express~ao, o per�l de velocidade re-
duz a

v(y) = vo

�
3y

2Æ
�

y3

2Æ3

�
: (17)

O resultado �e o mesmo que o obtido por Shames,
considerando um polinômio. Observe que em ambos
os casos estudados, as express~oes para a velocidade do
uido s~ao equivalentes, mostrando que os m�etodos s~ao
equivalentes. Contudo a abordagem feita utilizando
expans~ao em s�eries de Taylor para o per�l de veloci-
dade �e mais natural. Os coe�cientes apresentam um
conte�udo f��sico e matem�atico bem claro, ressaltando
que o limite de validade do per�l depende da ordem
de grandeza considerada. Para ordens elevadas, o per�l
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admite v�arias solu�c~oes e a solu�c~ao exata �e encontrada
para camadas limites estreitas.

III Conclus~oes

Neste trabalho, foi efetuado um estudo sobre a
abordagem utilizada nos livros sobre o conceito do per-
�l de velocidade para um uido escoando por uma placa
plana. A abordagem feita atrav�es da expans~ao do per�l
de velocidade em torno da camada limite, utilizando a
s�erie de Taylor, torna mais clara ao aluno, permitindo
que o mesmo avalie a validade da solu�c~ao obtida em
termos da ordem considerada. Termos de terceira or-
dem ou superior �cam indeterminadas. Para termos de
segunda ordem, a solu�c~ao �e exata. A escolha de fun�c~oes
polinomiais para o per�l de velocidade n~ao permite que
se tenha uma id�eia clara da rela�c~ao dos coe�cientes em
termos das condi�c~oes de contorno, al�em do que n~ao
imp~oe uma restri�c~ao sobre a validade deste tratamento,
induzindo o estudante a crer que �e v�alido para camadas
limites de qualquer tamanho.
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