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Apresentamos uma revis~ao, para alunos de f��sica e matem�atica, do problema da compatibilidade en-
tre a reversibilidade microsc�opica e a irreversibilidade macrosc�opica na mecânica estat��stica cl�assica.
Examinamos as obje�c~oes �a descri�c~ao mecânico-atom��stica da mat�eria proposta por Boltzmann e
como este, utilizando conceitos probabil��sticos, forneceu uma solu�c~ao l�ogicamente coerente e �sica-
mente satisfat�oria para elas. A apresenta�c~ao utiliza os conceitos necess�arios para uma compreens~ao
moderna da quest~ao, respeitando, na medida do poss��vel, o rigor f��sico e matem�atico.

We present a review, for physics and mathematics students, of the question of the compatibility
between microscopic reversibility and macroscopic irreversibility in Classical Statistical Mechanics.
We examine the objections to Boltzmann's mechanical-atomistic description of matter and how he
used probabilistic arguments to address these objections, which enabled him to obtain a logically
coherent and physically satisfactory resolution. Our presentation uses, in as rigorous a manner as
possible, the physical and mathematical concepts which are necessary for a modern understanding
of the question.

I Introdu�c~ao

Ao �nal do s�eculo XIX, a f��sica te�orica sustentava-
se em três pilares fundamentais: a mecânica, o ele-

tromagnetismo e a termodinâmica. Havia um senti-

mento de que a F��sica estava prestes a ser \comple-

tada", apesar das duas inquietantes \nuvens negras que
apareciam amea�cadoramente no horizonte", como no-

tara Lord Kelvin [50] em 1884. Como sabemos, ele

referia-se �as di�culdades levantadas pelos experimen-

tos de Michelson-Morley para a teoria da propaga�c~ao

de ondas eletromagn�eticas no �eter e ao problema da
cat�astrofe ultravioleta na teoria cl�assica da radia�c~ao de

corpo negro. Para seus contemporâneos, di�cilmente se

poderia prever que da an�alise destes problemas resulta-

riam, nas primeiras d�ecadas do s�eculo XX, as revolu�c~oes
relativ��stica e quântica, cujo impacto alteraria profun-

damente o panorama cient���co moderno.

Entretanto, na aparente calmaria, desenrolava-se

uma acirrada controv�ersia. Tratava-se da validade da

hip�otese atômica, ou seja, a id�eia de que a mat�eria

�e constitu��da de um grande n�umero de componentes

microsc�opicos elementares e discretos cuja intera�c~ao
m�utua e arranjo espacial resultaria nas propriedades e

caracter��sticas macrosc�opicas das diversas substâncias.

Sendo uma conjectura sobre a estrutura da mat�eria,

pode-se argumentar que este debate e seus desdobra-
mentos serviram como um prel�udio �as mudan�cas radi-

cais que estavam por vir.

O atomismo, em si, n~ao era exatamente uma
id�eia nova: suas origens remontam �as especula�c~oes

dos �l�osofos pr�e-socr�aticos, particularmente Dem�ocrito.

Por�em, apesar de hoje reconhecermos a realidade dos

�atomos como uma no�c~ao fundamental e experimental-
mente incontest�avel da ciência moderna, ela n~ao era de

forma alguma aceita por toda a comunidade cient���ca

�Os autores agradecem ao Prof. Cl�audio Landim pelas cr��ticas e sugest~oes.
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nas �ultimas d�ecadas do s�eculo XIX. Ela somente veio a

ser universalmente aceita no in��cio do s�eculo XX, como

parte integrante da F��sica, impulsionada pelo estudo da

estrutura da mat�eria.

A polêmica tamb�em n~ao era nova, uma vez que se

inseria na antiga quest~ao �los�o�ca acerca da rela�c~ao

cont��nuo/discreto, e seu papel na f��sica e na ma-
tem�atica [19]. Desta vez, a polêmica, impregnada de

um certo tom emocional incomum [8, 10], tinha como

expoentes o f��sico austr��aco Ludwig Boltzmann (1844-

1906) e o f��sico-qu��mico alem~ao Wilhelm Ostwald 1

(1853-1932). O primeiro defendia o ponto de vista
atômico-molecular, enquanto o segundo representava o

ponto de vista dos chamados \energeticistas" para os

quais a natureza consistia num continuum no qual a

energia era o \princ��pio" primordial.

Uma das raz~oes centrais da aspereza dos debates,

para al�em das idiossincrasias pessoais, era certamente

devida aos pontos de vista �los�o�co-epistemol�ogicos

irreconcili�aveis dos participantes. Em particular, os
energeticistas negavam a validade de se postular a

existência de entidades n~ao diretamente observ�aveis ou

mensur�aveis (como os �atomos, na �epoca) em uma teoria

f��sica. N~ao iremos nos aprofundar nestes aspectos de-
bate, ali�as totalmente decidido em favor de Boltzmann.

Observe-se, contudo, que mesmo no que concerne aos

aspectos pr�opriamente f��sico-matem�aticos, o resultado

da polêmica favoreceu Boltzmann ainda que, tragica-

mente, ele n~ao tenha testemunhado tal reconhecimento
em vida2.

Nesse artigo, pretendemos rever as obje�c~oes levan-

tadas contra o ponto de vista atômico-mecanicista de

Boltzmann e a solu�c~ao por ele formulada. Veremos que
esta solu�c~ao, assim como o esfor�co para compreendê-

la do ponto de vista f��sico-matem�atico rigoroso, envol-

veu id�eias muito frut��feras, inaugurando inclusive novas

�areas de pesquisa. De particular importância, tornou-se
cada vez mais claro e expl��cito a utiliza�c~ao de conceitos

probabil��sticos em F��sica, uma tendência que j�a vinha

se delineando ao longo da segunda metade do s�eculo

dezenove.

O plano do artigo �e o seguinte. Na se�c~ao 2, da-

mos um breve panorama do contexto hist�orico da con-

trov�ersia. Nas se�c~oes 3 e 4 descrevemos os modelos ma-

tem�aticos a partir dos quais tanto as obje�c~oes quanto

a solu�c~ao de Boltzmann podem ser claramente compre-

endidas. Finalmente, discutimos alguns aspectos re-

ferentes ao tratamento f��sico-matem�atico da mecânica

estat��stica fora-do-equil��brio.

II Contexto hist�orico

O debate sobre o atomismo se desenrolou no con-

texto da Teoria Cin�etica dos Gases, proposta como
o fundamento microsc�opico das leis fenomenol�ogicas

que descrevem o comportamento termodinâmico dos

gases. Essa teoria tinha como objetivo deduzir3 o

comportamento e propriedades macrosc�opicas dos ga-
ses e 
uidos a partir das leis fundamentais que re-

gem o movimento das part��culas componentes. Um

dos objetivos primordiais era o de fornecer, nestas ba-

ses, uma explica�c~ao para a tendência universal para o

equil��brio nesses sistemas como resultado das intera�c~oes
(e.g., colis~oes) entre os in�umeros �atomos componen-

tes. Por leis fundamentais se entendia, na �epoca,

as Leis da Mecânica Cl�assica de Newton ou sua

vers~ao Hamiltoniana4. Esse programa marca o in��cio
daMecânica Estat��stica (Cl�assica), disciplina que se

tornaria central na F��sica moderna, como o estudo das

conseq�uências da teoria atômica da mat�eria [53].

A Teoria Cin�etica teve uma hist�oria bastante con-

turbada desde o seu (re)in��cio no s�eculo XVII e atraiu
desde ent~ao os esfor�cos de diversos investigadores 5: Bo-

yle, Newton, Daniel Bernoulli, Euler, Laplace, Hera-

path, Waterson, Joule, Kr�onig, Clausius, Kelvin, Max-

well, Gibbs, Boltzmann, Loschmidt, Poincar�e, Zermelo,
Carath�eodory, Hilbert, Borel, Planck e Einstein, entre

outros. Antes de mais nada teve de enfrentar a con-

corrência de uma teoria rival e muito popular at�e mea-

dos do s�eculo XIX, na qual o calor era concebido como

um 
uido: o \cal�orico" 6. Esta teoria foi �nalmente
rejeitada ap�os os experimentos do Conde Rumford e

pela demonstra�c~ao do equivalente mecânico do calor

por Joule (1847).

Esta �ultima descoberta foi crucial para a teoria
mecânica do calor ao demonstrar claramente que a

energia t�ermica nada mais �e do que energia mecânica

(cin�etica) dos �atomos e mol�eculas. Ela corroborou

a id�eia da interconvertibilidade das diferentes formas

1Outros anti-atomistas foramMach, Duhem, Poincar�e e Planck. Este �ultimo, seguindo uma sugest~ao de Boltzmann e usando o m�etodo
estat��stico deste, conseguiu deduzir a lei da radia�c~ao de corpo negro (a distribui�c~ao de Planck) dando origem �a Teoria Quântica [22]. A
partir de 1900 Planck se tornara fervoroso atomista e defensor do ponto de vista boltzmanniano.

2Em 1905, um ano antes do suic��dio de Boltzmann, Albert Einstein forneceria uma evidência decisiva em favor da realidade dos
�atomos em seu trabalho sobre o movimento Browniano, utilizando as id�eias de Boltzmann [39]. Pode-se creditar ao trabalho e autoridade
de Planck e Einstein a ampla aceita�c~ao das id�eias de Boltzmann ap�os a sua morte, em 1906.

3Ao inv�es de apenas descrever, como na Termodinâmica.
4A Mecânica Quântica ainda n~ao havia surgido.
5Uma an�alise hist�orica e epistemol�ogica dos argumentos apresentados pelos f��sicos e matem�aticos que tomaram parte nas discuss~oes

sobre os fundamentos da teoria cin�etica dos gases e da mecânica estat��stica, ser�a publicada proximamente. Em particular, pretendemos
discutir as raz~oes que levaram aqueles cientistas a perceberem os problemas de fundamentos como paradoxos.

6Laplace chegou a escrever um tratado inteiro sobre os gases baseado nela.
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de energia, base da formula�c~ao do Princ��pio da Con-

serva�c~ao da Energia ou Primeira Lei da Termo-

dinâmica. Tamb�em de grande importância foi a for-

mula�c~ao por Clausius (1858) do conceito de \livre per-
curso m�edio", que explicava a disparidade entre as altas

velocidades das mol�eculas preditas pela interpreta�c~ao

mecânica, em compara�c~ao com o tempo de difus~ao dos

gases.
A raz~ao primordial da lenta aceita�c~ao da Teoria

Cin�etica talvez se deva ao fato de que os trabalhos

publicados na �epoca continham uma mistura de argu-

mentos mecânicos e certos argumentos probabil��sticos,

sendo estes �ultimos muitas vezes utilizados implicita-
mente [11]. Por exemplo, num trabalho de 1860 o f��sico

escocês James Clerk Maxwell (1831-1879) propunha

fundamentar a Teoria Cin�etica sobre \princ��pios estri-

tamente mecânicos" usando um modelo constitu��do de
um grande n�umero 7 de pequenas esferas r��gidas e per-

feitamente el�asticas (modelo de \bolas de bilhar") em

equil��brio num recipiente c�ubico de volume V . Entre-

tanto, Maxwell logo reconheceu a necessidade de empre-

gar argumentos estat��sticos para dar conta do grande
n�umero de colis~oes entre as part��culas do g�as.

Ao supor que, em equil��brio, as mol�eculas est~ao uni-

formemente distribu��das no espa�co e que as compo-

nentes da velocidade de cada mol�ecula s~ao vari�aveis
aleat�orias (independentes), Maxwell sugeriu a no�c~ao

de que as mol�eculas têm, em parte, um comportamento

aleat�orio. O uso de conceitos probabil��sticos, particu-

larmente em conex~ao com a Mecânica era uma proposta

ousada, ainda mais considerando-se que n~ao existia na
�epoca uma Teoria da Probabilidade propriamente dita.

Usando t�ecnicas elementares do C�alculo e argumentos

de simetria, Maxwell deduziu ent~ao a sua famosa distri-

bui�c~ao de velocidades em equil��brio 8, a chamada dis-
tribui�c~ao de Maxwell-Boltzmann:

feq(v) = n(
m

2�kT
)3=2e

� 1

2
m(v�v0)

2=kT
;

onde n �e o n�umero de part��culas por unidade de vo-

lume, m a massa de cada uma, v sua velocidade, T a
temperatura absoluta e k a constante de Boltzmann.

Na interpreta�c~ao f��sica, feq(v) d
3v �e o n�umero m�edio

de part��culas com velocidades num elemento de volume

d3v em torno de v no espa�co de velocidades.

Portanto, seN = nV �e o n�umero total de part��culas,
ent~ao (1=N)feq(�) �e uma densidade de probabili-

dade. Maxwell notou que ela tinha a mesma forma

da distribui�c~ao estat��stica dita normal (ou Gaussiana)

observada em diversos contextos. Por exemplo, ela
aparece na famosa \lei dos erros" de Gauss, ligada �a

dispers~ao ou 
utua�c~ao dos valores observados de uma

grandeza em um experimento envolvendo um grande

n�umero de medi�c~oes semelhantes 9.

Surge ent~ao uma interpreta�c~ao probabil��stica dos

parâmetros macrosc�opicos que de�nem o estado do g�as

ou 
uido em equil��brio: eles s~ao identi�cados como
m�edias estat��sticas, com respeito �a distribui�c~ao de

Maxwell-Boltzmann, de grandezas �sicamente relevan-

tes tais como densidade, velocidade, press~ao, energia,

etc, e que podem ser diretamente observadas. Uma ca-

racter��stica fundamental deste procedimento �e que ele
permite uma redu�c~ao dr�astica no n�umero de graus

de liberdade necess�arios para descrever o sistema. Isto

�e, ao fazer a conex~ao entre as descri�c~oes microsc�opica

e macrosc�opica, passa-se de cerca de 1023 graus de li-
berdade necess�arios para especi�car o microestado para

um n�umero da ordem das dezenas para especi�car o ma-

croestado correspondente 10. Essa �e uma conseq�uência

da Lei dos Grandes N�umeros (outro teorema fun-

damental da Teoria da Probabilidade, ver Apêndice.).

Entre os sucessos da Teoria Cin�etica na des-

cri�c~ao das propriedades dos gases em equil��brio ter-
modinâmico, podemos citar: a interpreta�c~ao atômico-

molecular da press~ao, a dedu�c~ao de equa�c~oes de es-

tado, a rela�c~ao entre temperatura e energia cin�etica,

express~oes para o calor espec���co e o teorema da equi-

parti�c~ao. Um resultado mais sutil, e que causou grande
impacto por ser n~ao-intuitivo, foi a con�rma�c~ao expe-

rimental da predi�c~ao por Maxwell de que viscosidade

seria independente da densidade, para gases dilu��dos.

Maxwell foi ainda mais al�em ao desenvolver em 1866

um m�etodo para analisar um g�as fora do equil��brio, che-

gando assim perto de obter uma equa�c~ao de evolu�c~ao

para a fun�c~ao de distribui�c~ao. Esta veio a ser proposta
em 1872 por Boltzmann. A equa�c~ao de Boltzmann (ou

de Maxwell-Boltzmann), base da teoria dos fenômenos

de transporte, �e dada, na ausência de for�cas externas,

por

@f

@t
(q;v; t) + v:rf(q;v; t) = Q(f; f) (1)

e descreve a evolu�c~ao temporal de f(q;v; t), que satis-

faz Z
V

d3q

Z
R3

d3v f(q;v; t) = N:

Assim, f(q;v; t) d3q d3v �e intepretado como o n�umero

m�edio de part��culas localizadas, no instante t, entre q
e q+ d3q e com velocidades entre v e v + d3v.

Boltzmann obteve esta equa�c~ao de forma heur��stica,
considerando a dinâmica de colis~ao dos �atomos. Ou

7H�a cerca de 2; 7:1019 mol�eculas em 1cm3 de g�as �a press~ao atmosf�erica e temperatura de 0Æ Celsius.
8Con�rmada experimentalmente em 1921 por O. Stern.
9Ou seja, trata-se de uma manifesta�c~ao do chamado Teorema Central do Limite em Teoria da Probabilidade; ver Apêndice.
10Por outro lado, os macroestados geralmente s~ao campos, isto �e, fun�c~oes do espa�co de do tempo sendo, portanto, vetores de in�nitas

componentes
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seja, trabalhou formalmente com os diversos procedi-

mentos matem�aticos e baseando-se em certas hip�oteses

f��sicas razo�aveis (expl��citas ou n~ao). Por exemplo, supôs

que apenas as colis~oes bin�arias entre as mol�eculas s~ao
relevantes, hip�otese justi�cada como sendo uma boa

aproxima�c~ao para o caso de um g�as dilu��do (i.e., de

baixa densidade) 11. Fazendo ent~ao uma balan�co do


uxo de mol�eculas numa regi~ao in�nitesimal do espa�co
ele obteve, �a esquerda da equa�c~ao, os chamados termos

de \arrasto", enquanto o funcional quadr�atico Q(f; f),

chamado termo de colis~ao, condensa os efeitos das co-

lis~oes bin�arias entre as mol�eculas do g�as [52, 16].

A equa�c~ao de Boltzmann �e uma equa�c~ao integro-

diferencial n~ao-linear �a qual deve ser acrescentada as

condi�c~oes inicial e de contorno adequadas. Sua an�alise

matem�atica rigorosa �e extremamente dif��cil e tem uma
longa hist�oria. De fato, �e parte da quest~ao que trata

dos fundamentos axiom�aticos da F��sica, inclu��da pelo

matem�atico alem~ao David Hilbert na sua famosa lista

de 23 Problemas propostos por ocasi~ao do IIÆ Congresso

Internacional de Matem�atica realizado em Paris (1900).
No Sexto Problema de Hilbert [54] pede-se, entre outras

coisas:

\Tratar [...], por meio de axiomas, aquelas
ciências f��sicas nas quais a matem�atica tem

um um importante papel; acima de tudo, a

teoria da probabilidade e a mecânica".

O problema geral da existência e unicidade de
solu�c~oes ainda n~ao est�a completamente resolvido ape-

sar dos grandes avan�cos recentes, particularmente o te-

orema de existência de DiPerna-Lions (1989)[11].

Uma quest~ao fundamental da moderna mecânica es-

tat��stica fora-do-equil��brio �e a da validade da equa�c~ao

de Boltzmann, isto �e, elucidar em que sentido e sob

quais condi�c~oes ela pode ser deduzida rigorosamente

a partir da dinâmica newtoniana, em um certo limite
adequado. Este problema, um dos mais dif��ceis da

f��sica-matem�atica, ainda permanece em aberto. Por�em,

como discutiremos na �ultima se�c~ao, um resultado po-

sitivo importante nessa dire�c~ao foi obtido em 1975 por
Oscar Lanford [13, 32]. Apesar de restrito a um g�as

dilu��do e v�alido para tempos de evolu�c~ao extremamente

curtos, �e a primeira dedu�c~ao matem�aticamente rigorosa

da equa�c~ao de Boltzmann a partir da mecânica.

II.1. O Teorema-H

Naquele mesmo trabalho, Boltzmann obteve uma

importante conseq�uência de sua equa�c~ao. Al�em de mos-
trar que a solu�c~ao estacion�aria e homogênea corres-

ponde �a distribui�c~ao de equil��brio canônica (a distri-

bui�c~ao de Maxwell-Boltzmann mencionada acima), ele

\deduz" o famoso Teorema-H. Isto �e, de�nindo o cha-

mado funcional H

H[ft] =
Z
V

d3q

Z
R3

d3vf(q;v; t) log f(q;v; t);

ele mostra que, se f(q;v; t) = ft(q;v) �e uma solu�c~ao da

equa�c~ao de Boltzmann, ent~ao dH[ft]
dt � 0; sendo a desi-

gualdade estrita a menos que ft seja a distribui�c~ao de

Maxwell (ver [10]). Em particular, no caso homogêneo

(i.e., f independente de q) tem-se que
dH[ft]
dt

< 0, a

menos que f seja a distribui�c~ao de Maxwell-Boltzmann.

Sob certas hip�oteses t�ecnicas adicionais, pode-se

mostrar que H[ft] �e limitada inferiormente para todo

t. Ent~ao, sendo uma fun�c~ao mon�otona decrescente em

t e limitada inferiormente, converge quando t ! +1.
Portanto, �e bastante plaus��vel que tenhamos

lim
t!1

f(v; t) = f0(v):

Em outras palavras, o Teorema-H sugere que as

solu�c~oes da equa�c~ao de Boltzmann convergem para a

distribui�c~ao de Maxwell-Boltzmann para tempos su-
�cientemente grandes. Assim, essa seria a primeira

dedu�c~ao, a partir de primeiros princ��pios, da tendência

universal dos sistemas termodinâmicos isolados con-

vergirem para um estado de equil��brio 12. Al�em do

mais, observando que para um g�as ideal em equil��brio,
a entropia termodinâmica S �e (aproximadamente) pro-

porcional a �H, Boltzmann prop~oe, ousadamente, que

tamb�em fora-do-equil��brio valha

S(t) = �kH[ft]:

Dessa forma, o Teorema-H parece fornecer uma jus-

ti�ca�c~ao mecânica para a Segunda Lei da Termo-

dinâmica na forma

dS(t)

dt
� 0:

O mecanismo respons�avel pelo relaxamento ao
equil��brio e o concomitante aumento da entropia seria

creditado �as in�umeras colis~oes entre as mol�eculas.

Do ponto de vista da f��sica-matem�atica moderna,

o \Teorema-H", da maneira como foi obtido original-
mente por Boltzmann, deixa muito a desejar. Por um

lado, as v�arias manipula�c~oes formais feitas sem o de-

vido cuidado devem ser corrigidas sob certas hip�oteses

t�ecnicas adicionais. Por�em, mesmo supondo que seja

poss��vel deduzir rigorosamente a equa�c~ao de Boltzmann
a partir da dinâmica newtoniana, o Teorema-H pres-

sup~oe a existência e unicidade de solu�c~oes da equa�c~ao, o

que, como mencionamos anteriormente, �e um problema

11A inevitabilidade de ter-se que considerar colis~oes m�ultiplas no caso de gases n~ao-dilu��dos di�culta tremendamente a an�alise ma-
tem�atica do problema [9].

12A existência do estado de equil��brio �e o que postula a Lei Zero da Termodinâmica
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nada trivial. Tendo em conta, por�em, que Boltzmann

n~ao dispunha das ferramentas matem�aticas que existem

hoje (e que ainda assim n~ao d~ao conta de forma satis-

fat�oria dos problemas t�ecnicos envolvidos) seus resulta-
dos s~ao, sem a menor d�uvida, um dos grandes triunfos

da F��sica.

Entretanto, na �epoca de sua publica�c~ao, tais re-
sultados atra��ram cr��ticas ferrenhas. Estas aponta-

vam para a aparente contradi�c~ao de se obter, a par-

tir da dinâmica newtoniana revers��vel, um comporta-

mento macrosc�opico irrevers��vel: o chamado \problema

da irreversibilidade". Dizer que a dinâmica newtoni-
ana �e revers��vel signi�ca que, se seguirmos a evolu�c~ao

de um sistema isolado de part��culas durante um inter-

valo de tempo � > 0, e ent~ao invertermos exata e ins-

tantâneamente as velocidades de todas as part��culas,
deixando em seguida o sistema evoluir livremente du-

rante outro intervalo de tempo � , o sistema retornaria

(ap�os o intervalo 2�) ao estado original, mas com todas

as velocidades invertidas.

Contudo, sistemas macrosc�opicos geralmente exi-

bem um comportamento irrevers��vel. Por exemplo, um

g�as se difunde espontâneamente por todo um volume

a partir de uma concentra�c~ao inicialmente localizada
em uma pequena regi~ao (via equa�c~ao de difus~ao), ao

passo que o oposto nunca ocorre (espontâneamente); o

atrito ou viscosidade agem sempre contra o movimento

e nunca a favor, etc. Portanto, uma dedu�c~ao direta de

equa�c~oes que descrevem processos macrosc�opicos irre-
vers��veis n~ao deve ser poss��vel.

De fato, uma das suposi�c~oes impl��citamente utili-

zadas por Boltzmann na sua dedu�c~ao, �e a chamada
hip�otese do caos molecular 13, como havia ob-

servado o f��sico inglês S. H. Burbury em 1894 14.

Batizada pelos Ehrenfests de Stosszahlansatz (ou

\Hip�otese sobre o n�umero de colis~oes"), trata-se de

uma hip�otese sobre as condi�c~oes iniciais da dinâmica
microsc�opica dos choques, postulando que as velocida-

des das part��culas imediatamente antes dos choques

s~ao n~ao-correlacionadas. Essa hip�otese foi criticada

como sendo uma introdu�c~ao ad hoc de \uma suposi�c~ao
n~ao-mecânica" [52] que \destr�oi" a reversibilidade da

evolu�c~ao newtoniana, o que invalidaria toda a an�alise

mecanicista de Boltzmann.

Curiosamente, por si s�o, tal hip�otese de forma al-

guma invalida a proposta de Boltzmann e este �e um

ponto freq�uentemente ignorado [41]. De fato, n~ao h�a

nenhuma contradi�c~ao l�ogica entre a reversibilidade

das leis da mecânica (ou das leis b�asicas da F��sica)
e a existência de fenômenos irrevers��veis. Isso por-

que uma evolu�c~ao dinâmica s�o �e completamente espe-

ci�cada uma vez dadas as leis dinâmicas (no caso as

equa�c~oes de Newton) juntamente com as condi�c~oes

iniciais [4], sendo estas �ultimas parte integrante da

formula�c~ao da mecânica. As leis da mecânica s~ao,

portanto, compat��veis com diversas evolu�c~oes, depen-

dendo das condi�c~oes iniciais.

Desta forma, a difus~ao por todo o ambiente de um

perfume contido num frasco aberto, assim como sua

concentra�c~ao espontânea do ambiente para o frasco,
s~ao ambas, em princ��pio, compat��veis com as leis da

mecânica. �E claro que esta segunda evolu�c~ao parece

violar a Segunda Lei da Termodinâmica, mas deve-

mos recordar que esta �e uma lei macrosc�opica, v�alida
para sistemas compostos por um enorme n�umero de

part��culas. Essa disparidade de escalas �e um outro

ingrediente necess�ario para fundamentar uma dedu�c~ao

rigorosa da termodinâmica e da hidrodinâmica a partir

da mecânica. Est�a tamb�em na base da resposta de Bol-
tzmann �as outras obje�c~oes ao seu trabalho, conhecidas

como o \paradoxo da reversibilidade" de Loschmidt e

o \paradoxo da recorrência" de Zermelo-Poincar�e.

Em suma, um programa para implementar as id�eias

de Boltzmann poderia ser resumido da seguinte forma:

mostrar, para uma ampla classe de condi�c~oes inici-

ais, isto �e, que constituem um conjunto \t��pico" (com

respeito a uma certa distribui�c~ao de probabilidade)
de con�gura�c~oes no espa�co de fase, que as grandezas

dinâmicas �sicamente relevantes satisfazem �as equa�c~oes

macrosc�opicas (e.g., hidrodinâmicas) conhecidas, com

probabilidade pr�oxima de um num certo limite quando
o n�umero de part��culas �e su�cientemente grande. Dis-

cutiremos mais adiante as diversas no�c~oes a�� envolvidas.
�E verdade que ainda hoje este programa est�a longe

de ser plenamente realizado, pelo menos no estado atual

do conhecimento matem�atico. Devemos mencionar,

contudo, que alguns progressos signi�cativos e encora-

jadores foram obtidos nas �ultimas d�ecadas [2, 15, 55],

o que mostra a fecundidade das id�eias de Boltzmann
sobre o reducionismo, o atomismo e a mecânica.

III Reversibilidade e irreversi-

bilidade

III.1 Preliminares

As leis fundamentais da F��sica, e.g., da Mecânica

Cl�assica, da Mecânica Quântica e do Eletromagne-

tismo, s~ao revers��veis no sentido (informal) de que a

toda evolu�c~ao partindo de um certo estado inicial e

atingindo um certo estado �nal (de acordo com as leis
de movimento em quest~ao), corresponde (num sentido

a ser especi�cado) a uma outra evolu�c~ao (obedecendo

portanto �as mesmas leis de movimento), a qual, par-

tindo desse estado �nal retorna �aquele estado inicial.

13Express~ao cunhada pelo f��sico James Jeans.
14Ao cabo de um longo debate entre Boltzmann e um grupo de cientistas britânicos, em torno da Segunda Lei da Termodinâmica [10].
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Pictoricamente, isso signi�ca que \passar um �lme" da

evolu�c~ao de tr�as para diante gera uma outra evolu�c~ao

t~ao leg��tima quanto a primeira.

Notemos que isso n~ao est�a relacionado com a no�c~ao
de \voltar no tempo". Em ambos os casos, o sistema

evolui no tempo. Ou seja, a propriedade de anisotropia

passado-futuro, as vezes chamada de \
echa do tempo",

�e aceita aqui como um dado objetivo da natureza 15

e considerada um pressuposto b�asico da F��sica, e n~ao

como um objeto de estudo per se 16. A prop�osito, a

id�eia de que a Segunda Lei da Termodinâmica seria

a base f��sica da anisotropia temporal �e insustent�avel.

Entre outras coisas �e um argumento circular. A�nal, a
entropia cresce com o tempo [28].

Suponha que registr�assemos o movimento de, di-

gamos, três part��culas r��gidas (sem estrutura interna)

sofrendo choques el�asticos, e observ�assemos ent~ao o

movimento \de tr�as para diante". Nada notar��amos
de surpreendente: o movimento �e poss��vel nas duas

\dire�c~oes" 17. No jarg~ao dos f��sicos, a�rma-se que tal

evolu�c~ao �e \sim�etrica ou invariante sob revers~ao tem-

poral".

Por outro lado, os fenômenos macrosc�opicos, que

envolvem um grande n�umero de componentes mi-

crosc�opicos, s~ao geralmente irrevers��veis. S~ao os

fenômenos envolvendo atrito, viscosidade, difus~ao,

condu�c~ao de calor, etc, cujas leis fenomenol�ogicas n~ao
s~ao sim�etricas sob revers~ao temporal. De fato, o atrito

e a viscosidade nunca agem a favor mas sempre contra

o movimento e o escoamento; se dois corpos s~ao pos-

tos em contato o calor 
ui sempre do corpo com maior
temperatura para o de menor temperatura; um copo

ap�os cair de uma mesa e se espatifar no ch~ao nunca se

recomp~oe espontâneamente e pula de volta para a mesa

intacto; um g�as se difunde de uma regi~ao de maior con-

centra�c~ao para uma regi~ao de concentra�c~ao menor; etc.
Essa unidirecionalidade da evolu�c~ao de sistemas ma-

crosc�opicos �e essencialmente o signi�cado da Segunda

Lei da Termodinâmica.

Historicamente, a Segunda Lei da Termodinâmica
tem suas origens no ensaio de Sadi Carnot (1824) so-

bre a e�ciência das m�aquinas a vapor. A primeira for-

mula�c~ao moderna deve-se a Rudolf Clausius, em 1850.

Em 1852, Thompson formula o seu \Princ��pio da Dis-

sipa�c~ao", que a�rma a existência de uma \tendência

universal na natureza de dissipar a energia mecânica".

As conseq�uências deste princ��pio foram elaboradas por

Helmholtz e particularmente por Clausius que, em 1854
introduz do conceito de entropia [6].

A Segunda Lei tem duas partes: uma revers��vel e

outra irrevers��vel. Na primeira, postula-se a existência

de um fator integrante 1=T para a quantidade de ca-
lor dQ extra��da ou absorvida de forma revers��vel por

uma substância �a temperatura absoluta T . Dessa forma

dQ=T = dS �e a uma diferencial exata de uma fun�c~ao

de estado S, a entropia 18. A segunda parte a�rma
que, em sistemas termicamente isolados, a varia�c~ao de

entropia nunca �e negativa 19.

A tendência �a equaliza�c~ao das diferen�cas de tem-

peratura e a inelut�avel transforma�c~ao de toda energia
em calor, foi eloq�uentemente sublinhada por Clausius

(1868) em uma palestra p�ublica sobre as conseq�uencias

c�osmicas da Segunda Lei, na qual descreve a \morte

t�ermica" do universo:

\ �A medida que o universo se aproxima cada

vez mais desta condi�c~ao limite em que a en-

tropia �e m�axima, menores s~ao as oportu-

nidades de ocorrência de mudan�cas; e su-

pondo que esta condi�c~ao seja �nalmente

atingida, nenhuma mudan�ca poder�a jamais

ocorrer, e o universo estaria num estado de

morte inalter�avel."

A perspectiva sombria da degenera�c~ao �nal do uni-

verso causou mal estar entre alguns contemporâneos 20,
levando eventualmente ao questionamento do signi�-

cado e da pr�opria validade da Segunda Lei. Nesse sen-

tido, em discuss~oes com P. G. Tait e W. Thompson,

Maxwell (1867) introduz pela primeira vez o seu famoso

\demônio": um pequeno ser imagin�ario capaz de violar
a Segunda Lei. Ele o faz controlando uma portinhola

(sem atrito) na parede que separa dois compartimentos

de um recipiente contendo um g�as a diferentes tempe-

raturas. Com seu poder sobrehumano de seguir o mo-
vimento de cada mol�ecula do g�as, o demônio de Max-

well permite a passagem de mol�eculas r�apidas do g�as

mais frio para o lado mais quente e as lentas no sentido

oposto, aumentando assim o gradiente de temperatura.

15Ao contr�ario de alguns �l�osofos que a tomam como uma ilus~ao imposta pelos sentidos ou tendo natureza puramente psicol�ogica [41].
16A rigor o tempo �e um conceito que pertence �a protof��sica, disciplina que estuda os pressupostos mais fundamentais da F��sica [7].
17O mesmo vale para o movimento de um sistema planet�ario descrito como um sistema de esferas r��gidas sujeitas �as Leis de Newton

e �a gravita�c~ao, i.e., excluindo os eventos de sua hist�oria formativa, assim como os efeitos de longo prazo, quando os efeitos dissipativos
acumulados n~ao s~ao desprez��veis.

18Para uma discuss~ao recente, onde a existência da entropia �e deduzida a partir de uma rela�c~ao de \acessibilidade" entre estados de
equil��brio, ver [34] do sistema. Para um tratamento cl�assico, ver [47, 40].

19Processos reais sempre envolvem alguma dissipa�c~ao. Portanto, a rigor, os processos revers��veis s~ao idealiza�c~oes, em se concebe o
sistema evoluindo de forma in�nitamente lenta (processos \quase-est�aticos") de forma a estar sempre em equil��brio. Por�em, sendo a
entropia uma fun�c~ao de estado do sistema, sua varia�c~ao entre dois estados de equil��brio depende apenas destes estados e n~ao do processo
que os liga. Logo, a�m de determinar esta varia�c~ao, podemos fazer o c�alculo imaginando um processo revers��vel com aqueles estados
�nal e inicial [1].

20A�nal, o s�eculo XIX era o \s�eculo do progresso" e do otimismo no futuro.
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Apesar da impossibilidade f��sica da existência de ser

t~ao complexo, a id�eia de Maxwell �e de que a Segunda

Lei n~ao �e necessariamente v�alida na escala microsc�opica

devido as 
utua�c~oes de velocidade das mol�eculas em
torno do valor m�edio. Tais 
utua�c~oes tornam-se des-

prez��veis quanto maior o n�umero de mol�eculas conside-

rado, uma conseq�uencia do Teorema Central do Limite

(ver Apêndice).

II.2 Um modelo matem�atico

Como veremos, as obje�c~oes ao programa mecani-

cista de Boltzmann para a fundamenta�c~ao da Segunda

Lei eram em parte motivadas por quest~oes �los�o�cas.

Por�em, as cr��ticas eram t�ecnicas e portanto, a�m de

discuti-las com mais clareza assim como para compre-
ender a solu�c~ao de Boltzmann, vamos explicitar alguns

modelos matem�aticos micro e macrosc�opicos para des-

crever o experimento protot��pico de um processo irre-

vers��vel: a expans~ao livre de um g�as.
Imaginemos um recipiente termicamente isolado e

contendo duas câmaras idênticas separadas por uma

membrana. Numa das câmaras �e feito v�acuo e na ou-

tra encontra-se um g�as em equil��brio. Se removemos

a membrana a distribui�c~ao das mol�eculas, agora al-
tamente inhomogênea, evolui no tempo at�e que o g�as

atinge um novo estado de equil��brio caracterizado por

uma densidade homogênea em todo o recipiente.

a b

c d

Figura 1. Difus~ao do g�as.

Este fenômeno de transporte difusivo �e irrevers��vel
j�a que nunca se observa o retorno espontâneo do g�as �a
situa�c~ao inicial, isto �e, na qual ele se concentrava numa
das câmaras. Idealmente, a mecânica estat��stica de sis-
temas fora-do-equil��brio deveria ser capaz de explicar
este fenômeno, apesar de que no momento ainda esteja
longe disso.

O modelo microsc�opico

Para um g�as (ou 
uido) cl�assico o modelo mi-
crosc�opico que adotamos �e o da mecânica Hamiltoniana

de n part��culas idênticas e sem estrutura interna. No-
temos que �e a partir deste modelo cl�assico simpli�cado
que se pretende obter o comportamento macrosc�opico
de gases ou 
uidos. Como observou o f��sico J. Lebo-
witz [33],

\Por que esta descri�c~ao cl�assica grosseira
(uma vers~ao re�nada daquela proposta pelos
antigos �l�osofos gregos) fornece predi�c~oes
n~ao apenas qualitativamente corretas, mas
em muitos casos, altamente precisas, est�a
longe de ser claro para mim {mas esta �e
uma outra est�oria ou artigo."

Seja � � R
3 um volume limitado. O estado do sis-

tema (ou microestado),

(q; p) � �(q1;p1); : : : ; (qn;pn)�;
�e especi�cado, em cada instante, pelas posi�c~oes qi 2 �
e momenta pi = mvi 2 R

3 , i = 1; : : : ; n de todas as
part��culas (onde m �e a massa e vi a velocidade de cada
uma). O espa�co 6n-dimensional � = (� � R

3 )n �e cha-
mado de espa�co de fase do sistema. A lei de evolu�c~ao
(ou, a dinâmica) �e de�nida pelas equa�c~oes de Hamilton:

_qi = rpi
H(p; q) ; _pi = �rqiH(p; q);

onde H = H(q; p) �e a fun�c~ao Hamiltoniana. Esta re-
presenta a energia total do sistema, dada por

H(q; p) =

nX
i=1

p2i
2m

+
X
i6=j

U(jqi � qj j)+

nX
i=1

V (qi):

A primeira soma �e a energia cin�etica total, a segunda a
energia potencial de intera�c~ao entre pares de part��culas
e a terceira a energia potencial de intera�c~ao com cam-
pos externos, incluindo as paredes do recipiente.

Dada uma condi�c~ao inicial (q0; p0) 2 �, os teore-
mas de existência e unicidade para sistemas de equa�c~oes
diferenciais ordin�arias garantem que as equa�c~oes de
Hamilton têm solu�c~ao �unica 21 q(t) = q(q0; p0; t) e
p(t) = p(q0; p0; t), para �1 < t < +1, com q(t0) = q0
e p(t0) = p0.

Geometricamente, a cole�c~ao f(q(t); p(t)) : t 2 Rg
descreve a trajet�oria ou �orbita do sistema em �, pas-
sando pelo ponto (q0; p0) no instante t0. Assim, se (q; p)
�e o estado do sistema em t0 = 0, ent~ao (q(t); p(t)) =
Tt(q; p) �e o estado do sistema no instante t > 0, com
Tt : �! � a transforma�c~ao dinâmica sobre �.

Se Tt for uma bije�c~ao para todo t 2 R, tal que
8>>>><
>>>>:

T0 = 1

Tt ÆTs = Tt+s 8t; s 2 R

T�t = T�1t ;

21A menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula de condi�c~oes iniciais [48].
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ent~ao, na linguagem da Teoria dos Sistemas Dinâmicos,
diz-se que (Tt : t 2 R) �e um 
uxo (i.e., um grupo de
transforma�c~oes a um parâmetro) associado ao sistema.
Caso seja apenas um semi-grupo, diz-se que (Tt; t � 0)
�e um semi-
uxo.

Em geral, um sistema dinâmico num espa�co de es-
tados 
 �e de�nido por uma lei de evolu�c~ao:

_x(t) = X(x(t));

com X : 
 ! 
. Normalmente, o espa�co de esta-
dos 
 �e munido de alguma estrutura de variedade dife-
renci�avel ou de espa�co de medida, assim como se imp~oe
restri�c~oes sobre o campoX(�) a �m de poder-se associar
um 
uxo[1, 29].

Uma propriedade fundamental dos 
uxos Hamilto-
nianos �e o conhecido Teorema de Liouville [1] que
a�rma que o 
uxo Hamiltoniano preserva volumes no
espa�co de fase. Lembrando que T�1t A = fx 2 � :
Tt(x) 2 Ag �e o conjunto dos estados que s~ao levados
em A num intervalo de tempo t pela dinâmica, temos:

Teorema 1 Seja A � � um subconjunto mensur�avel e
seja � a medida de Liouville (i.e., a medida de Lebesgue
ou volume no espa�co de fase), de�nida por

�(A) =

Z
A

d3q1 : : : d
3qn d

3p1 : : : d
3pn:

Ent~ao � �e invariante sob o 
uxo Hamiltoniano (Tt),
isto �e

�(T�1t A) = �(A):

Em um sistema isolado a energia total �e conservada.
As trajet�orias permanecem, ent~ao, sobre o conjunto
de n��vel de energia constante E, dado por H�1(E) =
f(q; p) 2 � : H(q; p) = Eg. Para sistemas com Hamil-
tonianas do tipo acima, H�1(E) de�ne uma superf��cie
(6n�1)-dimensional bem comportada e, no caso de um
g�as num recipiente, limitada. De fato, a energia total
sendo constante, implica que para cada i = 1; : : : ; n,

0 � p2i < (2mE):

Como o volume do recipiente �e �nito,

0 � jqij < L:

Sendo uma superf��cie, seu volume 6n-dimensional
no espa�co de fase �e nulo. Entretanto, a medida de Li-
ouville induz sobre H�1(E) uma medida �E dada por

�E(B) =

Z
B

d�

jjrH jj ;

onde d� �e o elemento de superf��cie e B um subconjunto
mensur�avel de H�1(E). Esta medida, tamb�em invari-
ante sob o 
uxo Hamiltoniano na superf��cie, chama-se
distribui�c~ao microcanônica.

Uma fun�c~ao real M : � ! R, no espa�co de fase �e
chamada de \vari�avel ou fun�c~ao dinâmica". Exemplos
s~ao a Hamiltoniana H(q; p) e os pr�oprios q's e p's. O

conjunto das vari�aveis dinâmicas �e muito vasto e geral-
mente �e necess�ario impor algum tipo de restri�c~ao sobre
ele.

De posse dos conceitos acima expostos, podemos
precisar a no�c~ao de um \funcional-H" associado �a
dinâmica.

De�ni�c~ao III.1 Um funcional-H associado �a um sis-
tema dinâmico com 
uxo (Tt : t 2 R) �e uma vari�avel
dinâmica H : 
 ! R tal que, para cada x, a fun�c~ao
t ! H(Tt(x)) �e estritamente decrescente, desde que
t! Tt(x) n~ao seja constante.

Notemos que para um 
uxo temos, por de�ni�c~ao,
que Tt Æ T�t = 1 (operador identidade). �E geral-
mente a essa propriedade que se referem muitos livros-
texto quando a�rmam que um sistema �e \revers��vel"
ou \invariante por invers~ao temporal". Mas essa no�c~ao
�e muito geral para ser �util na discuss~ao sobre reversi-
bilidade. De fato, a dinâmica associada a um sistema
autônomo t��pico de equa�c~oes diferenciais ordin�arias sa-
tisfaz essa propriedade. Assim, qualquer fun�c~ao de
Lyapunov estrita serviria como um \funcional-H" para
estes sistemas, mostrando que a no�c~ao de reversibili-
dade por invers~ao temporal acima �e compat��vel com
a existência de funcionais-H. Por outro lado, existem

uxos que exibem comportamentos que gostar��amos de
identi�car como irrevers��veis, por exemplo quando ad-
mitem pontos de equil��brio para os quais convergem
quando t!1.

A de�ni�c~ao que parece ser a mais adequada, ao me-
nos para sistemas hamiltonianos, �e a seguinte.

De�ni�c~ao III.2 Seja S : 
! 
 tal que S2 = 1. Uma
dinâmica Tt �e dita S-revers��vel quando, para todo t,

Tt Æ S ÆTt = S:

O exemplo fundamental para sistemas mecânicos
Hamiltonianos envolve o operador \invers~ao de velo-
cidades":

S
�
(q1;p1); : : : ; (qn;pn)

�
=
�
(q1;�p1); : : : ;

(qn;�pn)
�
:

Nesse caso, S-reversibilidade signi�ca que, se inverter-
mos as velocidades de todas as part��culas no instante
t e deixarmos ent~ao o sistema evoluir durante um in-
tervalo de tempo t, o sistema volta ao estado inicial
(t = 0), exceto que agora com as velocidades inver-
tidas. Essa �e exatamente a id�eia de \passar um �lme
de tr�as para diante". �E esse o sentido da a�rma�c~ao:
os sistemas Hamiltonianos s~ao revers��veis. Em outras
palavras, dada uma solu�c~ao das equa�c~oes de Hamilton,
existe outra solu�c~ao obtida por revers~ao de velocidades.

A rela�c~ao entre S-reversibilidade e a existência de
um funcional-H �e dada pelo seguinte resultado [30].

Teorema 2 Se uma evolu�c~ao (Tt) admite um
funcional-H que �e S-invariante (i.e., tal que H(Sx) =
H(x), 8x 2 
), ent~ao (Tt) n~ao �e S-revers��vel.
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Demonstra�c~ao: Suponha que fosse poss��vel ter-
mos (Tt Æ S ÆTt)(x) = S(x), 8x 2 
. Ent~ao,

H(x) = H�(Tt Æ S ÆTt)(x)
�
< H�(S ÆTt)(x)

�
=

H(Tt(x)) < H(x);
que �e uma contradi�c~ao.

Considere o seguinte exemplo devido a W. Thir-
ring [13].


 = R
2 , Tt(q; p) = (q � pt; p), S(q; p) = (q;�p),

ou seja, uma part��cula livre em dimens~ao um. Esse �e
um 
uxo Hamiltoniano S-revers��vel. Se H(q; p) = q:p,
ent~ao

H�Tt(q; p)
�
= (q � pt):p = q:p� p2t =

H(q; p)� p2t < H(q; p);
para p 6= 0 e t > 0. Logo o sistema admite um
funcional-H, que n~ao �e S-invariante.
III.2.2 O modelo macrosc�opico

Em contraste com a descri�c~ao microsc�opica, que en-
volve da ordem de 1023 graus de liberdade, a descri�c~ao
macrosc�opica de um g�as ou 
uido �e geralmente carac-
terizada por um pequeno n�umero de grandezas ma-
crosc�opicas, que satisfazem certas equa�c~oes de evolu�c~ao.
Por exemplo, no caso do nosso g�as, seu comportamento
�e razo�avelmente descrito pela equa�c~ao de difus~ao para
a densidade �(r; t):

@�

@t
(r; t) = r:

�
D
�
�(r; t)

�
:r�(r; t)

�
;

onde D �e o tensor de difus~ao, para condi�c~oes iniciais
e de contorno adequadas. Acontece que esse tipo de
equa�c~ao n~ao �e revers��vel no sentido que vimos discu-
tindo.

Mais concretamente, consideremos por exemplo a
equa�c~ao de difus~ao cl�assica

@�

@t
(r; t) = D��(r; t);

onde D > 0 �e chamado de coe�ciente de difus~ao. Esta
equa�c~ao diferencial parcial linear parab�olica apareceu
inicialmente no trabalho do matem�atico francês J. B.
J. Fourier (1819) sobre a condutividade t�ermica de
substâncias22. Naquele contexto, ao inv�es da densidade
�(�; �) estuda-se a distribui�c~ao de temperaturas T (�; �) e
por isso ela �e conhecida tamb�em como a equa�c~ao do
calor.

A irreversibilidade surge da seguinte forma. Seja
� 2 R3 o interior do recipiente e @� sua fronteira. Do
ponto de vista matem�atico queremos resolver o seguinte
problema de Neumann homogêneo:

Achar uma fun�c~ao �(r; t) : ��� [0;+1) !
R, satisfazendo:

8>>>>><
>>>>>:

@�

@t
(r; t) = D��(r; t) em �� (0;+1)

r�(r; t):n(r) = 0 em @�� (0;+1)

�(r; 0) = �0(r) em ��:

Acontece que a solu�c~ao �(�; t) �e uma fun�c~ao suave
(i.e., C1) para todo instante t > 0, mesmo que o dado
inicial �0(�) seja muito \irregular". Este �e famoso efeito
fortemente regularizador da equa�c~ao do calor. Em con-
seq�uência, o problema:

8>>>>><
>>>>>:

@�

@t
(r; t) = D��(r; t) em ��� (0; T )

r�(r; t):n(r) = 0 em @�� (0; T )

�(r; T ) = �T (r) em ��

onde se prescreve uma \condi�c~ao terminal" �T (r) a
ser satisfeita no instante futuro T , em geral n~ao têm
solu�c~ao [3]. Isto �e, \passar o �lme de tr�as para diante"
n~ao resulta em uma outra solu�c~ao da equa�c~ao do ca-
lor/difus~ao.

III.3 As obje�c~oes

As cr��ticas suscitadas pela suposta dedu�c~ao
mecânica da Segunda Lei atrav�es do Teorema-H, for-
mam um quadro fascinante de como as quest~oes de
fundo �los�o�co podem servir de motiva�c~ao para um
debate cient���co 23. Examinemos estas obje�c~oes, que
na literatura foram formuladas, talvez de forma infeliz,
como paradoxos 24.

O chamado paradoxo da reversibilidade (Um-
kehreinwand) encontra uma das suas primeiras for-
mula�c~oes em um artigo de William Thompson (futuro
Lord Kelvin) datando de 1874 [51]. Neste trabalho, ele
mencionava a id�eia de que, se na dinâmica microsc�opica
as velocidades de todas as part��culas fossem invertidas
instantâneamente, o sistema evoluiria de \tr�as para di-
ante". Isto �e, em cada ponto cada mol�ecula teria exa-
tamente a velocidade no sentido inverso da que possu��a
previamente ao passar naquele ponto.

Thompson ilustra, de forma dram�atica, as con-
seq�uências inusitadas dessa possibilidade, tais como:
�agua subindo cachoeira acima; pedregulhos que se
recomp~oem em rochas que rolam morro acima; ve-
lhos anci~aos que rejuvenescem at�e tornarem-se \n~ao-
nascidos". Hoje em dia, qualquer pessoa que tenha

22Motivado pela controv�ersia geol�ogica sobre o resfriamento da Terra [5].
23Uma discuss~ao hist�orica mais detalhada pode ser encontrada em [10, 12].
24De fato, rotular tais cr��ticas como geradoras de paradoxos na proposta de Boltzmann, de certa forma j�a parece dar o problema como

irremedi�avelmente insol�uvel, e que ainda hoje transmite uma id�eia equivocada de que existiria \algo de podre" nas bases da mecânica
estat��stica.
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visto um trecho de um �lme passado de tr�as para adi-
ante j�a experimentou o efeito cômico de ver uma pessoa
ser lan�cada de dentro de uma piscina de volta para o
trampolim, totalmente seca.

Thompson a�rma, por�em, que n~ao h�a contradi�c~ao
entre o fato de que estes processos nunca serem ob-
servados e a validade de uma teoria molecular sujeita
\�as leis da mecânica abstrata." Segundo ele, o fato de
n~ao se observar fenômenos macrosc�opicos do tipo des-
crito acima, deve-se essencialmente ao grande n�umero
de mol�eculas presentes em tais sistemas, mesmo em
volumes macrosc�opicamente pequenos. As in�umeras
colis~oes levariam a uma \parti�c~ao aproximadamente
equânime" da energia entre elas, desde que n~ao haja in-
terferência de um \demônio" capaz de guiar mol�eculas
individuais.

O paradoxo �e, entretanto, geralmente atribu��do ao
f��sico-qu��mico austr��aco Josef Loschmidt, um amigo
por quem Boltzmann tinha grande apre�co 25. O pa-
radoxo aparece no primeiro de uma s�erie de artigos
de 1876 nos quais Loschmidt investiga o problema do
equil��brio gravitacional de v�arios corpos. Tal inves-
tiga�c~ao tem um claro prop�osito, a saber: demonstrar
que a \morte t�ermica" do universo, como descrita pelo
Princ��pio de Dissipa�c~ao de Thompson-Clausius (base-
ado na Segunda Lei), n~ao era inevit�avel.

Utilizando a linguagem do nosso modelo ma-
tem�atico, seja x0 o microestado do g�as no instante t = 0
e x� = T� (x0), � > 0, o novo microestado no instante
� . Se invertermos as velocidades naquele instante, o
sistema passaria para o microestado ST� (x0) e, se o
deixarmos evoluir durante um intervalo de tempo � ob-
teremos, no instante 2� , o microestado S(x0), isto �e, o
estado inicial com velocidades invertidas.

Portanto, se a evolu�c~ao do sistema se caracteriza
pela monotonicidade no tempo de uma certa vari�avel
dinâmica H(x(t)), S-invariante, ent~ao existe uma ou-
tra evolu�c~ao, t~ao leg��tima quanto a primeira, carac-
terizada pelo comportamente oposto de H(x(t)). Por
exemplo, uma evolu�c~ao do g�as partindo de uma con-
�gura�c~ao homogênea no recipiente e alcan�cando uma
con�gura�c~ao �nal em que as mol�eculas est~ao concen-
tradas em uma das metades �e t~ao leg��tima, pelas leis
da mecânica, quanto a evolu�c~ao oposta. O paradoxo
surge do fato de que somente esta �ultima �e observada
em realidade (compare com o teorema 2).

O paradoxo da recorrência (Wiederkehreinwand)
surge em um pequeno artigo de cunho �los�o�co publi-
cado em 1893 pelo matem�atico, f��sico e �l�osofo francês
Henri Poincar�e [42]. Criticando o que chamava "a con-
cep�c~ao mecanicista do mundo que tem seduzido tantas
pessoas capazes", Poincar�e menciona um teorema de
sua autoria publicado em um famoso artigo de 1890

sobre o problema dos três corpos 26. Segundo este re-
sultado, um sistema mecânico limitado necess�ariamente
passar�a por todo estado que �e \su�cientemente pr�oximo
do seu estado inicial." Notando o contraste com a Se-
gunda Lei da Termodinâmica, ele comenta que a �m de
observar a passagem de calor de um corpo frio para
um quente, n~ao �e preciso ter a destreza e agilidade
do demônio de Maxwell: bastaria \ter um pouco de
paciência."

O resultado a que se refere �e conhecido como o Teo-
rema de Recorrência de Poincar�e, que ele pr�oprio
chamava de \estabilidade segundo Poisson" 27.

Consideremos a seguinte ilustra�c~ao do teorema [25].
Imaginemos um baralho de 52 cartas e suponhamos que
sua \con�gura�c~ao" inicial consista na ordem num�erica
crescente e por naipes. Suponha que um mecanismo de
embaralhamento envie, em cada instante (discreto) de
tempo, uma con�gura�c~ao a uma outra. Se olharmos a
con�gura�c~ao ap�os um certo n�umero arbitr�ario de em-
baralhamentos (igual ao n�umero de instantes), �e pouco
prov�avel que encontremos o baralho na mesma ordem
que a inicial. Por�em, segundo o teorema de recorrência,
se esperarmos um n�umero su�cientemente grande de
embaralhamentos, o baralho retornar�a (in�nitas vezes)
�aquela con�gura�c~ao (o mesmo, ali�as, acontecendo para
cada uma das 52! con�gura�c~oes poss��veis). Note por�em
que, no pior dos casos, pode ser necess�ario esperar que
o baralho passe pelas outras 51! 28 con�gura�c~oes.

O paradoxo �e geralmente associado ao nome do ma-
tem�atico Ernst Zermelo que, em um artigo publicado
1896 29, fornece uma demonstra�c~ao simples do teorema
de recorrência, e aponta para a sua incompatibilidade
com a teoria cin�etica [56]. Seguiu-se ent~ao um acrimo-
nioso debate entre Zermelo e Boltzmann [10].

No nosso contexto, o Teorema de Recorrência pode
ser formulado na seguinte forma.

Teorema 3 Considere uma variedade 
 munida de
uma medida (ou \volume") �(�), �nita e n~ao-trivial,
i.e., 0 < �(
) <1. Seja fTt :2 Rg um 
uxo sobre 
,
que preserva volumes, isto �e, tal que

�(B) = �(T�tB);

para todo conjunto aberto B � 
. Dado A � 
 um
aberto qualquer, seja A0 � A �e o conjunto dos pontos
que evoluem para fora de A no instante � e que n~ao
retornam mais a A. Ent~ao

�(A0) = 0:

Demonstra�c~ao: Temos, para � > 0 arbitr�ario,
A0 = fx 2 A : Tk�x =2 A; 8k � 1g. Seja Ak = T�1k� A0,

25Loschimdt foi o primeiro cientista a estimar o tamanho das mol�eculas de ar, num trabalho publicado em 1866.
26Uma publica�c~ao corrigida de um trabalho premiado sobre estabilidade do sistema solar [14].
27Note que Poincar�e, o mestre da mecânica celeste e criador da teoria geom�etrica dos sistemas dinâmicos, utiliza um teorema de

dinâmica para refutar a \vis~ao mecanicista" de seus contemporâneos!
28Um n�umero com mais de 60 d��gitos!
29Na �epoca, Zermelo era assistente de Max Planck em Berlim, e somente mais tarde �caria famoso por sua axiomatiza�c~ao da Teoria

dos Conjuntos de Cantor.
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para k > 0, o conjunto dos pontos que evolu��ram a par-
tir de A0 num intervalo de tempo k� . Ent~ao, para todo
par (l; k), k > l, teremos Ak \ Al = ;. Caso contr�ario,
ter��amos

T�1k� A0

\
T�1l� A0 6= ; )

T�1l�
�
T�1(k�l)�A0

\
A0

� 6= ; ) T�1(k�l)�A0

\
A0 6= ;

o que contradiz a hip�otese de n~ao-recorrência de A0.
Mas, pela invariância de �,

�(Ak) = �(A0)

para todo k > 0. Ent~ao

�(A0

[
: : :
[

Ak) = k�(A0) � �(
) <1:

Escolhendo k arbitrariamente grande, conclui-se que
necess�ariamente �(A0) = 0.

O teorema tem uma demonstra�c~ao surpreendente-
mente simples, considerando que �e um dos poucos re-
sultados sobre o comportamento global (isto �e, para
tempos arbitrariamente longos) da teoria dos sistemas
dinâmicos.

Observamos tamb�em que este �e um dos primeiros
resultados demonstrando que uma certa propriedade
ocorre \com probabilidade igual a um". De fato, se
normalizarmos a medida �(�), obteremos uma medida
de probabilidade ��(�) = �(�)=�(
) 30. Assim, o teorema
a�rma que, com probabilidade igual a 1, o sistema re-
torna a uma vizinhan�ca do estado inicial. Ou, equi-
valentemente, o conjunto das condi�c~oes iniciais para
as quais o sistema n~ao retorna a uma vizinhan�ca ar-
bitr�ariamente pequena de si mesmas, �e um conjunto
com probabilidade igual a 0. Note que o teorema n~ao
a�rma a inexistência de evolu�c~oes n~ao-recorrentes, mas
apenas que elas s~ao excepcionais.

De qualquer forma, nosso modelo microsc�opico sa-
tisfaz �as hip�oteses do teorema 31. Portanto, este �ultimo
parece fornecer um obst�aculo a uma dedu�c~ao mecânica
de um comportamento macrosc�opico irrevers��vel. De
fato, eventualmente o g�as sair�a espontâneamente de
seu estado de equil��brio com densidade homogênea e se
concentrar�a na metade do recipiente onde se encontrava
inicialmente. Eis o paradoxo.

III.4 A solu�c~ao de Boltzmann

A solu�c~ao dos \paradoxos" est�a em parte embutida
em sua pr�opria formula�c~ao. Coube a Boltzmann juntar
as v�arias pe�cas na �ardua tentativa de convencer seus
oponentes. A resposta baseia-se em três ingredientes
principais e interdependentes [26, 33]:

(a) a disparidade entre as escalas macro e micro;

(b) as condi�c~oes iniciais;

(c) argumentos probabil��sticos.

Antes de mais nada observemos que Boltzmann
prop~oe apenas um esquema geral de explica�c~ao, o qual,
ao menos em princ��pio, responde satisfatoriamente �as
obje�c~oes que lhe foram dirigidas. J�a o problema da im-
plementa�c~ao concreta destas id�eias nas linhas do pro-
grama esbo�cado na se�c~ao anterior, para modelos es-
pec���cos e real��sticos de sistemas f��sicos, estava al�em
de seu alcance da �epoca, e, apesar de alguns progressos
importantes nas �ultimas d�ecadas, ainda hoje continua
em aberto.

Vejamos como os ingredientes acima entram na
solu�c~ao dos paradoxos. O argumento come�ca enfati-
zando a diferen�ca entre as descri�c~oes macrosc�opica e
microsc�opica do sistema, ou seja, a disparidade de es-
calas 32. Na escala microsc�opica, temos um sistema com
um grande n�umero de graus de liberdade. Um microes-
tado x0 2 � �e um ponto em R

6n , onde n �e da ordem do
n�umero de Avogadro. J�a o estado macrosc�opico �e des-
crito por um n�umero bem menor de vari�aveis dinâmicas
(denotadas por M) de interesse f��sico como, por exem-
plo, a energia total, a densidade, etc. A observa�c~ao
fundamental �e que geralmente existem in�umeras con�-
gura�c~oes (i.e. microestados) subjacentes a um mesmo
valor de M . Por exemplo, em um sistema isolado, to-
dos os pontos da superf��cie de energia total constante
correspondem ao mesmo valor da Hamiltoniana H .

Seja �M � � o conjunto das con�gura�c~oes corres-
pondentes �a M . O volume desse conjunto �e dado por

j�M j =
Z
�M

nY
i=1

d3qi d
3pi:

A evolu�c~ao de uma con�gura�c~ao inicial x0 para o
a con�gura�c~ao x(t) = Tt(x0) no instante t (de acordo
com a dinâmica Newtoniana) induz uma evolu�c~ao cor-
respondente para o macroestado M0 = M(x0), tal
que Mt = M(x(t)). Surpreendentemente, em v�arios
situa�c~oes a evolu�c~ao induzida dos macroestados �si-
camente relevantes �e (ao menos aproximadamente),
autônoma com respeito aos microestados subjacen-
tes. Podemos ent~ao, conjecturar que as equa�c~oes de
evolu�c~ao macrosc�opicas cl�assicas (e.g., de Euler, Navier-
Stokes, difus~ao, transporte, etc.) s~ao geradas desta
forma e ent~ao tentar demonstr�a-lo em cada caso es-
pec���co. Essa tarefa mostrou ser extremamente dif��cil,
permanecendo na fronteira da pesquisa atual em f��sica-
matem�atica.

Vejamos, por�em, como esse esquema responde �as
cr��ticas dirigidas a Boltzmann. Consideremos ent~ao um
sistema sujeito �a certos v��nculos macrosc�opicos. Por
exemplo, o g�as isolado e em equil��brio, restrito �a metade
de um recipiente por meio de uma membrana separa-
dora. Se num dado instante, o v��nculo �e removido, o
volume agora dispon��vel no espa�co de fase �e muit��ssimo

30De forma que ��(
) = �(
)=�(
) = 1.
31Com 
 sendo a superf��cie de energia constante e igual a E, munida da medida invariante induzida �E .
32A rigor, do ponto de vista f��sico, a diferen�ca de escala macro-micro se baseia no aparecimento de efeitos quânticos, que n~ao consi-

deraremos aqui.
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maior, crescendo exponencialmente com o n�umeroN
de mol�eculas do g�as. A nova regi~ao acess��vel ao sistema
admite ent~ao novos macroestados cujos microestados
subjacentes ocupam volumes muito maiores que o vo-
lume da regi~ao inicial. Em outras palavras, o sistema
simplesmente \tem muito mais espa�co" para evoluir.

Assim, com probabilidade pr�oxima de um, medida
pelos tamanhos relativos das regi~oes subjacentes, o ma-
croestado M evolui de forma que j�Mt

j cresce com o
tempo. Isso ocorre at�e que o sistema atinja um novo
estado de equil��brio caracterizado por um novo valor es-
tacion�ario Meq, com x(t) 2 �Meq

. Da�� em diante o sis-
tema apresenta somente pequenas 
utua�c~oes em torno
desse valor, que ser~ao t~ao menores quanto maior for N .

Observe-se que n~ao se exige que a evolu�c~ao de to-
dos os microestados iniciais induzam a evolu�c~ao ma-
crosc�opica usual, apenas que a vasta maioria deles o
fa�ca. Introduz-se, ent~ao, uma no�c~ao de tipicalidade:
um microestado inicial �e \t��pico" quando pertence a
um subconjunto de probabilidade pr�oxima a um no
espa�co de fase, com respeito a uma medida adequada
do \tamanho" destes subconjuntos. Tais estados evo-
luem de forma que o macroestado correspondente siga a
evolu�c~ao usualmente observada. Podem existir micro-
estados \excepcionais" ou \at��picos", mas eles têm pe-
quen��ssima chance de ocorrer, de forma que na pr�atica
n~ao se observa uma evolu�c~ao macrosc�opica \estranha",
tal como o retorno espontâneo do g�as para a metade
inicial do recipiente.

A grande intui�c~ao de Boltzmann foi fazer a conex~ao
com a Segunda Lei atrav�es da chamada entropia de
Boltzmann dada (a menos de constantes aditivas e
multiplicativas) por

SB(x) = log j�M(x)j;

e que �e uma forma conveniente de medir o tamanho
da regi~ao �M . Ele observou que para gases ideais em
equil��brio, a entropia de Boltzmann SB �e aproximada-
mente igual �a entropia termodinâmica de Clausius (a
menos de uma constante aditiva que cresce com n).
A SB , portanto, conecta os estados microsc�opicos com
uma grandeza termodinâmica fundamental, ao menos
no equil��brio. Boltzmann prop~oe, ent~ao, que sua en-
tropia possa ser generalizada para sistemas que este-
jam fora-do-equil��brio . Como SB(x(t)) \tipicamente"
cresce com o tempo ao retirarmos um v��nculo de um
sistema isolado, obtemos uma explica�c~ao microsc�opica
para a Segunda Lei da Termodinâmica: a passagem
de um estado macrosc�opico fora-do-equil��brio para um
estado de equil��brio corresponde �a evolu�c~ao de micro-
estados extremamente raros para microestados extre-
mamente provav�eis. Esta �e chamada interpreta�c~ao es-
tat��stica de Boltzmann para a Segunda Lei da Termo-
dinâmica [23].

Figura 2. Relaxamento ao equil��brio.

Como �cam os \paradoxos", reinterpretados �a luz
da discuss~ao acima?

Analisemos primeiramente a obje�c~ao de Zermelo-
Poincar�e. O Teorema de Recorrência para a dinâmica
microsc�opica implica que eventualmente o g�as retorna
a uma con�gura�c~ao pr�oxima da inicial. Portanto, o
Teorema de Recorrência seria um obst�aculo a uma
dedu�c~ao da macrodinâmica a partir da microdinâmica:
tal dedu�c~ao, se obtida, valeria apenas para tempos
muito inferiores ao tempo de recorrência (isto �e, o inter-
valo de tempo decorrido at�e o sistema retornar a uma
vizinhan�ca do estado inicial). Para estes sistemas de
muitas part��culas, entretanto, o tempo de recorrência �e
absurdamente maior que o tempo de relaxa�c~ao do sis-
tema para o equil��brio. De fato, �e muito maior que a
idade do Universo, sendo da ordem da exponencial do
n�umero de part��culas n. Para se ter uma no�c~ao das
ordens de grandeza envolvidas, considere 1 cm3 de hi-
drogênio �a temperatura de 0Æ Celsius e press~ao de 1
atm. Este sistema contêm n � 1019 mol�eculas. Por-
tanto, o tempo de recorrência �e da ordem de 1010

19

segundos. Se o compararmos com a idade do Universo,
que de acordo com as estimativas nos modelos atuais �e
da ordem de 1017 segundos, vemos que, na realidade,
nunca teremos chance de observar uma recorrência 33.

Portanto, do ponto de vista f��sico, a obje�c~ao de
Zermelo-Poincar�e n~ao �e relevante. Do ponto de vista
matem�atico , entretanto, o tempo de recorrência �e um
obst�aculo real �a dedu�c~ao da macrodinâmica a partir da
microdinâmica, o que s�o pode ser evitado se considerar-
mos uma certa idealiza�c~ao, isto �e, se tomarmos um certo
limite adequado, por exemplo, o limite hidrodinâmico.
Nesse limite, o n�umero n de part��culas tende ao in�nito,
sendo tamb�em in�nito o tempo de recorrência. Note-se

33Analogamente, �e altamente improv�avel obervarmos o baralho de cartas retornar exatamente ao estado inicial.
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que isso �e an�alogo ao que ocorre em mecânica estat��stica
do equil��brio ao estudar-se o fenômeno das transi�c~oes de
fase: s�o obtemos uma no�c~ao matematicamente precisa
deste fenômeno no chamado limite termodinâmico, que
tamb�em �e uma idealiza�c~ao em que se consideram siste-
mas com um n�umero in�nito de part��culas.

Analisemos agora a obje�c~ao de Loschmidt. Con-
sidere o g�as em equil��brio no instante inicial, carac-
terizado por uma densidade uniforme M0 na metade
do recipiente. Seja �
0 = �M0

e de�na o conjunto

0 � �
0 das \boas" con�gura�c~oes. Uma \boa" con-
�gura�c~ao �e aquela cuja evolu�c~ao leva o sistema para
um estado macrosc�opico (num instante posterior) que
corresponde �a homogeneiza�c~ao da densidade por todo
o recipiente. Analogamente, em um instante t, seja
�
t = �Mt

o conjunto das con�gura�c~oes subjacentes ao
macroestadoMt. De�na o conjunto 
t � �
t das \boas"
con�gura�c~oes no instante t, i.e., aquelas cuja evolu�c~ao
subseq�uênte corresponde �a evolu�c~ao macrosc�opica ob-
servada Mt0 , com t0 > t.

A reversibilidade microsc�opica �e a a�rma�c~ao

Tt(S(Tt(
0))) = S(
0):

Se fosse realmente o caso de ser Tt(S(
t)) = S(
0),
ent~ao o paradoxo seria leg��timo. Realmente, dada
uma \boa" con�gura�c~ao x(t) 2 �
t no instante t, exis-
tiria uma con�gura�c~ao correspondente S(x(t)), com
velocidades invertidas, nesse mesmo instante. As-
sim, esta �ultima seria levada pela dinâmica ao estado
Tt(S(x(t))) = S(x0), trazendo o sistema de volta ao
estado inicial, com velocidades invertidas. Ou seja, o
g�as retornaria a ocupar a metade inicial do recipiente,
em 
agrante contradi�c~ao com o que ocorre no mundo
real.

Acontece por�em, que em geral 
t 6= Tt
0. De fato,
a maioria das con�gura�c~oes de 
t n~ao prov�em de 
0,
sendo este �ultimo um subconjunto extremamente pe-
queno do espa�co de fases. Assim, jTt
0j � j
tj e com
alta probabilidade (pr�oxima de um, quando n tende a
in�nito), o sistema evolui de acordo com o observado.

Nesse momento, a seguinte obje�c~ao poderia ser le-
vantada. Se, a�nal de contas, as con�gura�c~oes em 
0

s~ao extremamente raras, como �e poss��vel que o sistema
se encontrasse inicialmente numa delas? Em outras pa-
lavras, como �e poss��vel que o g�as se encontrasse inici-
almente con�nado �a metade do recipiente? A resposta
�e que o sistema foi preparado nesse estado de baixa
entropia por um experimentador, que �e ele pr�oprio
um sistema de baixa entropia. Um sistema biol�ogico
no alto da cadeia alimentar, se mant�em organizado,
pois absorve nutrientes, isto �e, outros seres vivos que
s~ao sistemas de baixa entropia 34. Descendo na cadeia
alimentar, chegamos aos vegetais e algas que por sua

vez obt�em seu alimento pela fotoss��ntese, ou seja, pela
absor�c~ao de luz solar de alta energia e baixa entropia.
Mas, porque o Sol �e uma fonte de f�otons de baixa en-
tropia?

Somos ent~ao levados inevitavelmente a quest~oes
cosmol�ogicas. Em particular, como sugeriu Feyn-
man [20], dever��amos talvez incluir como uma hip�otese
f��sica b�asica o fato de que o Universo se encontra em
um estado de entropia relativamente baixa e que deve
ter sido ainda mais baixa no passado remoto.

A quest~ao do porquê desta condi�c~ao inicial, �e certa-
mente um problema importante, e que j�a havia atra��do
o interesse do pr�oprio Boltzmann, entre outros. En-
tretanto, por mais \profundo" que possa ser, trata-
se de um problema diferente do que v��nhamos consi-
derando. No que concerne �a quest~ao da irreversibili-
dade/reversibilidade, esta condi�c~ao �e considerada como
um dos dados do problema. De forma an�aloga, n~ao se
questiona, neste n��vel, o porquê de certas constantes
f��sicas terem o valor que têm. Portanto, ao contr�ario
do que �as vezes se a�rma [46], a solu�c~ao dada por Bolt-
zmann para os \paradoxos" n~ao transfere o problema:
simplesmente lida com um tipo de quest~ao, diferente de
outras, por certo leg��timas, mas que s~ao, poss��velmente,
da al�cada da Cosmologia.

IV Mecânica estat��stica fora-

do-equil��brio

AMecânica Estat��stica tem como objetivo compreender
os sistemas f��sicos macrosc�opicos em termos das leis mi-
crosc�opicas fundamentais que regem o comportamento
dos seus componentes. Trata-se de uma disciplina cla-
ramente reducionista, mas que reconhece que o com-
portamento coletivo de sistemas de muitos graus de li-
berdade n~ao �e geralmente semelhante �aquele dos seus
constituintes. Geralmente estas propriedades coletivas
emergem, ou resultam, das intera�c~oes entre as compo-
nentes, em diversos n��veis.

A Mecânica Estat��stica de Sistemas em Equil��brio
alcan�cou um sucesso extraordin�ario, tornando-se
mesmo um dos pilares da f��sica moderna. O pr�oprio fato
de ter sobrevivido \inc�olume" �as revolu�c~oes do in��cio do
s�eculo XX demonstra seu estatuto universal 35. Ape-
sar de n~ao podermos a�rmar que a teoria esteja com-
pleta e plenamente desenvolvida, j�a que ainda restam
problemas a resolver, em muitos casos seus m�etodos
demonstraram ser poderosos, al�em de acess��veis a um
tratamento rigoroso com base em t�ecnicas matem�aticas
so�sticadas. Isso �e particularmente verdadeiro com res-
peito ao estudo de transi�c~oes de fase em modelos reti-
culados [38, 31].

34Diz-se que eles absorvem \entropia negativa", o que signi�ca que eles mant�em sua entropia baixa as custas do aumento da entro-
pia no meio ambiente. Para uma discuss~ao sobre a Termodinâmica e suas conex~oes com Biogênese e a Teoria da Evolu�c~ao (da qual
Boltzmann era um entusiasta), ver [18].

35Isso talvez se explique pelo uso de conceitos probabil��sticos e estat��sticos de car�ater universal.
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A raz~ao primordial do seu sucesso deve-se sem
d�uvida alguma ao Princ��pio de Boltzmann-Gibbs,
segundo o qual os valores em equil��brio e �a tempera-
tura T = 1=�, das grandezas macrosc�opicas relevan-
tes s~ao dados pelos valores m�edios das correspondentes
vari�aveis dinâmicas microsc�opicas, com respeito �a dis-
tribui�c~ao de probabilidade canônica (ou ensemble de
Gibbs)

d� =
e��H(x)

Z
dx;

onde H(x) �e a Hamiltoniana dos sistema no microes-
tado x.

O fato surpreendente desta prescri�c~ao ser t~ao bem
sucedida, seja na F��sica Cl�assica como na F��sica
Quântica, na Teoria dos Sistemas Dinâmicos 36 e at�e
mesmo em campos afastados como Processamento de
Imagens, leva naturalmente �a quest~ao da justi�ca�c~ao
deste princ��pio com base nas leis fundamentais da
mecânica. Uma tentativa nesta dire�c~ao foi feita por
Boltzmann (1880) atrav�es de suaHip�otese Erg�odica.
N~ao podemos aqui discutir, nem mesmo super�cial-
mente, o c��rculo de id�eias ligado �a esta hip�otese, que
deu in��cio a um ramo inteiro da matem�atica mo-
derna: a Teoria Erg�odica [37, 24]. Mencionamos
apenas que, atualmente, a Hip�otese Erg�odica n~ao �e
considerada nem necess�aria nem su�ciente para funda-
mentar a Mecânica Estat��stica, apesar do ferramental
t�ecnico-conceptual da Teoria Erg�odica ser de grande im-
portância [15, 26, 49]. Uma outra tentativa de funda-
menta�c~ao consiste em analisar a dinâmica microsc�opica
fora-do-equil��brio e tentar demonstrar que assintotica-
mente para tempos longos, ela converge (em algum sen-
tido) para a dinâmica de equil��brio caracterizada pela
distribui�c~ao de Gibbs. Isso envolve considerar o li-
mite termodinâmico ou, alternativamente, analisar a
dinâmica de um sistema consistindo ab initio de in�ni-
tas part��culas [15].

O objetivo principal da Mecânica Estat��stica de
sistemas fora-do-equil��brio �e deduzir as equa�c~oes
de evolu�c~ao macrosc�opicas a partir da dinâmica mi-
crosc�opica. Este problema , al�em de seu interesse f��sico
intr��nseco, �e de grande importância em aplica�c~oes mais
pr�aticas (ou n~ao fundacionais) em f��sica, qu��mica e en-
genharia, uma vez que uma grande variedade de siste-
mas reais n~ao est�a em equil��brio.

Figura 3. Alguns limites.

A teoria, contudo, encontra-se ainda em seu est�agio
inicial. N~ao existe um princ��pio uni�cador claro e una-
nimemente aceito, como o Princ��pio de Boltzmann-
Gibbs 37. Os problemas requerem t�ecnicas pr�oprias e
matematicamente muito dif��ceis, sendo um ramo ativo
de pesquisa.

Alguns problemas t��picos s~ao:

(a) justi�car o Princ��pio de Boltzmann-Gibbs;

(b) deduzir as equa�c~oes de evolu�c~ao macrosc�opicas
(e.g., hidrodinâmicas: Euler, Navier-Stokes, etc)
e mesosc�opicas (e.g., transporte: Boltzmann, Vla-
sov, etc );

(c) deduzir os coe�cientes hidrodinâmicos e de trans-
porte relevantes (difusividade, condutividade, vis-
cosidade, etc.) e suas rela�c~oes (Lei de Ohm, Lei de
Fourier, Lei da Reciprocidade de Ornstein, Green-
Kubo, etc).

(d) partir da dinâmica quântica.

No que se segue, discutiremos apenas alguns aspectos
do item (b) (ver Figura 3, adaptada de [13]).

Como sublinhamos na se�c~ao precedente, a dedu�c~ao
de equa�c~oes de evolu�c~ao macrosc�opicas a partir da
dinâmica newtoniana microsc�opica, s�o faz sentido em
um certo limite adequado a cada problema em quest~ao.
Isso j�a estava claro para Hilbert que, na formula�c~ao do
Sexto Problema, escreveu:

\Portanto, a obra de Boltzmann sobre os
princ��pios da mecânica sugere o problema
de desenvolver matematicamente os proces-
sos de limite, l�a meramente indicados, que
levam do ponto de vista atom��stico para as
leis do movimento do cont��nuo."

36Em que aparece sob o nome de formalismo termodinâmico.
37Existem tentativas recentes nesse sentido, usando id�eias e t�ecnicas da Teoria dos Sistemas Dinâmicos, nos trabalhos de Ruelle e

Gallavotti, e baseadas nas chamadas medidas SRB (Sinai-Ruelle-Bowen) [24].
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Imaginemos um 
uido ou g�as. A sua descri�c~ao ma-
crosc�opica consiste, por exemplo, nos cinco campos hi-
drodinâmicos: press~ao, temperatura e velocidade em
cada ponto de um volume de 
uido em cada instante
de tempo. Esses campos obedecem �as equa�c~oes de Euler
ou de Navier-Stokes (ou alguma aproxima�c~ao destas).

A dedu�c~ao destas equa�c~oes partindo da dinâmica
newtoniana �e um problema extremamente dif��cil, cha-
mado limite hidrodinâmico das equa�c~oes de Newton.
Os resultados mais recentes geralmente envolvem a in-
trodu�c~ao ad hoc de um termo estoc�astico arti�cial (ou
\ru��do") na dinâmica newtoniana, a �m de dar conta
de certas di�culdades t�ecnicas. Uma outra alternativa �e
partir desde logo de uma caricatura da dinâmica hamil-
toniana: o chamado enfoque dos sistemas de part��culas
interagentes [48]. Nesse cen�ario, o sistema microsc�opico
�e modelado como um sistema de part��culas num reti-
culado, que evoluem de acordo com uma dinâmica es-
toc�astica intr��nseca. Por exemplo, part��culas que evo-
luem de acordo com um passeio aleat�orio com exclus~ao
(i.e., cada s��tio podendo ser ocupado apenas por uma
part��cula em cada instante).

Se, por um lado, estes modelos n~ao s~ao f��sicamente
real��sticos, por outro têm a grande vantagem de serem,
em algumas situa�c~oes, matematicamente trat�aveis. Ser-
vem assim como um \laborat�orio de testes" de diversas
t�ecnicas e conceitos. Al�em disso, devido a uma certa
universalidade dos sistemas f��sicos, espera-se que v�arias
propriedades macrosc�opicas de interesse, n~ao sejam
muito sens��veis aos detalhes do modelo microsc�opico.
Esta �e uma �area de pesquisa muito ativa, no entronca-
mento entre a f��sica-matem�atica e a teoria dos pro-
cessos estoc�asticos markovianos [48].

A situa�c~ao �e ligeiramente melhor com respeito �a
passagem do regime cin�etico (regido pela equa�c~ao de
Boltzmann) para o regime hidrodinâmico: o chamado
problema do limite hidrodinâmico da equa�c~ao de Bol-
tzmann. O regime cin�etico �e um regime mesosc�opico,
ou seja, intermedi�ario entre as descri�c~oes micro e ma-
crosc�opicas. Aqui o sistema �e descrito pela densidade
de part��culas f(q;v; t), onde n �e o n�umero de part��culas
de massa m cada presentes no volume V , e f(q;v; t) �e
solu�c~ao da equa�c~ao de Boltzmann. A id�eia de deduzir a
partir dela as equa�c~oes hidrodinâmicas tem uma longa
hist�oria e remonta �a sugest~ao de Hilbert [54] de procu-
rar o que ele chamava \solu�c~oes normais" da equa�c~ao
de Boltzmann. Em outras palavras, procurava-se uma
classe particular de solu�c~oes na qual a distribui�c~ao de
part��culas em cada instante pode ser caracterizada com-
pletamente por um pequeno n�umero de parâmetros ma-
crosc�opicos. Estes seriam exatamente os campos hidro-
dinâmicos tais como a densidade de massa �(q; t), a
velocidade u(q; t) e (o inverso) da temperatura �(q; t).

Aqui,

�(q; t) = m n(q; t) = m

Z
R3

f(q;v; t) d3v;

e

u(q; t) =
1

n(q; t)

Z
R3

v f(q;v; t) d3v;

acrescidas das equa�c~oes de estado para a press~ao

p(q; t) = p[�(q; t); �(q; t)]

e a energia

e(q; t) = e[�(q; t); �(q; t)]:

A chave para a passagem de uma descri�c~ao �a outra �e a
hip�otese de equil��brio local que a�rma que a distribui�c~ao
f(�; �; �) �e muito pr�oxima, num sentido rigoroso, �a den-
sidade no equil��brio mas com parâmetros dependendo
localmente de q e t 38. Fisicamente, isso signi�ca que
numa vizinhan�ca de cada ponto, o 
uido atinge um es-
tado pr�oximo ao equil��brio; entretanto, os parâmetros
deste (quase) equil��brio variam lentamente no espa�co e
no tempo em compara�c~ao com as escalas de tempo e
distância moleculares.

Por exemplo, no caso desta distribui�c~ao ser pr�oxima
de uma Maxwelliana, as equa�c~oes de Euler resultam das
leis de conserva�c~ao (massa, energia e momentum) usu-
ais:8>>>><
>>>>:

@t� = �r � (�u)

@t(�ui) = �r � (�uiu + p) i = 1; 2; 3

@t(�e) = �r � (� eu) � pr � u ;

onde p = (�=m)kT = (2=3)� e. No entanto, a Max-
welliana �e apenas uma aproxima�c~ao de ordem zero e
a id�eia de Hilbert, posteriormente desenvolvida por
Chapman e Enskog (1917), era de fazer uma expans~ao
perturbativa com respeito a um parâmetro pequeno,
dado pela raz~ao entre a varia�c~ao espacial de f(�; �; �)
com respeito ao livre percurso m�edio. Dependendo do
tipo de escala e da ordem de perturba�c~ao, obtêm-se di-
ferentes equa�c~oes hidrodinâmicas.

Finalmente, de relevância central para nossa dis-
cuss~ao, encontra-se o problema de deduzir a equa�c~ao
de Boltzmann a partir da dinâmica newtoniana: o cha-
mado problema da validade da equa�c~ao de Boltzmann,
mencionado anteriormente. Aqui, o resultado mais es-
petacular e ainda pouco difundido entre os f��sicos, �e o
Teorema de Lanford (1975). Trata-se da primeira
dedu�c~ao matematicamente rigorosa da equa�c~ao de Bol-
tzmann para gases dilu��dos a partir da dinâmica New-
toniana no chamado limite de Boltzmann-Grad.

O problema foi originalmente delineado por Grad
em 1958, mas somente em 1975 Oscar Lanford obteve

38A tarefa de formular uma de�ni�c~ao adequada de equil��brio local n~ao �e trivial, assim como a de demonstrar que um dado sistema
f��sico a satisfaz.
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sua formula�c~ao exata, o que permitiu uma demons-
tra�c~ao rigorosa, nas linhas do programa mencionado
nas se�c~oes anteriores.

O modelo consiste em n esferas r��gidas idênticas de
raio a, que interagem atrav�es de choques perfeitamente
el�asticos entre si e as paredes de um recipiente de vo-
lume �nito V (modelo de \bolas de bilhar"). Nesse caso
o termo de colis~ao na equa�c~ao de Boltzmann tem um
coe�ciente na2. Grad sugeriu ent~ao, que o limite ade-
quado para para a passagem do descri�c~ao micro para a
descri�c~ao mesosc�opica �e dado pelas condi�c~oes: n! +1
(n�umero de part��culas vai a in�nito), a ! 0 (raio das
esferas vai a zero) e na2 ! B, onde B �nito. Este �e o
chamado limite de Boltzmann-Grad.

A interpreta�c~ao f��sica �e de que nesse limite o livre
percurso m�edio 39 dado por � = V=n�a2 permanece
�nito j�a que converge para V=�B. Assim, � de�ne
uma escala espacial natural para os fenômenos regi-
dos pela equa�c~ao de Boltzmann. Ademais, a=� ! 0
quando a ! 0, indicando que nesse limite �e como se o
livre percurso m�edio fosse muito grande, o que forma-
liza a no�c~ao de que cada part��cula se move livremente,
sofrendo apenas algumas colis~oes espor�adicas. Como
a=� ! 0 equivale a (na3=V ) ! 0, o volume total ocu-
pado pelas part��culas �e desprez��vel em rela�c~ao ao vo-
lume dispon��vel V . Em suma, estamos lidando com um
g�as extremamente dilu��do.

Outro pressuposto, �e de que a equa�c~ao de Boltz-
mann tenha uma solu�c~ao f(q;v; t) correspondente ao
valor limite de na2, para uma dada distribui�c~ao inicial
f(q;v; 0), pelo menos num intervalo de tempo [0; t0].

Em seguida, �e necess�ario introduzir v�arias no�c~oes
t�ecnicas. Mencionamos apenas a no�c~ao intui-
tiva de uma con�gura�c~ao inicial x = (q; p) =
(q1(0);p1(0); : : : ;qn(0);pn(0)) ser \pr�oxima" de
f(q;v; 0). Grosso modo, isso signi�ca que o n�umero
�n(x) de part��culas presentes no elemento de volume
d3qd3v centrado em (q;v) �e aproximadamente igual a
nf(q;v; 0):

�n(x) � nf(q;v; 0):

Da mesma forma, diz-se que a con�gura�c~ao xt =
(qt; pt) = (q1(t) ; p1(t); : : : ; qn(t);pn(t)) no instante t
est�a \pr�oxima" de f(q;v; t) se

�n(xt) � nf(q;v; t):

Teorema 4 Para um conjunto t��pico de dados ini-
ciais (q1(0);p1(0); : : : ;qn(0);pn(0)) \pr�oximas" de
f(q;v; 0), as solu�c~oes (q1(t) ; p1(t); : : : ; qn(t);pn(t))
das equa�c~oes de Newton ser~ao \pr�oximas" da solu�c~ao
f(q;v; t) da equa�c~ao de Boltzmann, no limite de
Boltzmann-Grad, e para um intervalo de tempo [0; � ]
adequado.

Aqui, por \t��pica", se entende todas as con�-
gura�c~oes iniciais com exce�c~ao daquelas que n~ao s~ao
\pr�oximas" de f(q;v; 0), como de�nido anteriormente.
As con�gura�c~oes iniciais t��picas s~ao escolhidas \ao
acaso" de acordo no esp��rito da hip�otese do caos mole-
cular. Isto �e, toma-se uma amostra de (q1(0); p1(0)) de
acordo com a distribui�c~ao f(q;v; 0). Em seguida, inde-
pendentemente da amostragem anterior, toma-se uma
amostra de (q2(0); p2(0)) de acordo com f(q;v; 0), e
assim sucessivamente. O resultado �e uma con�gura�c~ao
inicial \pr�oxima" de f(q;v; 0). Observe que o �unico in-
grediente \aleat�orio" ocorre nas condi�c~oes iniciais: uma
vez escolhidas, a dinâmica segue a evolu�c~ao Newtoniana
cl�assica.

Note-se que o ingrediente probabil��stico deste resul-
tado �e bastante sutil. N~ao se a�rma que a equa�c~ao de
Boltzmann vale \em m�edia". A�rma-se que a vasta
maioria (i.e., com exce�c~ao de um conjunto de probabi-
lidade praticamente nula) das condi�c~oes microsc�opicas
iniciais evoluem de forma tal que a descri�c~ao ma-
crosc�opica satisfaz �a equa�c~ao de Boltzmann.

A grande importância deste teorema �e que ele mos-
tra que a equa�c~ao de Boltzmann �e uma descri�c~ao ma-
crosc�opica matem�aticamente consistente com a micro-
dinâmica newtoniana.

Por outro lado, ele tem duas grandes limita�c~oes. Em
primeiro lugar, o tempo � de validade, sendo de cerca
de 20% do tempo entre duas colis~oes, �e muito pequeno,
o que �e insu�ciente para aplica�c~oes �a dinâmica de 
ui-
dos. Seria desej�avel ter um resultado de validade global.
Em segundo lugar, o resultado s�o aplica no limite de um
g�as in�nito e in�nitamente dilu��do. �E um problema em
aberto (e muito dif��cil) obter uma dedu�c~ao an�aloga para
gases com densidade �nita.

Apesar disto, o Teorema de Lanford �e o primeiro
exemplo concreto do programa de Boltzmann levado a
cabo com todo o rigor matem�atico 40. Em um de seus
�ultimos artigos [15], o f��sico-matem�atico Roland Do-
brushin escreve, com respeito a introdu�c~ao de m�etodos
matem�aticos rigorosos em mecânica estat��stica (assunto
no qual teve importante atua�c~ao):

\Eu compreendo, �e claro, que nem todos os
f��sicos modernos concordariam que esta �e
uma contribui�c~ao positiva."

Entretanto, resultados deste tipo s~ao extremamente re-
levantes. Por exemplo, o resultado de Lanford �e uma
amostra convincente de que n~ao h�a incompatibilidade,
em princ��pio, entre reversibilidade microsc�opica e re-
versibilidade macrosc�opica uma vez que os conceitos e
hip�oteses sejam formulados de maneira precisa. Em
suma, �e uma espetacular con�rma�c~ao das id�eias de Bol-
tzmann.

39A distância percorrida por cada part��cula entre choques sucessivos.
40Na verdade, at�e o presente, este �e o �unico resultado do gênero para sistemas Hamiltonianos; h�a v�arios resultados para sistemas

puramente estoc�asticos e, mais recentemente, para sistemas Hamiltonianos com uma pequena perturba�c~ao estoc�astica [55].
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V Conclus~ao

A suposta incompatibilidade entre a reversibilidade mi-
crosc�opica e a irreversibilidade macrosc�opica, resumida
nos chamados \paradoxos da irreversibilidade", foi es-
sencialmente refutada por Boltzmann atrav�es de argu-
mentos mecânicos e probabil��sticos. Integrado ao qua-
dro mecanicista e atomista, o argumento estat��stico diz
respeito �a estrutura ou �a distribui�c~ao dos microestados
no espa�co de fase, associados a um dado macroestado.
Neste contexto, a irreversibilidade da evolu�c~ao ma-
crosc�opica n~ao �e tanto uma impossibilidade f��sica mas
uma improbabilidade combinat�oria oriunda do grande
n�umero de componentes microsc�opicos destes sistemas.

As rea�c~oes �a explica�c~ao boltzmanniana vieram prin-
cipalmente dos energeticistas, devido ao seu anti-
atomismo (Mach, Ostwald), e de alguns matem�aticos,
devido seja a um anti-mecanicismo (Poincar�e) ou a uma
certa incompreens~ao dos escritos de Boltzmann (Zer-
melo), com seu uso expl��cito de probabilidade junto com
a mecânica.

Por outro lado, estas cr��ticas estimularam a f��sica-
matem�atica a empreender uma esmiu�cada an�alise das
condi�c~oes em que se poderia esperar demonstrar rigo-
rosamente a passagem da dinâmica microsc�opica �as leis
de evolu�c~ao fenomenol�ogicas dos sistemas. A demons-
tra�c~ao matem�atica da passagem micro-macro envolve a
identi�ca�c~ao de escalas de espa�co e tempo adequadas e
certos limites idealizados, como o limite hidrodinâmico,
no qual o n�umero de part��culas tende ao in�nito.

Esta investiga�c~ao, com longa tradi�c~ao, revelou-se
muito frut��fera, ainda que extremamente dif��cil, estando
longe de ter alcan�cado um est�agio satisfat�orio. Em pelo
menos um caso, entretanto, o de um g�as dilu��do de es-
feras r��gidas, o objetivo foi atingido atrav�es do estabe-
lecimento do teorema de Lanford. Isto �e, demonstrou-
se a validade da equa�c~ao irrevers��vel de Boltzmann, a
partir da mecânica newtoniana revers��vel, no limite de
Boltzmann-Grad. Um resultado an�alogo para modelos
mais realistas, a despeito dos grandes esfor�cos j�a reali-
zados, esbarra em di�culdades t�ecnicas insuperadas at�e
o presente. Estes problemas desa�adores s~ao parte do
legado de Boltzmann �a f��sica e �a matem�atica modernas.

Apêndice

Leis dos grandes n�umeros

Imaginemos um experimento/ensaio aleat�orio re-
alizado repetidas vezes e independentemente do ou-
tro. O exemplo protot��pico deste experimento �e uma
seq�uência de lan�camentos sucessivos e independentes de
uma mesma moeda. �E um fato emp��rico conhecido que,
se a moeda for honesta (50% de sair cara/coroa) e se
um grande n�umero de lan�camentos independentes s~ao
feitos sempre nas mesmas condi�c~oes, que a raz~ao entre
o n�umero de ocorrência de caras (ou coroas) observadas

e o n�umero total de lan�camentos parece aproximar-se
de 0,5. Tal aproxima�c~ao �e tanto melhor quanto maior
o n�umero de lan�camentos realizados. Este fenômeno �e
conhecido como estabilidade das freq�uências relativas.

Uma modelo probabil��stico deste tipo de experimen-
tos consiste em uma seq�uência (in�nita) fXngn�1 de
vari�aveis aleat�orias independentes e idênticamente dis-
tribu��das (i.i.d.'s). Ent~ao a vers~ao cl�assica da Lei Forte
dos Grandes N�umeros �e a a�rma�c~ao seguinte [45].

Teorema 5 Se fXngn�1 �e uma seq�uência de vari�aveis
aleat�orias i.i.d., ent~ao

Prob
�

lim
n!1

X1 + : : :+Xn

n
= m

�
= 1;

onde m = hX1i �e a esperan�ca ou valor m�edio de cada
Xn.

Este teorema justi�ca a estabilidade das freq�uências
relativas, pelo menos na medida em que a idealiza�c~ao
acima �e um modelo �el do experimento. Ele mostra que

a vari�avel aleat�oria (ou \m�edia amostral")
Sn
n
, onde

Sn = X1 + : : :+Xn tende a se concentrar em torno da
m�edia.

Ou seja mostra que a superposi�c~ao de um grande
n�umero de elementos aleat�orios independentes, norma-
lizada pelo fator n, converge para uma constante n~ao
aleat�oria.

Em outras palavras: grandes n�umeros tranformam
efeitos aleat�orios em efeitos n~ao-aleat�orios[18]. Este
fato, em vers~oes bem mais elaboradas e complicadas,
est�a por tr�as da redu�c~ao dr�astica do n�umero de graus
de liberdade na descri�c~ao macrosc�opica de sistemas de
muitas part��culas. �E a base da possibildade de dedu-
zir rigorosamente as equa�c~ao macrosc�opicas autônomas
(e n~ao-aleat�orias) a partir da intera�c~ao de um grande
n�umero de constituintes microsc�opicos. Uma com-
plica�c~ao imediata �e que componentes interagentes n~ao
s~ao independentes o que obriga, em cada modelo es-
pec���co, a escolher uma escala de espa�co-tempo ade-
quada a�m de tentar eliminar as correla�c~oes geradas
pela dinâmica microsc�opica [48]. Por exemplo, no caso
do limite de Boltzmann-Grad, as intera�c~oes por colis~oes
s~ao efetivamente eliminadas.

Voltemos ao lan�camento sucessivo de uma moeda.
Observa-se uma acumula�c~ao dos valores da freq�uência
relativa de caras/coroas em torno da m�edia 0,5, i.e.,
em primeira ordem, a Lei Forte dos Grandes n�umeros
a�rma

Sn
n

= m + o(1)

com probabilidade igual a um.
Uma quest~ao natural seria saber de que maneira os

resultados sucessivos do experimento se organizam em
torno do valor m�edio. Ou seja, gostar��amos de ter in-
forma�c~oes sobre a 
utua�c~ao ou dispers~ao Xn � m das
observa�c~oes em torno da m�edia. �E um fato emp��rico
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que, uma vez que as condi�c~oes do modelo idealizado
acima s~ao satisfeitas, a distribui�c~ao probabil��stica das

utua�c~oes em torno da m�edia, quando devidamente
normalizadas, obedece a uma lei universal: a distri-
bui�c~ao normal ou gaussiana.

Mais especi�camente, temos o seguinte resultado
cl�assico.

Teorema 6 Seja fXngn�1 uma seq�uência de vari�aveis
aleat�orias i.i.d., com m�edia m e variância hX2

ni �
hXni2 = �2. Seja Fn(x) = Prob

�Sn � nmp
n

� x
�

a distribui�c~ao de probabilidade da vari�avel aleat�oria

Qn =
Sn � nmp

n
. Ent~ao,

lim
n!1

Fn(x) = F (x) =
1p
2��2

Z x

�1

e�t
2=2�2dx:

Este resultado, de importância fundamental na Teo-
ria da Probabilidade (e em Estat��stica) �e chamadoTeo-
rema Central do Limite. A interpreta�c~ao �e de que a
distribui�c~ao que resulta da superposi�c~ao de v�arias com-
ponentes aleat�orias semelhantes, normalizada pelo fator
\difusivo" n1=2, se comporta (aproximadamente) como
uma vari�avel aleat�oria N (0; �), dita normal ou gaus-
siana, com m�edia zero e variância �2. Esta vari�avel �e
caracterizada pela fun�c~ao distribui�c~ao de probabilidade
F (x) dada acima (tamb�em conhecida como fun�c~ao-
erro). Ou seja, para n grande, espera-se que

Sn � nmp
n

=
(X1 �m) + : : : (Xn �m)p

n
� N (0; �);

em distribui�c~ao. Ou seja, que a soma Sn, ap�os rescalo-
namento e transla�c~ao,

Sn = �
p
nQn + nm;

tenha aproximadamente distribui�c~ao normal, com
m�edia nm e variância n�2.

Existem diversas vers~oes do teorema, utilizando
hip�oteses mais fracas sobre a seq�uência fXng [45]. A ge-
neralidade do teorema justi�ca o aparecimento da dis-
tribui�c~ao gaussiana em diversas �areas da ciência como
a lei que rege a distribu�c~ao de 
utua�c~oes em torno da
m�edia.
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