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Apresentamos uma revisio, para alunos de fisica e matemadtica, do problema da compatibilidade en-
tre a reversibilidade microscépica e a irreversibilidade macroscépica na mecénica estatistica cldssica.
Examinamos as objecoes a descricao mecanico-atomistica da matéria proposta por Boltzmann e
como este, utilizando conceitos probabilisticos, forneceu uma solucao légicamente coerente e fisica-
mente satisfatéria para elas. A apresentacdo utiliza os conceitos necessarios para uma compreensio
moderna da questdo, respeitando, na medida do possivel, o rigor fisico e matemético.

We present a review, for physics and mathematics students, of the question of the compatibility
between microscopic reversibility and macroscopic irreversibility in Classical Statistical Mechanics.
We examine the objections to Boltzmann’s mechanical-atomistic description of matter and how he
used probabilistic arguments to address these objections, which enabled him to obtain a logically
coherent and physically satisfactory resolution. Our presentation uses, in as rigorous a manner as
possible, the physical and mathematical concepts which are necessary for a modern understanding
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of the question.

I Introducao

Ao final do século XIX, a fisica tedrica sustentava-
se em trés pilares fundamentais: a mecanica, o ele-
tromagnetismo e a termodinamica. Havia um senti-
mento de que a Fisica estava prestes a ser “comple-
tada”, apesar das duas inquietantes “nuvens negras que
apareciam ameacadoramente no horizonte”, como no-
tara Lord Kelvin [50] em 1884. Como sabemos, ele
referia-se as dificuldades levantadas pelos experimen-
tos de Michelson-Morley para a teoria da propagacao
de ondas eletromagnéticas no éter e ao problema da
catdstrofe ultravioleta na teoria cldssica da radiagao de
corpo negro. Para seus contemporéneos, dificilmente se
poderia prever que da anélise destes problemas resulta-
riam, nas primeiras décadas do século XX, as revolugoes
relativistica e quantica, cujo impacto alteraria profun-
damente o panorama cientifico moderno.

Entretanto, na aparente calmaria, desenrolava-se
uma acirrada controvérsia. Tratava-se da validade da
hipdtese atomica, ou seja, a idéia de que a matéria
é constituida de um grande nimero de componentes
microscépicos elementares e discretos cuja interacao
mutua e arranjo espacial resultaria nas propriedades e
caracteristicas macroscépicas das diversas substancias.
Sendo uma conjectura sobre a estrutura da matéria,
pode-se argumentar que este debate e seus desdobra-
mentos serviram como um prelidio as mudancas radi-
cais que estavam por vir.

O atomismo, em si, nio era exatamente uma
idéia nova: suas origens remontam as especulacoes
dos fil6sofos pré-socraticos, particularmente Democrito.
Porém, apesar de hoje reconhecermos a realidade dos
dtomos como uma nocdo fundamental e experimental-
mente incontestavel da ciéncia moderna, ela nao era de
forma alguma aceita por toda a comunidade cientifica

*Os autores agradecem ao Prof. Cliudio Landim pelas criticas e sugestoes.
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nas ultimas décadas do século XIX. Ela somente veio a
ser universalmente aceita no inicio do século XX, como
parte integrante da Fisica, impulsionada pelo estudo da
estrutura da matéria.

A polémica também ndo era nova, uma vez que se
inseria na antiga questdo filoséfica acerca da relacdo
continuo/discreto, e seu papel na fisica e na ma-
tematica [19]. Desta vez, a polémica, impregnada de
um certo tom emocional incomum [8, 10], tinha como
expoentes o fisico austriaco Ludwig Boltzmann (1844-
1906) e o fisico-quimico alemdo Wilhelm Ostwald !
(1853-1932). O primeiro defendia o ponto de vista
atomico-molecular, enquanto o segundo representava o
ponto de vista dos chamados “energeticistas” para os
quais a natureza consistia num continuum no qual a
energia era o “principio” primordial.

Uma das razdes centrais da aspereza dos debates,
para além das idiossincrasias pessoais, era certamente
devida aos pontos de vista filoséfico-epistemoldgicos
irreconcilidveis dos participantes. Em particular, os
energeticistas negavam a validade de se postular a
existéncia de entidades nao diretamente observaveis ou
mensuraveis (como os atomos, na época) em uma teoria
fisica. Nao iremos nos aprofundar nestes aspectos de-
bate, alids totalmente decidido em favor de Boltzmann.
Observe-se, contudo, que mesmo no que concerne aos
aspectos prépriamente fisico-matemaéticos, o resultado
da polémica favoreceu Boltzmann ainda que, tragica-
mente, ele ndo tenha testemunhado tal reconhecimento
em vida?Z.

Nesse artigo, pretendemos rever as objecoes levan-
tadas contra o ponto de vista atomico-mecanicista de
Boltzmann e a solugao por ele formulada. Veremos que
esta solucdo, assim como o esforco para compreendé-
la do ponto de vista fisico-matematico rigoroso, envol-
veu idéias muito frutiferas, inaugurando inclusive novas
areas de pesquisa. De particular importancia, tornou-se
cada vez mais claro e explicito a utilizagdo de conceitos
probabilisticos em Fisica, uma tendéncia que ja vinha
se delineando ao longo da segunda metade do século
dezenove.

O plano do artigo é o seguinte. Na secdo 2, da-
mos um breve panorama do contexto histérico da con-
trovérsia. Nas secdes 3 e 4 descrevemos os modelos ma-
temdaticos a partir dos quais tanto as objecdes quanto
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a solucdo de Boltzmann podem ser claramente compre-
endidas. Finalmente, discutimos alguns aspectos re-
ferentes ao tratamento fisico-matemaédtico da mecéanica
estatistica fora-do-equilibrio.

IT Contexto histdrico

O debate sobre o atomismo se desenrolou no con-
texto da Teoria Cinética dos Gases, proposta como
o fundamento microscépico das leis fenomenoldgicas
que descrevem o comportamento termodinamico dos
gases. [Essa teoria tinha como objetivo deduzir® o
comportamento e propriedades macroscépicas dos ga-
ses e fluidos a partir das leis fundamentais que re-
gem o movimento das particulas componentes. Um
dos objetivos primordiais era o de fornecer, nestas ba-
ses, uma explicacdo para a tendéncia universal para o
equilibrio nesses sistemas como resultado das interacgoes
(e.g., colisbes) entre os intmeros atomos componen-
tes. Por leis fundamentais se entendia, na época,
as Leis da Mecanica Classica de Newton ou sua
versio Hamiltoniana*. Esse programa marca o inicio
da Mecéanica Estatistica (Classica), disciplina que se
tornaria central na Fisica moderna, como o estudo das
conseqiiéncias da teoria atomica da matéria [53].

A Teoria Cinética teve uma histéria bastante con-
turbada desde o seu (re)inicio no século XVII e atraiu
desde entfio os esforcos de diversos investigadores °: Bo-
yle, Newton, Daniel Bernoulli, Euler, Laplace, Hera-
path, Waterson, Joule, Kronig, Clausius, Kelvin, Max-
well, Gibbs, Boltzmann, Loschmidt, Poincaré, Zermelo,
Carathéodory, Hilbert, Borel, Planck e Einstein, entre
outros. Antes de mais nada teve de enfrentar a con-
corréncia de uma teoria rival e muito popular até mea-
dos do século XIX, na qual o calor era concebido como
um fluido: o “calérico” 5. Esta teoria foi finalmente
rejeitada apds os experimentos do Conde Rumford e
pela demonstracao do equivalente mecanico do calor
por Joule (1847).

Esta tltima descoberta foi crucial para a teoria
mecéanica do calor ao demonstrar claramente que a
energia térmica nada mais é do que energia mecénica
(cinética) dos &tomos e moléculas. Ela corroborou
a idéia da interconvertibilidade das diferentes formas

LOutros anti-atomistas foram Mach, Duhem, Poincaré e Planck. Este tiltimo, seguindo uma sugestio de Boltzmann e usando o método
estatistico deste, conseguiu deduzir a lei da radia¢do de corpo negro (a distribui¢do de Planck) dando origem & Teoria Quantica [22]. A
partir de 1900 Planck se tornara fervoroso atomista e defensor do ponto de vista boltzmanniano.

2Em 1905, um ano antes do suicidio de Boltzmann, Albert Einstein forneceria uma evidéncia decisiva em favor da realidade dos
atomos em seu trabalho sobre o movimento Browniano, utilizando as idéias de Boltzmann [39]. Pode-se creditar ao trabalho e autoridade
de Planck e Einstein a ampla aceitacdo das idéias de Boltzmann apdés a sua morte, em 1906.

3Ao invés de apenas descrever, como na Termodinamica.
4 A Mecanica Quéantica ainda nio havia surgido.

5Uma andlise histérica e epistemoldgica dos argumentos apresentados pelos fisicos e matematicos que tomaram parte nas discussdes
sobre os fundamentos da teoria cinética dos gases e da mecéanica estatistica, serd publicada proximamente. Em particular, pretendemos
discutir as razoes que levaram aqueles cientistas a perceberem os problemas de fundamentos como paradoxos.

6Laplace chegou a escrever um tratado inteiro sobre os gases baseado nela.
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de energia, base da formulacdo do Principio da Con-
servacdo da Energia ou Primeira Lei da Termo-
dinamica. Também de grande importancia foi a for-
mulagéo por Clausius (1858) do conceito de “livre per-
curso médio”, que explicava a disparidade entre as altas
velocidades das moléculas preditas pela interpretacao
mecanica, em comparacao com o tempo de difusdo dos
gases.

A razdo primordial da lenta aceitacdo da Teoria
Cinética talvez se deva ao fato de que os trabalhos
publicados na época continham uma mistura de argu-
mentos mecanicos e certos argumentos probabilisticos,
sendo estes ultimos muitas vezes utilizados implicita-
mente [11]. Por exemplo, num trabalho de 1860 o fisico
escocés James Clerk Maxwell (1831-1879) propunha
fundamentar a Teoria Cinética sobre “principios estri-
tamente mecanicos” usando um modelo constituido de
um grande nimero ” de pequenas esferas rigidas e per-
feitamente eldsticas (modelo de “bolas de bilhar”) em
equilibrio num recipiente cibico de volume V. Entre-
tanto, Maxwell logo reconheceu a necessidade de empre-
gar argumentos estatisticos para dar conta do grande
nimero de colisoes entre as particulas do gas.

Ao supor que, em equilibrio, as moléculas estao uni-
formemente distribuidas no espaco e que as compo-
nentes da velocidade de cada molécula sdo variaveis
aleatdrias (independentes), Maxwell sugeriu a nogao
de que as moléculas tém, em parte, um comportamento
aleatério. O uso de conceitos probabilisticos, particu-
larmente em conexao com a Mecanica era uma, proposta
ousada, ainda mais considerando-se que ndo existia na
época uma Teoria da Probabilidade propriamente dita.
Usando técnicas elementares do Calculo e argumentos
de simetria, Maxwell deduziu entéo a sua famosa distri-
buicio de velocidades em equilibrio &, a chamada dis-
tribuicdo de Maxwell-Boltzmann:

feq(v) _ n(%)S/Zefém(vaop/kT,
m

onde n é o nimero de particulas por unidade de vo-
lume, m a massa de cada uma, v sua velocidade, T' a
temperatura absoluta e k a constante de Boltzmann.
Na interpretagdo fisica, fe,(v)d*v é o nimero médio
de particulas com velocidades num elemento de volume
d*v em torno de v no espaco de velocidades.
Portanto, se N = nV é o numero total de particulas,
entdo (1/N)fe(-) é uma densidade de probabili-
dade. Maxwell notou que ela tinha a mesma forma
da distribuicdo estatistica dita normal (ou Gaussiana)
observada em diversos contextos. Por exemplo, ela
aparece na famosa “lei dos erros” de Gauss, ligada a

dispersao ou flutua¢do dos valores observados de uma
grandeza em um experimento envolvendo um grande
nimero de medicdes semelhantes °.

Surge entdo uma interpretacdo probabilistica dos
parametros macroscépicos que definem o estado do gés
ou fluido em equilibrio: eles sdo identificados como
médias estatisticas, com respeito a distribuicao de
Maxwell-Boltzmann, de grandezas fisicamente relevan-
tes tais como densidade, velocidade, pressao, energia,
etc, e que podem ser diretamente observadas. Uma ca-
racteristica fundamental deste procedimento é que ele
permite uma redugao drastica no numero de graus
de liberdade necessérios para descrever o sistema. Isto
é, ao fazer a conex@o entre as descrigdes microscépica
e macroscépica, passa-se de cerca de 10%® graus de li-
berdade necessarios para especificar o microestado para
um numero da ordem das dezenas para especificar o ma-
croestado correspondente 1°. Essa é uma conseqiiéncia
da Lei dos Grandes Ntimeros (outro teorema fun-
damental da Teoria da Probabilidade, ver Apéndice.).

Entre os sucessos da Teoria Cinética na des-
cricao das propriedades dos gases em equilibrio ter-
modinamico, podemos citar: a interpretagdo atomico-
molecular da pressdo, a deducdo de equagoes de es-
tado, a relacdo entre temperatura e energia cinética,
expressoes para o calor especifico e o teorema. da equi-
particdo. Um resultado mais sutil, e que causou grande
impacto por ser nao-intuitivo, foi a confirmacao expe-
rimental da predicao por Maxwell de que viscosidade
seria independente da densidade, para gases diluidos.

Maxwell foi ainda mais além ao desenvolver em 1866
um método para analisar um gas fora do equilibrio, che-
gando assim perto de obter uma equacao de evolucao
para a funcao de distribuicdo. Esta veio a ser proposta
em 1872 por Boltzmann. A equagao de Boltzmann (ou
de Maxwell-Boltzmann), base da teoria dos fenémenos
de transporte, é dada, na auséncia de forcas externas,
por

Wlav) + vilav.) = QU (1)

e descreve a evolugdo temporal de f(q,v,t), que satis-
faz

/qu d*v f(q,v,t) = N.
174 R3

Assim, f(q,v,t)d>qd®v é intepretado como o ntimero
médio de particulas localizadas, no instante ¢, entre q
e q + d*>q e com velocidades entre v e v + d>v.
Boltzmann obteve esta equacao de forma heuristica,
considerando a dindmica de colisdo dos atomos. Ou

"H4 cerca de 2,7.10'° moléculas em 1lem? de gds A pressio atmosférica e temperatura de 0° Celsius.

8 Confirmada experimentalmente em 1921 por O. Stern.

90u seja, trata-se de uma manifesta¢cio do chamado Teorema Central do Limite em Teoria da Probabilidade; ver Apéndice.
10Por outro lado, os macroestados geralmente sdo campos, isto é, fungdes do espago de do tempo sendo, portanto, vetores de infinitas

componentes
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seja, trabalhou formalmente com os diversos procedi-
mentos matematicos e baseando-se em certas hipdteses
fisicas razodveis (explicitas ou ndo). Por exemplo, supos
que apenas as colisdes bindrias entre as moléculas sdo
relevantes, hipdtese justificada como sendo uma boa
aproximacao para o caso de um gds diluido (i.e., de
baixa densidade) '!. Fazendo entdo uma balanco do
fluxo de moléculas numa regifo infinitesimal do espaco
ele obteve, & esquerda da equacdo, os chamados termos
de “arrasto”, enquanto o funcional quadrético Q(f, f),
chamado termo de colisdo, condensa os efeitos das co-
lisdes bindrias entre as moléculas do gas [52, 16].

A equacdo de Boltzmann é uma equacio integro-
diferencial nao-linear & qual deve ser acrescentada as
condicdes inicial e de contorno adequadas. Sua anélise
matemadtica rigorosa é extremamente dificil e tem uma
longa histéria. De fato, é parte da questdo que trata
dos fundamentos axiomaéticos da Fisica, incluida pelo
matematico alemao David Hilbert na sua famosa lista
de 23 Problemas propostos por ocasiao do II° Congresso
Internacional de Matemadtica realizado em Paris (1900).
No Sexto Problema de Hilbert [54] pede-se, entre outras
coisas:

“Tratar [...], por meio de axiomas, aquelas
ciéncias fisicas nas quais a matemdtica tem
um um importante papel; acima de tudo, a
teoria da probabilidade e a mecanica”.

O problema geral da existéncia e unicidade de
solucbes ainda ndo estd completamente resolvido ape-
sar dos grandes avangos recentes, particularmente o te-
orema de existéncia de DiPerna-Lions (1989)[11].

Uma questao fundamental da moderna mecanica es-
tatistica fora-do-equilibrio é a da validade da equacao
de Boltzmann, isto é, elucidar em que sentido e sob
quais condigoes ela pode ser deduzida rigorosamente
a partir da dinamica newtoniana, em um certo limite
adequado. Este problema, um dos mais dificeis da
fisica-matematica, ainda permanece em aberto. Porém,
como discutiremos na iltima se¢ao, um resultado po-
sitivo importante nessa direcio foi obtido em 1975 por
Oscar Lanford [13, 32]. Apesar de restrito a um gas
diluido e valido para tempos de evolucio extremamente
curtos, é a primeira dedug¢ao mateméticamente rigorosa
da equagdo de Boltzmann a partir da mecénica.

I1.1. O Teorema-H

Naquele mesmo trabalho, Boltzmann obteve uma
importante conseqiiéncia de sua equagdo. Além de mos-
trar que a solucao estaciondria e homogeénea corres-
ponde a distribuicdo de equilibrio canénica (a distri-
bui¢cao de Maxwell-Boltzmann mencionada acima), ele

Sérgio B. Volchan e Antonio A.P. Videira

“deduz” o famoso Teorema-H. Isto é, definindo o cha-
mado funcional H

Hip) = [ da [ dviav.mos fav.n,

ele mostra que, se f(q,v,t) = fi(q,v) é uma solugio da

equacgao de Boltzmann, entdo %&M < 0, sendo a desi-
gualdade estrita a menos que f; seja a distribuicao de

Maxwell (ver [10]). Em particular, no caso homogéneo

d
(i.e., f independente de q) tem-se que % <0, a

menos que f seja a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann.

Sob certas hipdteses técnicas adicionais, pode-se
mostrar que H[f;] é limitada inferiormente para todo
t. Entdo, sendo uma funcdo mondtona decrescente em
t e limitada inferiormente, converge quando t — +oo.
Portanto, é bastante plausivel que tenhamos

Jim f(v,t) = fo(v).

Em outras palavras, o Teorema-H sugere que as
solucoes da equacao de Boltzmann convergem para a
distribuicdo de Maxwell-Boltzmann para tempos su-
ficientemente grandes. Assim, essa seria a primeira
deducdo, a partir de primeiros principios, da tendéncia
universal dos sistemas termodinamicos isolados con-
vergirem para um estado de equilibrio 2. Além do
mais, observando que para um gds ideal em equilibrio,
a entropia termodinamica S é (aproximadamente) pro-
porcional a —H, Boltzmann propde, ousadamente, que
também fora-do-equilibrio valha

S(t) = —kH[f:].

Dessa forma, o Teorema-H parece fornecer uma jus-
tificagdo mecanica para a Segunda Lei da Termo-
dinamica na forma
IO
. —

O mecanismo responsiavel pelo relaxamento ao
equilibrio e o concomitante aumento da entropia seria
creditado as inimeras colisoes entre as moléculas.

Do ponto de vista da fisica-matematica moderna,
o “Teorema-H”, da maneira como foi obtido original-
mente por Boltzmann, deixa muito a desejar. Por um
lado, as varias manipulacdes formais feitas sem o de-
vido cuidado devem ser corrigidas sob certas hipéteses
técnicas adicionais. Porém, mesmo supondo que seja
possivel deduzir rigorosamente a equacao de Boltzmann
a partir da dindmica newtoniana, o Teorema-H pres-
supoe a existéncia e unicidade de solugoes da equacao, o
que, como mencionamos anteriormente, é um problema

1A inevitabilidade de ter-se que considerar colisdes miiltiplas no caso de gases nio-diluidos dificulta tremendamente a anslise ma-

temadtica do problema [9].

12 A existéncia do estado de equilibrio é o que postula a Lei Zero da Termodinamica
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nada trivial. Tendo em conta, porém, que Boltzmann
nao dispunha das ferramentas mateméaticas que existem
hoje (e que ainda assim ndo d&o conta de forma satis-
fatéria dos problemas técnicos envolvidos) seus resulta-
dos sdo, sem a menor divida, um dos grandes triunfos
da Fisica.

Entretanto, na época de sua publicacdo, tais re-
sultados atrairam criticas ferrenhas. Estas aponta-
vam para a aparente contradicao de se obter, a par-
tir da dindmica newtoniana reversivel, um comporta-
mento macroscépico irreversivel: o chamado “problema
da irreversibilidade”. Dizer que a dinamica newtoni-
ana é reversivel significa que, se seguirmos a evolugao
de um sistema isolado de particulas durante um inter-
valo de tempo 7 > 0, e entdo invertermos exata e ins-
tantdneamente as velocidades de todas as particulas,
deixando em seguida o sistema evoluir livremente du-
rante outro intervalo de tempo 7, o sistema retornaria
(ap6s o intervalo 27) ao estado original, mas com todas
as velocidades invertidas.

Contudo, sistemas macroscépicos geralmente exi-
bem um comportamento irreversivel. Por exemplo, um
gas se difunde espontaneamente por todo um volume
a partir de uma concentracao inicialmente localizada
em uma pequena regido (via equagdo de difusdo), ao
passo que o0 oposto nunca ocorre (espontaneamente); o
atrito ou viscosidade agem sempre contra o movimento
e nunca a favor, etc. Portanto, uma deducéo direta de
equagoes que descrevem processos macroscépicos irre-
versiveis nao deve ser possivel.

De fato, uma das suposi¢oes implicitamente utili-
zadas por Boltzmann na sua deducdo, é a chamada
hipétese do caos molecular ?, como havia ob-
servado o fisico inglés S. H. Burbury em 1894 !4,
Batizada pelos Ehrenfests de Stosszahlansatz — (ou
“Hipétese sobre o numero de colisdes”), trata-se de
uma hipdtese sobre as condigoes iniciais da dinamica
microscépica dos choques, postulando que as velocida-
des das particulas imediatamente antes dos choques
sdo nao-correlacionadas. Essa hipdtese foi criticada
como sendo uma introducdo ad hoc de “uma suposi¢ao
nao-mecanica” [52] que “destr6i” a reversibilidade da
evolucao newtoniana, o que invalidaria toda a andlise
mecanicista de Boltzmann.

Curiosamente, por si s, tal hipdtese de forma al-
guma invalida a proposta de Boltzmann e este é um
ponto freqiientemente ignorado [41]. De fato, ndo ha
nenhuma contradigao légica entre a reversibilidade
das leis da mecanica (ou das leis bésicas da Fisica)
e a existéncia de fendmenos irreversiveis. Isso por-
que uma evolucdo dinamica sb é completamente espe-
cificada uma vez dadas as leis dindmicas (no caso as
equagoes de Newton) juntamente com as condigbes

I3Expressio cunhada pelo fisico James Jeans.

iniciais [4], sendo estas ultimas parte integrante da
formulagao da mecéanica. As leis da mecanica sdo,
portanto, compativeis com diversas evolucgoes, depen-
dendo das condicbes iniciais.

Desta forma, a difusdo por todo o ambiente de um
perfume contido num frasco aberto, assim como sua
concentracdo espontanea do ambiente para o frasco,
sdo ambas, em principio, compativeis com as leis da
mecanica. E claro que esta segunda evolucdo parece
violar a Segunda Lei da Termodindmica, mas deve-
mos recordar que esta é uma lei macroscépica, valida
para sistemas compostos por um enorme nimero de
particulas. Essa disparidade de escalas é um outro
ingrediente necessdrio para fundamentar uma deducio
rigorosa da termodinamica e da hidrodinamica a partir
da mecanica. Estd também na base da resposta de Bol-
tzmann as outras objecoes ao seu trabalho, conhecidas
como o “paradoxo da reversibilidade” de Loschmidt e
o “paradoxo da recorréncia” de Zermelo-Poincaré.

Em suma, um programa para implementar as idéias
de Boltzmann poderia ser resumido da seguinte forma:
mostrar, para uma ampla classe de condicoes inici-
als, isto é, que constituem um conjunto “tipico” (com
respeito a uma certa distribuicdo de probabilidade)
de configuragdes no espago de fase, que as grandezas
dindmicas fisicamente relevantes satisfazem as equacoes
macroscépicas (e.g., hidrodindmicas) conhecidas, com
probabilidade préxima de um num certo limite quando
o nimero de particulas é suficientemente grande. Dis-
cutiremos mais adiante as diversas noc¢oes ai envolvidas.

E verdade que ainda hoje este programa esta longe
de ser plenamente realizado, pelo menos no estado atual
do conhecimento matemadtico. Devemos mencionar,
contudo, que alguns progressos significativos e encora-
jadores foram obtidos nas dltimas décadas [2, 15, 55],
o que mostra a fecundidade das idéias de Boltzmann
sobre o reducionismo, o atomismo e a mecanica.

IIT Reversibilidade e irreversi-
bilidade

ITI.1 Preliminares

As leis fundamentais da Fisica, e.g., da Mecanica
Classica, da Mecanica Quantica e do Eletromagne-
tismo, sdo reversiveis no sentido (informal) de que a
toda evolucao partindo de um certo estado inicial e
atingindo um certo estado final (de acordo com as leis
de movimento em questdo), corresponde (num sentido
a ser especificado) a uma outra evolugdo (obedecendo
portanto as mesmas leis de movimento), a qual, par-
tindo desse estado final retorna aquele estado inicial.

14 Ao cabo de um longo debate entre Boltzmann e um grupo de cientistas brit4nicos, em torno da Segunda Lei da Termodinamica [10].
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Pictoricamente, isso significa que “passar um filme” da
evolucdo de trds para diante gera uma outra evolucao
tao legitima quanto a primeira.

Notemos que isso nao estd relacionado com a nocao
de “voltar no tempo”. Em ambos os casos, o sistema
evolui no tempo. Ou seja, a propriedade de anisotropia
passado-futuro, as vezes chamada de “flecha do tempo”,
é aceita aqui como um dado objetivo da natureza '®
e considerada um pressuposto bdsico da Fisica, e nao
como um objeto de estudo per se 6. A propésito, a
idéia de que a Segunda Lei da Termodinamica seria
a base fisica da anisotropia temporal é insustentdvel.
Entre outras coisas é um argumento circular. Afinal, a
entropia cresce com o tempo [28].

Suponha que registrassemos o movimento de, di-
gamos, trés particulas rigidas (sem estrutura interna)
sofrendo choques eldsticos, e observdssemos entao o
movimento “de tras para diante”. Nada notariamos
de surpreendente: o movimento é possivel nas duas
“direcdes” 17. No jargdo dos fisicos, afirma-se que tal
evolucdo é “simétrica ou invariante sob reversdo tem-
poral”.

Por outro lado, os fendmenos macroscépicos, que
envolvem um grande nimero de componentes mi-
croscépicos, sdo geralmente irreversiveis. Sao os
fendmenos envolvendo atrito, viscosidade, difusao,
conducao de calor, etc, cujas leis fenomenolégicas ndo
sdo simétricas sob reversao temporal. De fato, o atrito
e a viscosidade nunca agem a favor mas sempre contra
o movimento e o escoamento; se dois corpos sao pos-
tos em contato o calor flui sempre do corpo com maior
temperatura para o de menor temperatura; um copo
apés cair de uma mesa e se espatifar no chdo nunca se
recompoe espontaneamente e pula de volta para a mesa
intacto; um gas se difunde de uma regido de maior con-
centracdo para uma regido de concentracdo menor; etc.
Essa unidirecionalidade da evolucao de sistemas ma-
croscopicos é essencialmente o significado da Segunda
Lei da Termodinamica.

Historicamente, a Segunda Lei da Termodinadmica
tem suas origens no ensaio de Sadi Carnot (1824) so-
bre a eficiéncia das méquinas a vapor. A primeira for-
mulacdo moderna deve-se a Rudolf Clausius, em 1850.
Em 1852, Thompson formula o seu “Principio da Dis-
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sipacdo”, que afirma a existéncia de uma “tendéncia
universal na natureza de dissipar a energia mecanica”.
As conseqiiéncias deste principio foram elaboradas por
Helmholtz e particularmente por Clausius que, em 1854
introduz do conceito de entropia [6].

A Segunda Lei tem duas partes: uma reversivel e
outra irreversivel. Na primeira, postula-se a existéncia
de um fator integrante 1/T" para a quantidade de ca-
lor d@) extraida ou absorvida de forma reversivel por
uma substancia & temperatura absoluta 7. Dessa forma
dQ/T = dS é a uma diferencial exata de uma funcéo
de estado S, a entropia '®. A segunda parte afirma
que, em sistemas termicamente isolados, a variacao de
entropia nunca é negativa 19,

A tendéncia a equalizacdo das diferencas de tem-
peratura e a inelutdvel transformacio de toda energia
em calor, foi elogiientemente sublinhada por Clausius
(1868) em uma palestra publica sobre as conseqiiencias
césmicas da Segunda Lei, na qual descreve a “morte
térmica” do universo:

“A medida que o universo se aproxima cada
vez mais desta condicao limite em que a en-
tropia é maxima, menores sao as oportu-
nidades de ocorréncia de mudancas; e su-
pondo que esta condicao seja finalmente
atingida, nenhuma mudanca podera jamais
ocorrer, e 0 universo estaria num estado de
morte inalteravel.”

A perspectiva sombria da degeneracio final do uni-
verso causou mal estar entre alguns contemporaneos 2°,
levando eventualmente ao questionamento do signifi-
cado e da prépria validade da Segunda Lei. Nesse sen-
tido, em discussoes com P. G. Tait e W. Thompson,
Maxwell (1867) introduz pela primeira vez o seu famoso
“demonio”: um pequeno ser imaginario capaz de violar
a Segunda Lei. Ele o faz controlando uma portinhola
(sem atrito) na parede que separa dois compartimentos
de um recipiente contendo um gas a diferentes tempe-
raturas. Com seu poder sobrehumano de seguir o mo-
vimento de cada molécula do géas, o demonio de Max-
well permite a passagem de moléculas rapidas do gas
mais frio para o lado mais quente e as lentas no sentido
oposto, aumentando assim o gradiente de temperatura.

15 Ao contrario de alguns filssofos que a tomam como uma ilusdo imposta pelos sentidos ou tendo natureza puramente psicolégica [41].

16 A rigor o tempo é um conceito que pertence & protofisica, disciplina que estuda os pressupostos mais fundamentais da Fisica [7].

70 mesmo vale para o movimento de um sistema planetario descrito como um sistema de esferas rigidas sujeitas as Leis de Newton
e a gravitagao, i.e., excluindo os eventos de sua histéria formativa, assim como os efeitos de longo prazo, quando os efeitos dissipativos

acumulados nao sdo despreziveis.

18Para uma discussao recente, onde a existéncia da entropia é deduzida a partir de uma relacio de “acessibilidade” entre estados de
equilibrio, ver [34] do sistema. Para um tratamento cldssico, ver [47, 40].

19Processos reais sempre envolvem alguma dissipacio. Portanto, a rigor, os processos reversiveis sio idealizacdes, em se concebe o
sistema evoluindo de forma infinitamente lenta (processos “quase-estdticos”) de forma a estar sempre em equilibrio. Porém, sendo a
entropia uma funcgao de estado do sistema, sua variacao entre dois estados de equilibrio depende apenas destes estados e nao do processo
que os liga. Logo, afim de determinar esta variagdo, podemos fazer o cdlculo imaginando um processo reversivel com aqueles estados

final e inicial [1].

20 Afinal, o século XIX era o “século do progresso” e do otimismo no futuro.
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Apesar da impossibilidade fisica da existéncia de ser
tdo complexo, a idéia de Maxwell é de que a Segunda
Lei ndo é necessariamente valida na escala microscépica
devido as flutuacdes de velocidade das moléculas em
torno do valor médio. Tais flutuacbes tornam-se des-
preziveis quanto maior o nimero de moléculas conside-
rado, uma conseqiiencia do Teorema Central do Limite
(ver Apéndice).

I1.2 Um modelo matematico

Como veremos, as objecdes ao programa mecani-
cista de Boltzmann para a fundamentacao da Segunda
Lei eram em parte motivadas por questoes filoséficas.
Porém, as criticas eram técnicas e portanto, afim de
discuti-las com mais clareza assim como para compre-
ender a solugdo de Boltzmann, vamos explicitar alguns
modelos matemadticos micro e macroscopicos para des-
crever o experimento prototipico de um processo irre-
versivel: a expansdo livre de um gés.

Imaginemos um recipiente termicamente isolado e
contendo duas camaras idénticas separadas por uma
membrana. Numa das camaras é feito vacuo e na ou-
tra encontra-se um gas em equilibrio. Se removemos
a membrana a distribuicao das moléculas, agora al-
tamente inhomogénea, evolui no tempo até que o gas
atinge um novo estado de equilibrio caracterizado por
uma densidade homogénea em todo o recipiente.

Figura 1. Difusao do gés.

Este fenémeno de transporte difusivo é irreversivel
ja que nunca se observa o retorno espontaneo do gas a
situacao inicial, isto €, na qual ele se concentrava numa
das camaras. Idealmente, a mecanica estatistica de sis-
temas fora-do-equilibrio deveria ser capaz de explicar
este fendmeno, apesar de que no momento ainda esteja
longe disso.

O modelo microscépico

Para um gas (ou fluido) cldssico o modelo mi-
croscopico que adotamos é o da mecanica Hamiltoniana

de n particulas idénticas e sem estrutura interna. No-
temos que é a partir deste modelo classico simplificado
que se pretende obter o comportamento macroscépico
de gases ou fluidos. Como observou o fisico J. Lebo-
witz [33],

“Por que esta descri¢ao cldssica grosseira
(uma versdao refinada dagquela proposta pelos
antigos fildsofos gregos) fornece predigies
ndao apenas qualitativamente corretas, mas
em muitos casos, altamente precisas, estd

longe de ser claro para mim —mas esta €
uma outra estoria ou artigo.”

Seja A C R? um volume limitado. O estado do sis-
tema (ou microestado),

(Q7p) = ((qlapl)a RN (Qn,Pn)),

é especificado, em cada instante, pelas posicoes q; € A
e momenta p; = mv; € R*, i = 1,...,n de todas as
particulas (onde m é a massa e v; a velocidade de cada
uma). O espaco 6n-dimensional I' = (A x R®)™ é cha-
mado de espaco de fase do sistema. A lei de evolucao
(ou, a dindmica) é definida pelas equacoes de Hamilton:

onde H = H(q,p) é a fungdo Hamiltoniana. Esta re-
presenta a energia total do sistema, dada por

pi = —Vqu(p, q)7

n

Hap) = S P04 S 0l — i)+

— 2m =
i=1 i#]
n
> Vi)
i=1

A primeira soma é a energia cinética total, a segunda a
energia potencial de interacao entre pares de particulas
e a terceira a energia potencial de interacao com cam-
pos externos, incluindo as paredes do recipiente.

Dada uma condicdo inicial (go,po) € T, os teore-
mas de existéncia e unicidade para sistemas de equagoes
diferenciais ordindrias garantem que as equagbes de

Hamilton tém solugdo tnica 2! q(t) = q(qo,po;t) e
p(t) = p(go, po; t), para —oo < t < +00, com ¢(fo) = qo
e p(to) = po-

Geometricamente, a colecdo {(q(t),p(t)) : t € R}
descreve a trajetoria ou Orbita do sistema em I, pas-
sando pelo ponto (go, po) no instante ¢o. Assim, se (g, p)
é o estado do sistema em tp = 0, entdo (¢(t),p(t)) =
T;(q,p) é o estado do sistema no instante ¢ > 0, com
T; : T — T" a transformacio dinamica sobre I'.

Se T for uma bijecao para todo t € R, tal que

To=1
TtoTs:Tt+s vt,SER
T =T,

21 A menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula de condigdes iniciais [48].
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entdo, na linguagem da Teoria dos Sistemas Dinamicos,
diz-se que (T; : t € R) é um fluxo (i.e., um grupo de
transformagcoes a um parametro) associado ao sistema.
Caso seja apenas um semi-grupo, diz-se que (T4, ¢ > 0)
é um semi-fluzo.

Em geral, um sistema dinamico num espaco de es-
tados € é definido por uma lei de evolucdo:

(1) = X (x(t)),

com X : Q — Q. Normalmente, o espaco de esta-
dos 2 é munido de alguma estrutura de variedade dife-
renciavel ou de espago de medida, assim como se impoe
restri¢oes sobre o campo X (-) a fim de poder-se associar
um fluxo[1, 29].

Uma propriedade fundamental dos fluxos Hamilto-
nianos é o conhecido Teorema de Liouville [1] que
afirma que o fluxo Hamiltoniano preserva volumes no
espago de fase. Lembrando que T;'A = {z € T :
Ti(x) € A} é o conjunto dos estados que sdo levados
em A num intervalo de tempo ¢ pela dinamica, temos:

Teorema 1 Seja A C T um subconjunto mensurdvel e
seja p a medida de Liouville (i.e., a medida de Lebesgue
ou volume no espago de fase), definida por

(A) :/d3q1...d3qnd3p1...d3pn.
A
Entdo p € invariante sob o fluro Hamiltoniano (Ty),
isto é
W(TrA) = u(A).

Em um sistema isolado a energia total é conservada.
As trajetérias permanecem, entdo, sobre o conjunto
de nivel de energia constante E, dado por H '(E) =
{(¢,p) € T : H(q,p) = E}. Para sistemas com Hamil-
tonianas do tipo acima, H~!(E) define uma superficie
(6n — 1)-dimensional bem comportada e, no caso de um
gas num recipiente, limitada. De fato, a energia total
sendo constante, implica que para cada ¢ =1,...,n,

0 < p? < (2mE).
Como o volume do recipiente é finito,
0< |q,| < L.

Sendo uma superficie, seu volume 6n-dimensional
no espacgo de fase é nulo. Entretanto, a medida de Li-
ouville induz sobre H~!(E) uma medida vg dada por

do
ve(B) ‘/B VA

onde do é o elemento de superficie e B um subconjunto
mensuravel de H~!(E). Esta medida, também invari-
ante sob o fluxo Hamiltoniano na superficie, chama-se
distribui¢ao microcanodnica.

Uma funcdo real M : I' = R, no espaco de fase é
chamada de “varidvel ou funcdo dinamica”. Exemplos
sdo a Hamiltoniana H(q,p) e os préprios ¢’s e p’s. O
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conjunto das varidveis dindmicas é muito vasto e geral-
mente é necessario impor algum tipo de restri¢do sobre
ele.

De posse dos conceitos acima expostos, podemos
precisar a no¢do de um “funcional-H” associado &
dindmica.

Definigao III.1 Um funcional-H associado a um sis-
tema dindmico com fluzo (Ty : t € R) € uma varidvel
dinamica H : Q@ — R tal que, para cada x, a funcdo

t — H(T(z)) é estritamente decrescente, desde que
t — Ti(x) ndo seja constante.

Notemos que para um fluxo temos, por definigao,
que T; o T_; = 1 (operador identidade). E geral-
mente a essa propriedade que se referem muitos livros-
texto quando afirmam que um sistema é “reversivel”
ou “invariante por inversdo temporal”. Mas essa nogao
é muito geral para ser util na discussdo sobre reversi-
bilidade. De fato, a dinamica associada a um sistema
auténomo tipico de equacoes diferenciais ordinarias sa-
tisfaz essa propriedade. Assim, qualquer funcio de
Lyapunov estrita serviria como um “funcional-H” para
estes sistemas, mostrando que a nocao de reversibili-
dade por inversao temporal acima é compativel com
a existéncia de funcionais-#H. Por outro lado, existem
fluxos que exibem comportamentos que gostariamos de
identificar como irreversiveis, por exemplo quando ad-
mitem pontos de equilibrio para os quais convergem
quando t — oo.

A definicdo que parece ser a mais adequada, ao me-
nos para sistemas hamiltonianos, é a seguinte.

Definicao II1.2 Seja S : Q — Q tal que S> = 1. Uma
dinamica Ty € dita S-reversivel quando, para todo t,

TioSoT; =8S.

O exemplo fundamental para sistemas mecanicos
Hamiltonianos envolve o operador “inversdo de velo-
cidades”:

S((qlapl)a sy (qnapn)) = ((Oh, _p1)7 sy

(qna _pn)) .

Nesse caso, S-reversibilidade significa que, se inverter-
mos as velocidades de todas as particulas no instante
t e deixarmos entao o sistema evoluir durante um in-
tervalo de tempo t, o sistema volta ao estado inicial
(t = 0), exceto que agora com as velocidades inver-
tidas. Essa ¢ exatamente a idéia de “passar um filme
de trés para diante”. E esse o sentido da afirmacao:
os sistemas Hamiltonianos sao reversiveis. Em outras
palavras, dada uma solucdo das equacdes de Hamilton,
eziste outra solucao obtida por reversao de velocidades.
A relacao entre S-reversibilidade e a existéncia de
um funcional-H é dada pelo seguinte resultado [30].

Teorema 2 Se wuma evolugio (T¢) admite wum
funcional-H que € S-invariante (i.e., tal que H(Sx) =
H(z), Vr € Q), entio (T:) nao é S-reversivel.
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Demonstracao: Suponha que fosse possivel ter-
mos (T; oS oT,)(xz) = S(z), Vz € Q. Entéo,

H(z) = H((TroSoTy)(z)) < H((SoTy)(z)) =

H(T4(2)) < H(=),

que é uma contradicao.

Considere o seguinte exemplo devido a W. Thir-
ring [13].

Q= RQa Tt(qap) = (q _ptap)7 S(qap) = (q7 _p)7
ou seja, uma particula livre em dimensao um. Esse é
um fluxo Hamiltoniano S-reversivel. Se H(q,p) = ¢.p,
entao

H(Tt(q,p)) = (q—pt).p = q_p_p2t —

H(g,p) —p°t < H(q,p),

para p # 0 et > 0. Logo o sistema admite um
funcional-H, que ndo é S-invariante.

I11.2.2 O modelo macroscépico

Em contraste com a descricdo microscépica, que en-
volve da ordem de 10?3 graus de liberdade, a descri¢cio
macroscépica de um gds ou fluido é geralmente carac-
terizada por um pequeno nuimero de grandezas ma-
croscépicas, que satisfazem certas equagoes de evolugao.
Por exemplo, no caso do nosso gas, seu comportamento
é razoavelmente descrito pela equacao de difusao para
a densidade p(r,t):

P e,1) = V(D (olr, 1) Tp(r 1)),
onde D é o tensor de difusdo, para condicoes iniciais
e de contorno adequadas. Acontece que esse tipo de
equacgdo nao é reversivel no sentido que vimos discu-
tindo.

Mais concretamente, consideremos por exemplo a
equacgao de difusao cléssica

ap

S2(x,t) = DA, 1),

onde D > 0 é chamado de coeficiente de difusdo. Esta
equacao diferencial parcial linear parabdlica apareceu
inicialmente no trabalho do matematico francés J. B.
J. Fourier (1819) sobre a condutividade térmica de
substancias??. Naquele contexto, ao invés da densidade
p(-,-) estuda-se a distribui¢do de temperaturas T'(-,-) e
por isso ela é conhecida também como a equacdo do
calor.

A irreversibilidade surge da seguinte forma. Seja
A € R? o interior do recipiente e OA sua fronteira. Do
ponto de vista matematico queremos resolver o seguinte
problema de Neumann homogéneo:

Achar uma funcio p(r,t) : A x [0, +00) —
R, satisfazendo:

%(r,t) = DAp(r,t) em A x (0,400)

Vp(r,t)n(r) = 0 em OA x (0,+00)

p(r,0) = po(r) em A.

Acontece que a solugdo p(+,t) é uma funcdo suave
(i.e., C*°) para todo instante ¢t > 0, mesmo que o dado
inicial po(-) seja muito “irregular”. Este é famoso efeito
fortemente regularizador da equacdo do calor. Em con-
seqiiéncia, o problema:

%(r,t) = DAp(r,t) em A x (0,T)

Vp(r,t)n(r) = 0 em 9A x (0,7)

p(x,T) = pr(r) em A

onde se prescreve uma “condigdo terminal” pp(r) a
ser satisfeita no instante futuro T, em geral ndo tém
solugdo [3]. Isto é, “passar o filme de tras para diante”
nao resulta em uma outra solucao da equacao do ca-
lor/difusao.

I11.3 As objecoes

As criticas suscitadas pela suposta deducao
mecanica da Segunda Lei através do Teorema-H, for-
mam um quadro fascinante de como as questoes de
fundo filoséfico podem servir de motivacdo para um
debate cientifico 23. Examinemos estas objecoes, que
na literatura foram formuladas, talvez de forma infeliz,
como paradoxos 2%.

O chamado paradoxo da reversibilidade (Um-
kehreinwand) encontra uma das suas primeiras for-
mulagoes em um artigo de William Thompson (futuro
Lord Kelvin) datando de 1874 [51]. Neste trabalho, ele
mencionava a idéia de que, se na dindAmica microscépica
as velocidades de todas as particulas fossem invertidas
instantaneamente, o sistema evoluiria de “tras para di-
ante”. Isto é, em cada ponto cada molécula teria exa-
tamente a velocidade no sentido inverso da que possuia
previamente ao passar naquele ponto.

Thompson ilustra, de forma dramdtica, as con-
seqiiéncias inusitadas dessa possibilidade, tais como:
dgua subindo cachoeira acima; pedregulhos que se
recompoem em rochas que rolam morro acima; ve-
lhos anciaos que rejuvenescem até tornarem-se “nao-
nascidos”. Hoje em dia, qualquer pessoa que tenha

22Motivado pela controvérsia geoldgica sobre o resfriamento da Terra [5].

23Uma discussdo histérica mais detalhada pode ser encontrada em [10, 12].

24De fato, rotular tais criticas como geradoras de paradoxos na proposta de Boltzmann, de certa forma ja parece dar o problema como
irremedidvelmente insolivel, e que ainda hoje transmite uma idéia equivocada de que existiria “algo de podre” nas bases da mecanica

estatistica.
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visto um trecho de um filme passado de tras para adi-
ante ja experimentou o efeito comico de ver uma pessoa
ser lancada de dentro de uma piscina de volta para o
trampolim, totalmente seca.

Thompson afirma, porém, que ndao ha contradi¢ao
entre o fato de que estes processos nunca serem ob-
servados e a validade de uma teoria molecular sujeita
“as leis da mecanica abstrata.” Segundo ele, o fato de
nao se observar fendmenos macroscopicos do tipo des-
crito acima, deve-se essencialmente ao grande nimero
de moléculas presentes em tais sistemas, mesmo em
volumes macroscopicamente pequenos. As indmeras
colisdes levariam a uma “particdo aproximadamente
equanime” da energia entre elas, desde que nao haja in-
terferéncia de um “demonio” capaz de guiar moléculas
individuais.

O paradoxo é, entretanto, geralmente atribuido ao
fisico-quimico austriaco Josef Loschmidt, um amigo
por quem Boltzmann tinha grande apreco 2°. O pa-
radoxo aparece no primeiro de uma série de artigos
de 1876 nos quais Loschmidt investiga o problema do
equilibrio gravitacional de varios corpos. Tal inves-
tigacao tem um claro propdsito, a saber: demonstrar
que a “morte térmica” do universo, como descrita pelo
Principio de Dissipagdo de Thompson-Clausius (base-
ado na Segunda Lei), ndo era inevitavel.

Utilizando a linguagem do nosso modelo ma-
tematico, seja xo o microestado do gas no instante t = 0
e zr = T, (xo), 7 > 0, 0 novo microestado no instante
7. Se invertermos as velocidades naquele instante, o
sistema passaria para o microestado ST, (zo) €, se o
deixarmos evoluir durante um intervalo de tempo 7 ob-
teremos, no instante 27, o microestado S(xg), isto é, o
estado inicial com velocidades invertidas.

Portanto, se a evolucdo do sistema se caracteriza
pela monotonicidade no tempo de uma certa varidvel
dindmica #H(z(t)), S-invariante, entdo existe uma ou-
tra evolucao, tao legitima quanto a primeira, carac-
terizada pelo comportamente oposto de H(x(t)). Por
exemplo, uma evolucdo do gas partindo de uma con-
figuracdo homogénea no recipiente e alcancando uma
configuracdo final em que as moléculas estdo concen-
tradas em uma das metades é tdo legitima, pelas leis
da mecéanica, quanto a evolucdo oposta. O paradoxo
surge do fato de que somente esta tltima é observada
em realidade (compare com o teorema 2).

O paradoxo da recorréncia ( Wiederkehreinwand)
surge em um pequeno artigo de cunho filoséfico publi-
cado em 1893 pelo matematico, fisico e filésofo francés
Henri Poincaré [42]. Criticando o que chamava ”a con-
cepcao mecanicista do mundo que tem seduzido tantas
pessoas capazes”, Poincaré menciona um teorema de
sua autoria publicado em um famoso artigo de 1890
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sobre o problema dos trés corpos 26. Segundo este re-
sultado, um sistema mecéanico limitado necessariamente
passara por todo estado que é “suficientemente préoximo
do seu estado inicial.” Notando o contraste com a Se-
gunda Lei da Termodinamica, ele comenta que a fim de
observar a passagem de calor de um corpo frio para
um quente, nao é preciso ter a destreza e agilidade
do demonio de Maxwell: bastaria “ter um pouco de
paciéncia.”

O resultado a que se refere é conhecido como o Teo-
rema de Recorréncia de Poincaré, que ele préprio
chamava de “estabilidade segundo Poisson” 27.

Consideremos a seguinte ilustragio do teorema [25].
Imaginemos um baralho de 52 cartas e suponhamos que
sua “configuracdo” inicial consista na ordem numérica
crescente e por naipes. Suponha que um mecanismo de
embaralhamento envie, em cada instante (discreto) de
tempo, uma configuragdo a uma outra. Se olharmos a
configuracdo apés um certo nimero arbitrario de em-
baralhamentos (igual ao nimero de instantes), é pouco
provavel que encontremos o baralho na mesma ordem
que a inicial. Porém, segundo o teorema de recorréncia,
se esperarmos um numero suficientemente grande de
embaralhamentos, o baralho retornard (infinitas vezes)
aquela configuragdo (o mesmo, alids, acontecendo para
cada uma das 52! configuragdes possiveis). Note porém
que, no pior dos casos, pode ser necessario esperar que
o baralho passe pelas outras 51! 2% configuracoes.

O paradoxo é geralmente associado ao nome do ma-
tematico Ernst Zermelo que, em um artigo publicado
1896 22, fornece uma demonstracio simples do teorema
de recorréncia, e aponta para a sua incompatibilidade
com a teoria cinética [56]. Seguiu-se entdo um acrimo-
nioso debate entre Zermelo e Boltzmann [10].

No nosso contexto, o Teorema de Recorréncia pode
ser formulado na seguinte forma.

Teorema 3 Considere uma variedade Q munida de
uma medida (ou “volume”) u(-), finita e ndo-trivial,
i.e., 0 < u() < oco. Seja {T; : € R} um fluzo sobre 2,
que preserva volumes, isto €, tal que

M(B) = M(T*tB)a

para todo conjunto aberto B C Q. Dado A C Q um
aberto qualquer, seja Ag C A € o conjunto dos pontos
que evoluem para fora de A mo instante T e que ndo
retornam mais a A. Entao

1(Ag) = 0.

Demonstragao: Temos, para 7 > 0 arbitrario,
Ay ={z € A: T,z ¢ A Yk > 1}. Seja Ay, = T,;TlAO,

25L0schimdt foi o primeiro cientista a estimar o tamanho das moléculas de ar, num trabalho publicado em 1866.
26Uma publicagio corrigida de um trabalho premiado sobre estabilidade do sistema solar [14].
2"Note que Poincaré, o mestre da mecénica celeste e criador da teoria geométrica dos sistemas dindmicos, utiliza um teorema de

dindmica para refutar a “visdo mecanicista” de seus contemporaneos!

28Um niimero com mais de 60 digitos!

29Na época, Zermelo era assistente de Max Planck em Berlim, e somente mais tarde ficaria famoso por sua axiomatizacio da Teoria

dos Conjuntos de Cantor.
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para k > 0, o conjunto dos pontos que evoluiram a par-
tir de Ag num intervalo de tempo k7. Entéo, para todo
par (I,k), k > [, teremos Ax N A; = (. Caso contréario,
terfamos

T AT, A # 0 =

T, (T, Ao [ |Ao) #0 = T, Ao[) Ao # 0

o que contradiz a hipétese de nao-recorréncia de Ajg.
Mas, pela invariancia de p,

1(Ar) = p(Ao)

para todo k£ > 0. Entao

p(Ao .- |JAr) = kp(4o) < u() < 0.

Escolhendo k arbitrariamente grande, conclui-se que
necessdriamente p(Ap) = 0.

O teorema tem uma demonstracdo surpreendente-
mente simples, considerando que é um dos poucos re-
sultados sobre o comportamento global (isto é, para
tempos arbitrariamente longos) da teoria dos sistemas
dinamicos.

Observamos também que este é um dos primeiros
resultados demonstrando que uma certa propriedade
ocorre “com probabilidade igual a um”. De fato, se
normalizarmos a medida u(:), obteremos uma medida
de probabilidade ji(-) = u(-)/pn(Q) 3°. Assim, o teorema
afirma que, com probabilidade igual a 1, o sistema re-
torna a uma vizinhanga do estado inicial. Ou, equi-
valentemente, o conjunto das condigbes iniciais para
as quais o sistema ndo retorna a uma vizinhanca ar-
bitrariamente pequena de si mesmas, é um conjunto
com probabilidade igual a 0. Note que o teorema néo
afirma a inexisténcia de evolugoes nao-recorrentes, mas
apenas que elas sao excepcionais.

De qualquer forma, nosso modelo microscépico sa-
tisfaz as hipéteses do teorema 3. Portanto, este iltimo
parece fornecer um obstdculo a uma deducado mecanica
de um comportamento macroscépico irreversivel. De
fato, eventualmente o gas saird espontaneamente de
seu estado de equilibrio com densidade homogénea e se
concentrard na metade do recipiente onde se encontrava
inicialmente. Eis o paradoxo.

II1.4 A solucao de Boltzmann

A solucao dos “paradoxos” estd em parte embutida
em sua proépria formulacdo. Coube a Boltzmann juntar
as varias pecas na ardua tentativa de convencer seus
oponentes. A resposta baseia-se em trés ingredientes
principais e interdependentes [26, 33]:

(a) a disparidade entre as escalas macro e micro;

(b) as condigdes iniciais;

30De forma que [(Q) = p(Q)/u(Q) = 1.

(¢) argumentos probabilisticos.

Antes de mais nada observemos que Boltzmann
propoe apenas um esquema geral de explicacao, o qual,
ao menos em principio, responde satisfatoriamente as
objecoes que lhe foram dirigidas. J& o problema da im-
plementacao concreta destas idéias nas linhas do pro-
grama esbocado na secdo anterior, para modelos es-
pecificos e realisticos de sistemas fisicos, estava além
de seu alcance da época, e, apesar de alguns progressos
importantes nas ultimas décadas, ainda hoje continua
em aberto.

Vejamos como os ingredientes acima entram na
solucdo dos paradoxos. O argumento comeca enfati-
zando a diferenca entre as descrigbes macroscépica e
microscépica do sistema, ou seja, a disparidade de es-
calas 3. Na escala microscépica, temos um sistema com
um grande nimero de graus de liberdade. Um microes-
tado 2y € I é um ponto em R”, onde n é da ordem do
nimero de Avogadro. J4 o estado macroscépico é des-
crito por um nimero bem menor de varidveis dinamicas
(denotadas por M) de interesse fisico como, por exem-
plo, a energia total, a densidade, etc. A observagdo
fundamental é que geralmente existem intimeras confi-
guragoes (i.e. microestados) subjacentes a um mesmo
valor de M. Por exemplo, em um sistema isolado, to-
dos os pontos da superficie de energia total constante
correspondem ao mesmo valor da Hamiltoniana H.

Seja T'py C T o conjunto das configuracoes corres-
pondentes & M. O volume desse conjunto é dado por

T a| =/ Il @i d®p.
T

M =1

A evolucdo de uma configuragdo inicial zo para o
a configuracgdo x(t) = T¢(xg) no instante ¢ (de acordo
com a dinamica Newtoniana) induz uma evolucdo cor-
respondente para o macroestado My = M(z), tal
que M; = M(z(t)). Surpreendentemente, em véarios
situagoes a evolucdo induzida dos macroestados fisi-
camente relevantes é (ao menos aproximadamente),
autonoma com respeito aos microestados subjacen-
tes. Podemos entdo, conjecturar que as equagdes de
evolugdo macroscopicas classicas (e.g., de Euler, Navier-
Stokes, difusdo, transporte, etc.) sdo geradas desta
forma e entdo tentar demonstrd-lo em cada caso es-
pecifico. Essa tarefa mostrou ser extremamente dificil,
permanecendo na fronteira da pesquisa atual em fisica-
matematica.

Vejamos, porém, como esse esquema responde as
criticas dirigidas a Boltzmann. Consideremos entdo um
sistema sujeito a certos vinculos macroscopicos. Por
exemplo, o gés isolado e em equilibrio, restrito a metade
de um recipiente por meio de uma membrana separa-
dora. Se num dado instante, o vinculo é removido, o
volume agora disponivel no espaco de fase é muitissimo

31Com  sendo a superficie de energia constante e igual a E, munida da medida invariante induzida vg.
32 A rigor, do ponto de vista fisico, a diferenca de escala macro-micro se baseia no aparecimento de efeitos quanticos, que ndo consi-

deraremos aqui.
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maior, crescendo exponencialmente com o niumero N
de moléculas do gds. A nova regido acessivel ao sistema
admite entao novos macroestados cujos microestados
subjacentes ocupam volumes muito maiores que o vo-
lume da regido inicial. Em outras palavras, o sistema
simplesmente “tem muito mais espaco” para evoluir.

Assim, com probabilidade prozima de um, medida
pelos tamanhos relativos das regioes subjacentes, o ma-
croestado M evolui de forma que |T'y,| cresce com o
tempo. Isso ocorre até que o sistema atinja um novo
estado de equilibrio caracterizado por um novo valor es-
tacionario Me,, com z(t) € I'pz,,. Dai em diante o sis-
tema apresenta somente pequenas flutuagoes em torno
desse valor, que serdo tao menores quanto maior for V.

Observe-se que nio se exige que a evolucao de to-
dos os microestados iniciais induzam a evolugdo ma-
croscépica usual, apenas que a vasta maioria deles o
faca. Introduz-se, entdo, uma nocdo de tipicalidade:
um microestado inicial é “tipico” quando pertence a
um subconjunto de probabilidade préxima a um no
espaco de fase, com respeito a uma medida adequada
do “tamanho” destes subconjuntos. Tais estados evo-
luem de forma que o macroestado correspondente siga a
evolucdo usualmente observada. Podem existir micro-
estados “excepcionais” ou “atipicos”, mas eles tém pe-
quenissima chance de ocorrer, de forma que na pratica
nao se observa uma evolu¢do macroscopica “estranha”,
tal como o retorno espontaneo do gas para a metade
inicial do recipiente.

A grande intui¢do de Boltzmann foi fazer a conexdo
com a Segunda Lei através da chamada entropia de
Boltzmann dada (a menos de constantes aditivas e
multiplicativas) por

Sp(z) = log [T pz(a)l;

e que é uma forma conveniente de medir o tamanho
da regido I'pr. Ele observou que para gases ideais em
equilibrio, a entropia de Boltzmann Sp é aproximada-
mente igual & entropia termodinamica de Clausius (a
menos de uma constante aditiva que cresce com n).
A Sp, portanto, conecta os estados microscépicos com
uma grandeza termodinamica fundamental, ao menos
no equilibrio. Boltzmann propoe, entao, que sua en-
tropia possa ser generalizada para sistemas que este-
jam fora-do-equilibrio . Como Sg(z(t)) “tipicamente”
cresce com o tempo ao retirarmos um vinculo de um
sistema isolado, obtemos uma explicacdo microscépica
para a Segunda Lei da Termodinamica: a passagem
de um estado macroscépico fora-do-equilibrio para um
estado de equilibrio corresponde & evolucao de micro-
estados extremamente raros para microestados extre-
mamente provavéis. Esta é chamada interpretacio es-
tatistica de Boltzmann para a Segunda Lei da Termo-
dindmica [23].
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Figura 2. Relaxamento ao equilibrio.

COI’HO ﬁcam 0S « aradoxos” reinter retadOS 2\1 luZ
)
da discussao acima?

Analisemos primeiramente a objecao de Zermelo-
Poincaré. O Teorema de Recorréncia para a dindmica
microscépica implica que eventualmente o gas retorna
a uma configuracdo préxima da inicial. Portanto, o
Teorema de Recorréncia seria um obstdculo a uma
deducao da macrodinamica a partir da microdinamica:
tal deducao, se obtida, valeria apenas para tempos
muito inferiores ao tempo de recorréncia (isto é, o inter-
valo de tempo decorrido até o sistema retornar a uma
vizinhanga do estado inicial). Para estes sistemas de
muitas particulas, entretanto, o tempo de recorréncia é
absurdamente maior que o tempo de relaxacao do sis-
tema para o equilibrio. De fato, é muito maior que a
idade do Universo, sendo da ordem da exponencial do
numero de particulas n. Para se ter uma nocdo das
ordens de grandeza envolvidas, considere 1 em? de hi-
drogénio a temperatura de 0° Celsius e pressiao de 1
atm. Este sistema contém n ~ 10'° moléculas. Por-
tanto, o tempo de recorréncia é da ordem de 101"
segundos. Se o compararmos com a idade do Universo,
que de acordo com as estimativas nos modelos atuais é
da ordem de 10'7 segundos, vemos que, na realidade,
nunca teremos chance de observar uma recorréncia 3.

Portanto, do ponto de vista fisico, a objecdo de
Zermelo-Poincaré ndo é relevante. Do ponto de vista
matemdtico , entretanto, o tempo de recorréncia é um
obstaculo real & dedugao da macrodinamica a partir da
microdinamica, o que s6 pode ser evitado se considerar-
mos uma certa idealizacdo, isto é, se tomarmos um certo
limite adequado, por exemplo, o limite hidrodinamico.
Nesse limite, o nimero n de particulas tende ao infinito,
sendo também infinito o tempo de recorréncia. Note-se

33 Analogamente, é altamente improvavel obervarmos o baralho de cartas retornar exatamente ao estado inicial.
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que isso é andlogo ao que ocorre em mecanica estatistica
do equilibrio ao estudar-se o fendmeno das transigoes de
fase: sé obtemos uma nocado matematicamente precisa
deste fendmeno no chamado limite termodindamico, que
também é uma idealizagao em que se consideram siste-
mas com um numero infinito de particulas.

Analisemos agora a objecdo de Loschmidt. Con-
sidere o gis em equilibrio no instante inicial, carac-
terizado por uma densidade uniforme M, na metade
do recipiente. Seja Qy = 'y, e defina o conjunto
Qo C Qp das “boas” configuracdes. Uma “boa” con-
figuracdo é aquela cuja evolucdo leva o sistema para
um estado macroscépico (num instante posterior) que
corresponde & homogeneizacdo da densidade por todo
o recipiente. Analogamente, em um instante t, seja
Q) = 'y, o conjunto das configuracoes subjacentes ao
macroestado M;. Defina o conjunto Q; C Q, das “boas”
configuracoes no instante t, i.e., aquelas cuja evolucio
subseqiiénte corresponde & evolucdo macroscépica ob-
servada My, com t' > t.

A reversibilidade microscépica é a afirmacio

T (S(T:(0))) = S(20)-

Se fosse realmente o caso de ser T((S(Q)) = S(Qo),
entdo o paradoxo seria legitimo. Realmente, dada
uma “boa” configuracio z(t) € {; no instante ¢, exis-
tirla uma configuracdo correspondente S(z(t)), com
velocidades invertidas, nesse mesmo instante. As-
sim, esta iltima seria levada pela dinamica ao estado
T:(S(z(t))) = S(zp), trazendo o sistema de volta ao
estado inicial, com velocidades invertidas. Ou seja, o
gds retornaria a ocupar a metade inicial do recipiente,
em flagrante contradicdo com o que ocorre no mundo
real.

Acontece porém, que em geral ; # T:Qq. De fato,
a maioria das configuracoes de 2; nao provém de €,
sendo este ultimo um subconjunto extremamente pe-
queno do espaco de fases. Assim, |T:8| < || e com
alta probabilidade (préxima de um, quando n tende a
infinito), o sistema evolui de acordo com o observado.

Nesse momento, a seguinte objecdo poderia ser le-
vantada. Se, afinal de contas, as configuragoes em ()
sdo extremamente raras, como é possivel que o sistema
se encontrasse inicialmente numa delas? Em outras pa-
lavras, como é possivel que o gas se encontrasse inici-
almente confinado & metade do recipiente? A resposta
é que o sistema foi preparado nesse estado de baixa
entropia por um experimentador, que é ele préprio
um sistema de baixa entropia. Um sistema bioldgico
no alto da cadeia alimentar, se mantém organizado,
pois absorve nutrientes, isto é, outros seres vivos que
sdo sistemas de baixa entropia 4. Descendo na cadeia
alimentar, chegamos aos vegetais e algas que por sua

vez obtém seu alimento pela fotossintese, ou seja, pela
absorcao de luz solar de alta energia e baixa entropia.
Mas, porque o Sol é uma fonte de fétons de baixa en-
tropia?

Somos entdo levados inevitavelmente a questoes
cosmolégicas. Em particular, como sugeriu Feyn-
man [20], deverfamos talvez incluir como uma hipétese
fisica basica o fato de que o Universo se encontra em
um estado de entropia relativamente baixa e que deve
ter sido ainda mais baixa no passado remoto.

A questdo do porqué desta condicio inicial, é certa-
mente um problema importante, e que ja havia atraido
o interesse do préprio Boltzmann, entre outros. En-
tretanto, por mais “profundo” que possa ser, trata-
se de um problema diferente do que vinhamos consi-
derando. No que concerne a questao da irreversibili-
dade/reversibilidade, esta condigéo é considerada como
um dos dados do problema. De forma andloga, ndo se
questiona, neste nivel, o porqué de certas constantes
fisicas terem o valor que tém. Portanto, ao contrario
do que as vezes se afirma [46], a solugdo dada por Bolt-
zmann para os “paradoxos” nao transfere o problema:
simplesmente lida com um tipo de questao, diferente de
outras, por certo legitimas, mas que sdo, possivelmente,
da alcada da Cosmologia.

IV Mecanica estatistica fora-
do-equilibrio

A Mecénica Estatistica tem como objetivo compreender
os sistemas fisicos macroscépicos em termos das leis mi-
croscopicas fundamentais que regem o comportamento
dos seus componentes. Trata-se de uma disciplina cla-
ramente reducionista, mas que reconhece que o com-
portamento coletivo de sistemas de muitos graus de li-
berdade ndo é geralmente semelhante aquele dos seus
constituintes. Geralmente estas propriedades coletivas
emergem, ou resultam, das interacoes entre as compo-
nentes, em diversos niveis.

A Mecénica Estatistica de Sistemas em Equilibrio
alcangou um sucesso extraordindrio, tornando-se
mesmo um dos pilares da fisica moderna. O préprio fato
de ter sobrevivido “incélume” as revolugoes do inicio do
século XX demonstra seu estatuto universal 3°. Ape-
sar de ndo podermos afirmar que a teoria esteja com-
pleta e plenamente desenvolvida, j& que ainda restam
problemas a resolver, em muitos casos seus métodos
demonstraram ser poderosos, além de acessiveis a um
tratamento rigoroso com base em técnicas matematicas
sofisticadas. Isso é particularmente verdadeiro com res-
peito ao estudo de transi¢oes de fase em modelos reti-
culados [38, 31].

34Diz-se que eles absorvem “entropia negativa”, o que significa que eles mantém sua entropia baixa as custas do aumento da entro-
pia no meio ambiente. Para uma discussido sobre a Termodindmica e suas conexdes com Biogénese e a Teoria da Evolugdo (da qual

Boltzmann era um entusiasta), ver [18].

35Tsso talvez se explique pelo uso de conceitos probabilisticos e estatisticos de cardter universal.
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A razdo primordial do seu sucesso deve-se sem
duvida alguma ao Principio de Boltzmann-Gibbs,
segundo o qual os valores em equilibrio e & tempera-
tura T = 1/, das grandezas macroscépicas relevan-
tes sao dados pelos valores médios das correspondentes
varidveis dindmicas microscopicas, com respeito & dis-
tribuigdo de probabilidade canénica (ou ensemble de
Gibbs)

o—BH(2)

Sy
=
|

dx,

onde H(z) é a Hamiltoniana dos sistema no microes-
tado z.

O fato surpreendente desta prescricdo ser tdo bem
sucedida, seja na Fisica Classica como na Fisica
Quantica, na Teoria dos Sistemas Dindmicos 3 e até
mesmo em campos afastados como Processamento de
Imagens, leva naturalmente & questdo da justificacdo
deste principio com base nas leis fundamentais da
mecanica. Uma tentativa nesta direcdo foi feita por
Boltzmann (1880) através de sua Hip6tese Ergédica.
Nao podemos aqui discutir, nem mesmo superficial-
mente, o circulo de idéias ligado a esta hipétese, que
deu inicio a um ramo inteiro da matemética mo-
derna: a Teoria Ergédica [37, 24]. Mencionamos
apenas que, atualmente, a Hipdtese Ergddica nao é
considerada nem necessaria nem suficiente para funda-
mentar a Mecanica Estatistica, apesar do ferramental
técnico-conceptual da Teoria Ergddica ser de grande im-
portancia [15, 26, 49]. Uma outra tentativa de funda-
mentacao consiste em analisar a dinamica microscépica
fora-do-equilibrio e tentar demonstrar que assintotica-
mente para tempos longos, ela converge (em algum sen-
tido) para a dinamica de equilibrio caracterizada pela
distribuicdo de Gibbs. Isso envolve considerar o li-
mite termodindmico ou, alternativamente, analisar a
dindmica de um sistema consistindo ab initio de infini-
tas particulas [15].

O objetivo principal da Mecanica Estatistica de
sistemas fora-do-equilibrio é deduzir as equacoes
de evolucao macroscépicas a partir da dinamica mi-
croscépica. Este problema , além de seu interesse fisico
intrinseco, é de grande importancia em aplicacdes mais
praticas (ou ndo fundacionais) em fisica, quimica e en-
genharia, uma vez que uma grande variedade de siste-
mas reais nao esta em equilibrio.

36Em que aparece sob o nome de formalismo termodindmico.
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Leis de Newton
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Figura 3. Alguns limites.

A teoria, contudo, encontra-se ainda em seu estagio
inicial. Nao existe um principio unificador claro e una-
nimemente aceito, como o Principio de Boltzmann-
Gibbs 37. Os problemas requerem técnicas préprias e
matematicamente muito dificeis, sendo um ramo ativo
de pesquisa.

Alguns problemas tipicos sdo:

(a) justificar o Principio de Boltzmann-Gibbs;

(b) deduzir as equagdes de evolucdo macroscopicas
(e.g., hidrodinamicas: Euler, Navier-Stokes, etc)
e mesoscopicas (e.g., transporte: Boltzmann, Vla-
sov, etc );

(¢) deduzir os coeficientes hidrodindmicos e de trans-
porte relevantes (difusividade, condutividade, vis-
cosidade, etc.) e suas relagoes (Lei de Ohm, Lei de
Fourier, Lei da Reciprocidade de Ornstein, Green-
Kubo, etc).

(d) partir da dindmica quéntica.

No que se segue, discutiremos apenas alguns aspectos
do item (b) (ver Figura 3, adaptada de [13]).

Como sublinhamos na secao precedente, a deducao
de equacgOes de evolucdo macroscépicas a partir da
dinamica newtoniana microscépica, sé faz sentido em
um certo limite adequado a cada problema em questao.
Isso ja estava claro para Hilbert que, na formulacao do
Sexto Problema, escreveu:

“Portanto, a obra de Boltzmann sobre os
principios da mecanica sugere o problema
de desenvolver matematicamente 0s proces-
sos de limite, ld meramente indicados, que
levam do ponto de vista atomistico para as
leis do movimento do continuo.”

37Existem tentativas recentes nesse sentido, usando idéias e técnicas da Teoria dos Sistemas Dinamicos, nos trabalhos de Ruelle e
Gallavotti, e baseadas nas chamadas medidas SRB (Sinai-Ruelle-Bowen) [24].
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Imaginemos um fluido ou gés. A sua descri¢do ma-
croscopica consiste, por exemplo, nos cinco campos hi-
drodinamicos: pressao, temperatura e velocidade em
cada ponto de um volume de fluido em cada instante
de tempo. Esses campos obedecem as equacoes de Euler
ou de Navier-Stokes (ou alguma aproximagao destas).

A deducdo destas equagbes partindo da dindmica
newtoniana é um problema extremamente dificil, cha-
mado limite hidrodinamico das equacoes de Newton.
Os resultados mais recentes geralmente envolvem a in-
troducéo ad hoc de um termo estocastico artificial (ou
“ruido”) na dindmica newtoniana, a fim de dar conta
de certas dificuldades técnicas. Uma outra alternativa é
partir desde logo de uma caricatura da dinamica hamil-
toniana: o chamado enfoque dos sistemas de particulas
interagentes [48]. Nesse cendrio, o sistema microscépico
é modelado como um sistema de particulas num reti-
culado, que evoluem de acordo com uma dinamica es-
tocdstica intrinseca. Por exemplo, particulas que evo-
luem de acordo com um passeio aleatorio com exclusao
(i-e., cada sitio podendo ser ocupado apenas por uma
particula em cada instante).

Se, por um lado, estes modelos nao sao fisicamente
realisticos, por outro tém a grande vantagem de serem,
em algumas situac¢oes, matematicamente trataveis. Ser-
vem assim como um “laboratdrio de testes” de diversas
técnicas e conceitos. Além disso, devido a uma certa
universalidade dos sistemas fisicos, espera-se que varias
propriedades macroscépicas de interesse, nao sejam
muito sensiveis aos detalhes do modelo microscépico.
Esta é uma area de pesquisa muito ativa, no entronca-
mento entre a fisica-matemdtica e a teoria dos pro-
cessos estocdsticos markovianos [48].

A situacio é ligeiramente melhor com respeito a
passagem do regime cinético (regido pela equacdo de
Boltzmann) para o regime hidrodindmico: o chamado
problema do limite hidrodindmico da equacdo de Bol-
tzmann. O regime cinético é um regime mesoscopico,
ou seja, intermedidrio entre as descri¢bes micro e ma-
croscopicas. Aqui o sistema é descrito pela densidade
de particulas f(q, v, t), onde n é o niumero de particulas
de massa m cada presentes no volume V', e f(q,v,t) é
solucdo da equagdo de Boltzmann. A idéia de deduzir a
partir dela as equacoes hidrodinamicas tem uma longa
histéria e remonta a sugestao de Hilbert [54] de procu-
rar o que ele chamava “solucoes normais” da equacao
de Boltzmann. Em outras palavras, procurava-se uma
classe particular de solugoes na qual a distribuicao de
particulas em cada instante pode ser caracterizada com-
pletamente por um pequeno niimero de parametros ma-
croscopicos. Estes seriam exatamente os campos hidro-
dindmicos tais como a densidade de massa p(q,t), a
velocidade u(q, t) e (o inverso) da temperatura 5(q, t).

Aqui,

plat) =mn(@t) = m [ fav.ody,

1
u(q7t) = —/ Vf(q,V,t) d3V7
n(qa t) R3
acrescidas das equagoes de estado para a pressao

p(a,t) = plp(a,t),5(q,1)]

e a energia

e(q,t) = e[p(q,t),B(q,t)].

A chave para a passagem de uma descri¢do & outra é a
hipdtese de equilibrio local que afirma que a distribuicao
f(-,-,-) é muito préxima, num sentido rigoroso, a den-
sidade no equilibrio mas com parametros dependendo
localmente de q e t 38, Fisicamente, isso significa que
numa vizinhanca de cada ponto, o fluido atinge um es-
tado préximo ao equilibrio; entretanto, os parametros
deste (quase) equilibrio variam lentamente no espaco e
no tempo em comparagdo com as escalas de tempo e
distancia moleculares.

Por exemplo, no caso desta distribuicdo ser proxima
de uma Maxwelliana, as equacoes de Euler resultam das
leis de conservacao (massa, energia e momentum) usu-
ais:

Op = =V - (pu)

d(pe) = =V -(peu) — pV-u ,

onde p = (p/m)kT = (2/3)pe. No entanto, a Max-
welliana é apenas uma aproximacao de ordem zero e
a idéia de Hilbert, posteriormente desenvolvida por
Chapman e Enskog (1917), era de fazer uma expanséo
perturbativa com respeito a um parametro pequeno,
dado pela razdo entre a variacdo espacial de f(,-,-)
com respeito ao livre percurso médio. Dependendo do
tipo de escala e da ordem de perturbacao, obtém-se di-
ferentes equagoes hidrodindmicas.

Finalmente, de relevancia central para nossa dis-
cussdo, encontra-se o problema de deduzir a equacao
de Boltzmann a partir da dindmica newtoniana: o cha-
mado problema da validade da equacao de Boltzmann,
mencionado anteriormente. Aqui, o resultado mais es-
petacular e ainda pouco difundido entre os fisicos, é o
Teorema de Lanford (1975). Trata-se da primeira
deducdo matematicamente rigorosa da equacao de Bol-
tzmann para gases diluidos a partir da dindmica New-
toniana no chamado limite de Boltzmann-Grad.

O problema foi originalmente delineado por Grad
em 1958, mas somente em 1975 Oscar Lanford obteve

38 A tarefa de formular uma definicio adequada de equilibrio local nio é trivial, assim como a de demonstrar que um dado sistema

fisico a satisfaz.
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sua formulacdo exata, o que permitiu uma demons-
tragdo rigorosa, nas linhas do programa mencionado
nas secoes anteriores.

O modelo consiste em n esferas rigidas idénticas de
raio a, que interagem através de choques perfeitamente
elasticos entre si e as paredes de um recipiente de vo-
lume finito V' (modelo de “bolas de bilhar”). Nesse caso
o termo de colisdo na equacdo de Boltzmann tem um
coeficiente na®. Grad sugeriu entdo, que o limite ade-
quado para para a passagem do descricdo micro para a
descricao mesoscépica é dado pelas condicoes: n — 400
(numero de particulas vai a infinito), a — 0 (raio das
esferas vai a zero) e na®> — B, onde B finito. Este é o
chamado limite de Boltzmann-Grad.

A interpretacdo fisica é de que nesse limite o livre
percurso médio *° dado por A = V/nma® permanece
finito j4 que converge para V/mB. Assim, A define
uma escala espacial natural para os fenémenos regi-
dos pela equacdo de Boltzmann. Ademais, a/A — 0
quando a — 0, indicando que nesse limite é como se o
livre percurso médio fosse muito grande, o que forma-
liza a nocdo de que cada particula se move livremente,
sofrendo apenas algumas colisdes esporadicas. Como
a/X = 0 equivale a (na®/V) — 0, o volume total ocu-
pado pelas particulas é desprezivel em relacao ao vo-
lume disponivel V. Em suma, estamos lidando com um
gés extremamente diluido.

Outro pressuposto, é de que a equacdo de Boltz-
mann tenha uma solu¢do f(q,v,t) correspondente ao
valor limite de na?, para uma dada distribuicio inicial
f(q,v,0), pelo menos num intervalo de tempo [0, ¢o]-

Em seguida, é necessario introduzir varias nogoes
técnicas. Mencionamos apenas a hnhocao intui-
tiva de uma configuracdo inicial z = (¢,p) =
(ql (0)7 P1 (0)7 ~-+5dn (0)7 Pn (0)) ser “pr(’)xima” de
f(aq,v,0). Grosso modo, isso significa que o nimero
An(z) de particulas presentes no elemento de volume
d®qd®v centrado em (q,v) é aproximadamente igual a

An(z) ~ nf(a,v,0).

Da mesma forma, diz-se que a configuracdo z, =

(a,pe) = (qi(t), pi(t), ..., dn(t),Pn(t)) no instante ¢
estd “préxima” de f(q,v,t) se

An(z,) ~ nf(q,v,t).

Teorema 4 Para um conjunto tipico de dados ini-
ciais (q1(0),p1(0),...,q,(0),pn(0)) “prézimas” de
f(q7V70)7 as SOIUQO~68 (ql (t) )y P1 (t)7 T qn(t)apn(t))
das equacdes de Newton serao “prorimas” da solugdo
fla,v,t) da equagcio de Boltzmann, no limite de
Boltzmann-Grad, e para um intervalo de tempo [0, 7]
adequado.

Sérgio B. Volchan e Antonio A.P. Videira

Aqui, por “tipica”, se entende todas as confi-
guragOes iniciais com ezce¢do daquelas que nao sdo
“préximas” de f(q,v,0), como definido anteriormente.
As configuracoes iniciais tipicas sdo escolhidas “ao
acaso” de acordo no espirito da hipdtese do caos mole-
cular. Isto é, toma-se uma amostra de (g1 (0),p1(0)) de
acordo com a distribui¢do f(q,v,0). Em seguida, inde-
pendentemente da amostragem anterior, toma-se uma
amostra de (g2(0),p2(0)) de acordo com f(q,v,0), e
assim sucessivamente. O resultado é uma configuragao
inicial “préxima” de f(q,v,0). Observe que o tUnico in-
grediente “aleatério” ocorre nas condigoes iniciais: uma
vez escolhidas, a dinamica segue a evolu¢do Newtoniana
classica.

Note-se que o ingrediente probabilistico deste resul-
tado é bastante sutil. Nao se afirma que a equacdo de
Boltzmann vale “em média”. Afirma-se que a vasta
maioria (i.e., com excecdo de um conjunto de probabi-
lidade praticamente nula) das condi¢bes microscépicas
iniciais evoluem de forma tal que a descricdo ma-
croscépica satisfaz & equacado de Boltzmann.

A grande importancia deste teorema é que ele mos-
tra que a equacao de Boltzmann é uma descricao ma-
croscopica matematicamente consistente com a micro-
dindmica newtoniana.

Por outro lado, ele tem duas grandes limitacoes. Em
primeiro lugar, o tempo 7 de validade, sendo de cerca
de 20% do tempo entre duas colisdes, é muito pequeno,
o que € insuficiente para aplicagoes & dindmica de flui-
dos. Seria desejavel ter um resultado de validade global.
Em segundo lugar, o resultado s6 aplica no limite de um
gas infinito e infinitamente diluido. E um problema em
aberto (e muito dificil) obter uma deducdo andloga para
gases com densidade finita.

Apesar disto, o Teorema de Lanford é o primeiro
exemplo concreto do programa de Boltzmann levado a
cabo com todo o rigor matemético *°. Em um de seus
ultimos artigos [15], o fisico-matemdtico Roland Do-
brushin escreve, com respeito a introdugao de métodos
matematicos rigorosos em mecanica estatistica (assunto
no qual teve importante atuacio):

“Fu compreendo, ¢ claro, que nem todos o0s
fisicos modernos concordariam que esta €
uma contribuicao positiva.”

Entretanto, resultados deste tipo sao extremamente re-
levantes. Por exemplo, o resultado de Lanford é uma
amostra convincente de que nao héa incompatibilidade,
em principio, entre reversibilidade microscépica e re-
versibilidade macroscépica uma vez que os conceitos e
hipéteses sejam formulados de maneira precisa. Em
suma, é uma espetacular confirmacao das idéias de Bol-
tzmann.

39A distancia percorrida por cada particula entre choques sucessivos.
40Na verdade, até o presente, este é o tinico resultado do género para sistemas Hamiltonianos; ha vérios resultados para sistemas
puramente estocdsticos e, mais recentemente, para sistemas Hamiltonianos com uma pequena perturbagio estocdstica [55].
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V Conclusao

A suposta incompatibilidade entre a reversibilidade mi-
croscopica e a irreversibilidade macroscépica, resumida
nos chamados “paradoxos da irreversibilidade”, foi es-
sencialmente refutada por Boltzmann através de argu-
mentos mecdnicos e probabilisticos. Integrado ao qua-
dro mecanicista e atomista, o argumento estatistico diz
respeito & estrutura ou a distribuicdo dos microestados
no espaco de fase, associados a um dado macroestado.
Neste contexto, a irreversibilidade da evolucdo ma-
croscépica ndo é tanto uma impossibilidade fisica mas
uma improbabilidade combinatéria oriunda do grande
numero de componentes microscépicos destes sistemas.

As reacoes a explicacao boltzmanniana vieram prin-
cipalmente dos energeticistas, devido ao seu anti-
atomismo (Mach, Ostwald), e de alguns matematicos,
devido seja a um anti-mecanicismo (Poincaré) ou a uma
certa incompreensao dos escritos de Boltzmann (Zer-
melo), com seu uso explicito de probabilidade junto com
a mecanica.

Por outro lado, estas criticas estimularam a fisica-
matemadtica a empreender uma esmiucada andlise das
condigdes em que se poderia esperar demonstrar rigo-
rosamente a passagem da dindmica microscépica as leis
de evolugdo fenomenolégicas dos sistemas. A demons-
tracao matematica da passagem micro-macro envolve a
identificacao de escalas de espaco e tempo adequadas e
certos limites idealizados, como o limite hidrodinamico,
no qual o nimero de particulas tende ao infinito.

Esta investigacao, com longa tradicao, revelou-se
muito frutifera, ainda que extremamente dificil, estando
longe de ter alcancado um estéagio satisfatério. Em pelo
menos um caso, entretanto, o de um gés diluido de es-
feras rigidas, o objetivo foi atingido através do estabe-
lecimento do teorema de Lanford. Isto é, demonstrou-
se a validade da equacao irreversivel de Boltzmann, a
partir da mecanica newtoniana reversivel, no limite de
Boltzmann-Grad. Um resultado andlogo para modelos
mais realistas, a despeito dos grandes esforcos ja reali-
zados, esbarra em dificuldades técnicas insuperadas até
o presente. Estes problemas desafiadores sao parte do
legado de Boltzmann & fisica e & matemdatica modernas.

Apéndice
Leis dos grandes nimeros

Imaginemos um experimento/ensaio aleatério re-
alizado repetidas vezes e independentemente do ou-
tro. O exemplo prototipico deste experimento é uma
seqiiéncia de lancamentos sucessivos e independentes de
uma mesma moeda. E um fato empirico conhecido que,
se a moeda for honesta (50% de sair cara/coroa) e se
um grande nimero de lancamentos independentes sao
feitos sempre nas mesmas condi¢des, que a razdo entre
o numero de ocorréncia de caras (ou coroas) observadas

e o numero total de lancamentos parece aproximar-se
de 0,5. Tal aproximacdo é tanto melhor quanto maior
o nimero de lancamentos realizados. Este fenomeno é
conhecido como estabilidade das freqiiéncias relativas.
Uma modelo probabilistico deste tipo de experimen-
tos consiste em uma seqiiéncia (infinita) {X,}n>1 de
variaveis aleatdrias independentes e idénticamente dis-
tribufdas (i.i.d.’s). Entao a verséo classica da Lei Forte
dos Grandes Numeros é a afirmacio seguinte [45].

Teorema 5 Se {X, },>1 € uma seqiéncia de varidveis
aleatdrias i.i.d., entao

Xi+...+X
Prob( lim 2t A An = m) =1,

n—oo n

onde m = (X;) € a esperanca ou valor médio de cada
Xy

Este teorema justifica a estabilidade das freqiiéncias
relativas, pelo menos na medida em que a idealizacao
acima é um modelo fiel do experimento. Ele mostra que

p - 1 Sn
a varidvel aleatéria (ou “média amostral”) —, onde
n

S, = X1+ ...+ X, tende a se concentrar em torno da
média.

Ou seja mostra que a superposicdo de um grande
numero de elementos aleatérios independentes, norma-
lizada pelo fator n, converge para uma constante nio
aleatodria.

Em outras palavras: grandes numeros tranformam
efeitos aleatdrios em efeitos ndo-aleatdrios[18]. Este
fato, em versdes bem mais elaboradas e complicadas,
estd por tras da reducao dréstica do nimero de graus
de liberdade na descricao macroscopica de sistemas de
muitas particulas. E a base da possibildade de dedu-
zir rigorosamente as equagao macroscépicas autonomas
(e ndo-aleatdrias) a partir da interagio de um grande
nimero de constituintes microscépicos. Uma com-
plicacao imediata é que componentes interagentes nao
sao independentes o que obriga, em cada modelo es-
pecifico, a escolher uma escala de espaco-tempo ade-
quada afim de tentar eliminar as correlacoes geradas
pela dindmica microscépica [48]. Por exemplo, no caso
do limite de Boltzmann-Grad, as interagoes por colisoes
sdo efetivamente eliminadas.

Voltemos ao lancamento sucessivo de uma moeda.
Observa-se uma acumulagdo dos valores da freqiiéncia
relativa de caras/coroas em torno da média 0,5, i.e.,
em primeira ordem, a Lei Forte dos Grandes numeros
afirma s
—~ =m + o(1)

n
com probabilidade igual a um.

Uma questao natural seria saber de que maneira os
resultados sucessivos do experimento se organizam em
torno do valor médio. Ou seja, gostariamos de ter in-
formagdes sobre a flutuagdo ou dispersdo X, — m das

7

observacoes em torno da média. E um fato empirico
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que, uma vez que as condi¢oes do modelo idealizado
acima sdo satisfeitas, a distribuicdo probabilistica das
flutuacbes em torno da média, quando devidamente
normalizadas, obedece a uma lei universal: a distri-
buicao normal ou gaussiana.

Mais especificamente, temos o seguinte resultado
classico.

Teorema 6 Sejo {X,,},>1 uma seqiéncia de varidveis

aleatdrias i.i.d., com média m e varidncia (X2) —
) Sp —nm

<X7L>2 = 02. S@]a Fn(m) = Prob(nT < IL')

a distribuicio de probabilidade da wvaridvel aleatoria

nm .
. Entao,

Sn —
Qn:T

. B _ 1 R /202

nhﬁrréo F,(x) = F(z) Noro [m e dzx.

Este resultado, de importancia fundamental na Teo-
ria da Probabilidade (e em Estatistica) é chamado Teo-
rema Central do Limite. A interpretacao é de que a
distribuicao que resulta da superposicao de varias com-
ponentes aleatérias semelhantes, normalizada pelo fator
“difusivo” n'/?, se comporta (aproximadamente) como
uma varidvel aleatéria N (0,0), dita normal ou gaus-
siana, com média zero e variancia o?. Esta varidvel é
caracterizada pela funcao distribuicao de probabilidade
F(z) dada acima (também conhecida como fungio-
erro). Ou seja, para n grande, espera-se que

Snp —nm Xi—m)+...(X,—m
nomm_ o B 20 w0, 0,
vn N
em distribuicao. Ou seja, que a soma Sy, apos rescalo-
namento e translacao,

Sn = U\/ﬁQn + nm,

tenha aproximadamente distribuicdo normal, com
média nm e variancia no?.

Existem diversas versdes do teorema, utilizando
hipéteses mais fracas sobre a seqiiéncia { X, } [45]. A ge-
neralidade do teorema justifica o aparecimento da dis-
tribuicao gaussiana em diversas areas da ciéncia como
a lei que rege a distribucao de flutuacées em torno da

média.
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