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Maxwell, preparando sua abordagem dinâmica ao Eletromagnetismo (Treatise, Vol. II, Part IV,
Cap.VI) alcan�ca, no cap��tulo anterior, as equa�c~oes de Hamilton pelo m�etodo das impuls~oes, que ele
atribui a Thomson e Tait. O estado de movimento do sistema �e dado em termos das coordenadas
generalizadas e dos seus momentos, estes sendo vistos como resultado de impuls~oes conveniente-
mente aplicadas a partir do repouso e da con�gura�c~ao atual do sistema. Esta abordagem �e bem
mais f��sica do que a bem r�apida baseada na transforma�c~ao de Legendre e permite ver as equa�c~oes de
Hamilton como prescrevendo as mudan�cas temporais entre as grandezas de posi�c~ao e de momento
- entendidas como impulsos das for�cas aplicadas - e n~ao como em Lagrange em que s�o grandezas
associadas �as massas, posi�c~ao e velocidade, aparecem.

Maxwell, preparing his dynamical approach to the Electromagnetism (Treatise, Vol. II, Parte
IV, Cap.VI), reaches in the previous chapter the Hamilton equations by the impulsive method,
attributed by him to Thompson and Tait. The state of motion of the system is given in terms of the
generalized coordinates and their momenta, these seen as a result of impulsive forces conveniently
applied from rest and from the actual con�guration of the system. This approach is much more
physical than the one provided by the very rapid one through Legendre transformation and has the
merit of allowing us to see the Hamilton equations as prescribing the mutual changes of positions
and momenta - let them be understood as impulses of the applied forces - while in Lagrange's
method deals only with quantities associated to the masses, position and velocities.

I Introdu�c~ao

A passagem da formula�c~ao de Lagrange �a de Hamilton
�e, nos dias de hoje, realizada atrav�es de transforma�c~oes
de Legendre. Da lagrangeana, expressa em termos das
posi�c~oes qi e suas velocidades _qi, constroi-se a fun�c~ao
H , contendo a mesma informa�c~ao, mas expressa em
fun�c~ao dos qi e dos pi, de�nidos como @L=@ _qi. �E um
caminho r�apido, mas que di�cilmente consegue dar con-
teudo f��sico aos momentos pi e �as pr�oprias equa�c~oes de
Hamilton que resultam da transforma�c~ao. Maxwell, no
seu Treatise [1], preparando sua Dynamical Theory of

Electromagnetism, que aparece no cap��tulo 6Æ da Parte
IV do Vol. II, apresenta tratamento, que atribui a
Thomson e Tait, em que a energia cin�etica, inicialmente
expressa em termos dos qi e _qi, �e agora expressa em ter-
mos dos qi e pi, estes sendo de�nidos como os momen-
tos resultantes de impuls~oes realizadas a partir de cada
con�gura�c~ao qi, do repouso ao estado atual do sistema,

com as velocidades _qi. �E o que reproduzimos a seguir,
com poucas modi�ca�c~oes e alguns coment�arios adici-
onais. De passagem mencionamos que em sua teoria
dinâmica os circuitos el�etricos em intera�c~ao s~ao consi-
derados como um sistema descrito por coordenadas de
posi�c~ao e suas velocidades, enquanto as correntes s~ao
descritas por velocidades `el�etricas' cujas posi�c~oes s~ao
ignor�aveis.

II Os momentos como im-

puls~oes

Sejam as equa�c~oes de Lagrange para as coordenadas
generalizadas i do sistema

d

dt

@TL
@ _qi

�

@TL
@q

= Qi (1)

em que a energia cin�etica T , escrita como TL, signi�ca
a express~ao de T em termos das vari�aveis lagrangeanas
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qi e _qi. Qi �e a for�ca generalizada correspondente �a co-
ordenada qi e dada em termos das for�cas ~Fj aplicadas
�as j part��culas do sistema, com posi�c~ao ~rj , como

Qi =
X

~Fj �
@~rj
@qi

: (2)

Quando for evidente a que ��ndice o somat�orio se refere,
ele n~ao ser�a exibido.

A energia cin�etica �e, em geral, uma fun�c~ao
quadr�atica das velocidades

TL =
1

2

X
ai;j(q) _qi _qj ; (3)

em que os coe�cientes ai;j s~ao fun�c~oes das posi�c~oes q's
e satisfazem a rela�c~ao ai;j(q) = aj;i(q): Dada uma con-
�gura�c~ao do sistema, isto �e, dadas as coordenadas qi,
qualquer estado de movimento do mesmo, isto �e, qual-
quer conjunto de valores de velocidades _qi, pode ser
alcan�cado atrav�es de determinadas impuls~oes (impul-

sos instantâneos) [2]) ~Ij aplicadas �as part��culas a partir
do repouso, naquela con�gura�c~ao. Os valores de _qi ca-
racterizam, para cada con�gura�c~ao qi, um conjunto de
impuls~oes, que levariam o sistema do repouso �aquele
estado de movimento. Consideremos as impuls~oes ~Ij
perpetradas no tempo t, ou melhor, entre t� e t+,

~Ij =

Z t+

t
�

~Fjdt: (4)

Integrando no tempo a Eq.(1) e tendo em conta a Eq.(4)
temos

@TL
@ _qi

=
X
j

~Ij �
@~rj
@qi

+
X
j

�
@ai;j(q)

@qi

�Z t+

t
�

_qi _qjdt : (5)

Vê-se que a contribui�c~ao da integral se anula porque,
por exemplo, _qidt = dqi = 0 e a varia�c~ao m�axima
das velocidades, _qj , �e �nita. Ent~ao, os @TL=@ _qi adqui-
rem valores espec���cos pi, os momentos, independen-
tes agora da representa�c~ao inicial lagrangeana. Temos
ent~ao

pi =
X

~Ij �
@~rj
@qi

=
X

ai;j(q) _qj : (6)

Para um dado estado do sistema, qi, _qi, o emprego do
2o. e do 3o. termo da igualdade acima poderia ser usado
para se calcular um conjunto de impuls~oes que levaria o
sistema �as velocidades desejadas, mas n~ao necessitamos
delas para determinar os pi, dados pelo 1

o. e 3o. termo da
Eq.(6). Portanto, o conjunto dos pi podem ser usados
alternativamente aos _qi e a Eq.(6) indica como fazê-lo,
isto �e, invertendo-a com

_qi =
X

bi;jpj com bi;j = bj;i: (7)

Embora as impuls~oes tenham sido usadas para carac-
terizar �sicamente os momentos pi, e possam ser usa-
das livremente em dedu�c~oes (veja, por exemplo, a ob-
ten�c~ao da express~ao da energia cin�etica na se�c~ao III),

os momentos podem agora ser usados como vari�aveis
cont��nuas no tempo. A substitui�c~ao dos _qi pelos pj com
a Eq.(7) na Eq.(3) forneceria a energia cin�etica TH em
que ela �e expressa em termos dos qi e pi. Note-se que
TH , em vez de expressar-se s�o atrav�es de grandezas as-
sociadas �as part��culas qi e _qi, usa as vari�aveis pi associa-
das �as for�cas, ou aos seus impulsos e as equa�c~oes de Ha-
milton v~ao dizer como se d~ao as mudan�cas rec��procas.

III Obten�c~ao da rela�c~ao

@TH=@pi = _qi, precursora de

@H=@pi = _qi

Com a representa�c~ao TH , estados com os mesmos qi
mas com variados pi podem ser vistos como resultantes
de aplica�c~oes de impuls~oes de magnitudes diferentes. Se
a partir da mesma con�gura�c~ao dois conjuntos de im-
puls~oes, pi e pi+dpi, s~ao aplicados a partir do repouso,
a diferen�ca de energia cin�etica alcan�cada �e claramente
dada por

dT =
X @TH

@pi
dpi: (8)

j�a que as posi�c~oes n~ao mudam. Vamos mostrar que dT
tamb�em pode ser calculado como

dT =
X

_qidpi (9)

e, ent~ao, concluiremos das Eqs.(8) e (9) que _qi =
@TH=@pi.

Para isto, vamos calcular primeiro a energia cin�etica
comunicada nas impuls~oes que levam do repouso aos
momentos pi atrav�es do trabalho W realizado. Este
vale

W =

Z t+

t
�

X
j

~Fj �

X
i

@~rj
@qi

dt =

Z t+

t
�

X
j

~Fj �

X
i

@~rj
@qi

_qidt

(10)
que podemos escrever como

W =
X
i;j

Z t+

t
�

_qi ~Fj �
@~rj
@qi

dt =
X
i;j

~Ij �
@~rj
@qi

�_qi; (11)

em que �_qi �e a m�edia das velocidades durante o impulso
e que no caso presente �e a metade da velocidade �nal
_qi. Pela Eq.(11) a energia cin�etica �e ent~ao

T = W =
1

2

X
pi _qi; (12)

express~ao que, em vista das raz~oes j�a apresentadas, �e
v�alida em geral, isto �e, para qualquer tipo de movi-
mento. Agora, das Eqs.(6) e (7), podemos concluir que,
em vista da simetria dos coe�cientes ai;j e bi;j , temos

X
pid _qi =

X
_qidpi: (13)
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Retornando �as impuls~oes pi e pi + dpi, nas quais as ve-
locidades passam de _qi a _qi + d _qi, tira-se das Eqs.(12)
e (13) que

dT =
X

_qidpi; (14)

que comparada �a Eq.(8) leva a

@TH
@pi

= _qi ; (15)

que, praticamente, �e uma das Equa�c~oes de Hamilton.

IV Obten�c~ao da outra equa�c~ao

de Hamilton, @H=@qi = � _pi

Seguindo [1], lembra-se primeiro que dp = _pdt e que
dq = _qdt e usando a Eq.(15) temos que

@TH
@pi

dpi = _qi _pidt = _pidqi : (16)

Como

dT = dTH =
X�

@TH
@pi

dpi +
@TH
@qi

dqi

�
; (17)

segue da Eq.(16) que

dT = dTH =
X�

_pi +
@TH
@qi

�
dqi : (18)

Supondo que o sistema seja conservativo e que, assim, o
trabalho elementar das for�cas dWc se expressa atrav�es
de uma energia potencial U(q),

dWc = �

X @U(q)

@qi
dqi ; (19)

podemos igualar dT a dWc, Eq.(19), e obter

dTH = dT = dWc = �

X @U(q)

@qi
dqi

=
X�

_pi +
@TH
@qi

�
dqi; (20)

e sendo os dqi independentes

@H(q; p)

@qi
=

@(TH + U)

@qi
= � _pi (21)

em que se de�niu a hamiltoniana H(q; p); reconhecida
como a energia total do sistema. Como o potencial n~ao
depende das velocidades, a Eq.(15) pode ser reescrita
como

@H(q; p)

@ _pi
= _qi (22)

que �e a outra equa�c~ao de Hamilton.

V Conclus~oes

Estamos agora convencidos de que na Mecânica de Ha-
milton, as for�cas, atrav�es de seus impulsos, tornam-se
atores principais e n~ao mero coadjuvantes como na de
Lagrange. Sabemos tamb�em que o movimento cont��nuo
de um sistema pode ser estudado como criado do re-
pouso, na con�gura�c~ao atual, por impuls~oes, fornecendo
um meio alternativo de abordagem.
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