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Obtém-se a expressao da energia dipolar total irradiada na criacdo de uma distribuicao neutra de
cargas e propoOe-se método do tipo variacional de Ritz para se obter a energia minima. Esta é
explicitamente obtida em aproximacao de segunda ordem.

The expression of the total dipolar energy irradiated for the creation of a neutral charge distribution
is obtained and a variational method of the Ritz type is proposed in order to derive the minimum
energy. This is presently obtained in a second order calculation.

I O problema

Cria-se uma distribuicdo neutra de cargas, de momento
de dipolo ndo nulo. Qual a energia irradiada na sua
formacdo dada uma escala de tempo, de que maneira
a formacao da distribuicao deveria ser conduzida para
que a energia irradiada fosse minima? Procuraremos
responder a estas perguntas no que segue.

II O campo elétrico na regiao de
radiacao

O campo elétrico E na regiao de radiacao criada por
um dipolo p, situado na origem e orientado ao longo
do eixo z, pode ser obtido utilizando [1], mas sendo ja
conhecido da literatura [2], preferimos usé-lo desta. No
ponto r, e coordenadas polares ¢,

o Pt — r/;)sengo@ (1)
cr
sendo ¢ a velocidade da luz. p significa a aceleracdo de
p e a equacao estd escrita no sistema CGS. Para os nos-
sos fins o retardo na Eq. 1 pode ser ignorado. Sendo 7
o versor da direcdo radial, o campo magnético, B é,

B=Ex# (2)
A potécia irradiada pelo dipolo, P(t), pode ser achada

do vetor de Poynting integrado na esfera de raio r,
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A energia total irradiada W serd a integral no tempo
de P(t). E intuitivo que devemos procurar funcdes p(t)
analiticas se desejamos gastar menos energia na criacio
do dipolo. Para isso é preciso admitir, embora com
certa irrealidade, que sua criacao se da entre —oo e
+o00. Entao

2 [t
W= P (t)dt (4)
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Além do mais, devemos fixar uma escala de tempo
quando queremos comparar a energia irradiada por sis-
temas evoluindo com diferentes funcdes do tempo ao
mesmo valor final do momento de dipolo. Por exemplo,
seja p1 (t) dado por

pr(t) = 51+ tghy) (5)

com p;(t) analitico e y~! fixando a escala de tempo.
Usando esse p; (t) na Eq. 4, obtém-se a energia W

217(2) 3
Wy = —=~°4A 6
1 3037 1 (6)

em que A; é dado por

+o0
Ay = / (sech x)(senh x)*dr = 0,267  (7)
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sendo A; calculado no MathCad Plus 6.0. No Sistema
MKS, o lado direito da Eq. 6 recebe o denominador
47eg, sendo €y a permissividade do vacuo.

Note-se que o fator v na Eq. 6 vem do fato de se
ter fixado a escala do tempo na definicio do momento
de dipolo como ~vt. Se em vez da escolha como na Eq.
5, puséssemos em geral p(t) = pog(yt), com g(—o0) =
0 e g(+o00) =1, obterfamos para a energia irradiada a
Eq. 6 com A, em vez de A;, dado por

+oo
A= /_ (2)ds (8)

E claro que a Eq. 6, com A em vez de A;, serd a energia
dipolar irradiada também para uma distribuicdo ma-
croscépica neutra de cargas, dai haver interesse em sa-
ber qual seria a menor energia irradiada na formacio da
distribuicao. Portanto, desejamos saber qual a funcéo
gm(z) que minimiza A na Eq. 8.

IIT Em busca da
minima

energia

Em vez de usarmos a funcdo g(z), vamos usar a sua
derivada f(z) = g(z). Com isso, temos que minimizar

+oo |
A:/_ 2 (x)dx (9)

sujeito a condicao

+o00
/_ f(z)ydx =1 (10)

A equagdo de Euler [3] para Eq. 9 satisfazendo a
Eq. 10 leva somente a solu¢des ndo normalizaveis,
isto é, nao funciona, e a razao disso ocorrer nao foi
esclarecida. Tomando outro caminho, vamos supor
que desenvolvéssemos f(z) no conjunto completo das
solucdes do oscilador harménico, que sao fungoes fini-
tas e definidas no intervalo —oo,+00. A Eq. 9 esta-
ria entao expressa em funcdo dos coeficientes do desen-
volvimento e minimizar-se-ia A, sujeita & condicao da
Eq. 10 também expressa em termos dos coeficientes, em
relacdo a cada um desses coeficientes. Na verdade trata-
se do método de Ritz [4], e tomando-se nimero cres-
cente de funcgdes do conjunto completo aproximar-nos-
famos cada vez mais da solucao exata. Aqui vamos nos
limitar a tomar duas funcoes do conjunto de solucoes
do oscilador harmonico, correspondente a n =0 e 2 (ja
que f(z) deve ser par).

IV Aproximacgao de 2a ordem
Seja entdo f(z) dada por

f(@) = bowo(z) + b2pa2(7) (11)
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em que by e by 830 coeficientes a determinar. A derivada
de f(z) seréd

f(@) = bogo(x) + bapa () (12)

As funcoes de onda do oscilador sdo [5]

ool =Moo (-5 ) B0 (13

em que H,(z) sdo polinomios de Hermite e N,, fatores
de normalizacao. Temos em geral

N, = (;;)”2 (1)
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As derivadas ¢, (), segundo a Eq. 13, conterdo dois
termos. O correspondente a H,(z) pode ser expresso
em funcao de H,_1(z) [5], ou seja,

H,(z) = 2nH,(z) (15)

Com isto teremos ¢o(r) = —xpo(z) e ¢a(r) =
—ap2 () +v2¢1 (z) que devem ser introduzidas na Eq.
12 e quadradas para a obtencdo de f2(x). Em f2 apare-
cem termos do tipo 2%gg, £ 0op2, TPop1, 293, TP1pa,
e @7 tendo b2, by by e b3 como possiveis coeficientes, que
devem ser integrados como na Eq. 9. Estas integrais
sdo conhecidas para quaisquer indices [6], dando, no
nosso caso, respectivamente, 1/2, v/2/2, v/2/2, 5/2, 1
e 1. Devemos agora minimizar A (Eq. 9), sujeita &
Eq. 10, isto é, sendo A um multi _Pllcador de Lagrange,
devemos minimizar [ = A + A f )dx em relagdo
a bg e b, coeficientes de f(x). Feltas as contas, temos
dé

b2 9 — 442
1= baba (VE-2) 1832 Y2 \qobotaata) (10

em que ¢y € ¢ Sao, respectivamente, ¢qo =
[ po(a)de = 1,883 e g = [T po(a)dr = 1,331,
valores obtidos por integragdo no MathCad. Achando-
se 0I/0bg e OI/Obs e igualando-os a zero, vé-se que by
e by sdo proporcionais a A e definindo b e b5 como by /A

e ba/A, b e by podem ser determinados. O sistema
gerado é
by = —0,5858b;, = 1,883
—0.5858b;, + 3,3432b, = 1,331 (17)

fornecendo b, = 2,358 e b, = 0,716. Usando-se agora a
Eq. 10, A é obtido A = 0,1854 . Retorna-se a Eq. 9 para
a obtencdo do valor minimo de A, nesta aproximacio,
que é 0,09102, inferior, portanto, ao valor fornecido pelo

p1(t) dado na Eq. 5. Retornamos agora & Eq. 15 e ob-

temos

f(z) =0,1393¢*/2(1,852 + 1,012622)  (18)
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que integrada de —oo a 4+o0o dé efetivamente 1. O mo-
mento de dipolo normalizado a 1 seria

oo = [ " )y (19)

Na Fig. 1 mostramos f(z), Eq. 18, e fi(z) =
0,5(sech )? correspondente & Eq. 5. Surpreenden-
temente f(z) apresenta um ligeiro minimo em z = 0,
talvez uma anomalia proveniente da aproximacao de
baixa ordem.
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Figura 1. As derivadas no tempo normalizado do momento
de dipolo da fun¢ao tangente hiperbélica, Eq. 5, como f1(z)
e a de minima energia, na aproximacao de segunda ordem,
f(z), Eq. 18. Uma oscila¢do muito suave ocorre nas vizi-
nhancas de ¢ = 0, para f(z).

V Energia irradiada na carga de
um condensador

Voltemos & Eq. 6 e estimemos a energia irradiada na
carga a um potencial V' de um condensador plano, ca-
pacidade C', carregado através de resisténcia R, fixando
a escala de tempo em v = 1/RC. Admitindo que A é
cerca de 1, a energia W no sistema MKS serd

kvV?

= 6P R3C? (20)

em que k é a constante dielétrica do dielétrico usado no
condensador e v 0 seu volume. Por exemplo, tomemos
um condensador em que as placas estao separadas por
uma folha de polimero de 10 ym, com &rea de 10 cm?,
k = 2. Sua capacidade serd cerca de 2 x 1072 F. Se
V =1 kV, a energia eletrostatica, 1/2CV?, serd 1073
J. A energia irradiada, pela Eq. 20, seria 5 x 107!2/R?
J. Mesmo que R fosse 0,1 Q, com RC = 2 x 10710 s,
a energia irradiada teria sido 5 milionésimos da ener-
gia eletrostatica. Na verdade, a estimativa da energia
irradiada na carga do condensador através de uma re-
sisténcia - processo que nao é suficientemente suave no
inicio - valeria para para o resto do processo.

VI Conclusoes

A Fig. 1 mostra que para irradiar a menor energia, a
aceleracao e a desaceleracgao (derivadas de f(z)) se con-
centram em duas regides do tempo entre as quais ela é
praticamente nula (entre aproximadamente -1 e +1).
Os numeros da se¢ao anterior mostram quao pequena é
a energia irradiada em comparacao com a eletrostatica
armazenada.
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