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O artigo aborda os trabalhos de dois grandes personagens da histéria da ciéncia, Arquimedes e Dirac,
que trataram independentemente, e de formas diversas, a chamada questao dos grandes nimeros.
O desenvolvimento destes trabalhos revela o talento destes cientistas que foram precursores de con-
cepcoes cientificas avancadas: no caso de Arquimedes, propondo uma nova representagdo numérica
utilizando, para comprovacao de sua eficicia, a concepcao de sistema heliocéntrico proposta por
Aristarco, e no caso de Dirac, lancando as bases que possibilitaram sérias tentativas de construcao
da Gravitagdo Quantica.

This paper deals with the work written by two notable scientists, Archimedes and Dirac, who
independently dealt with the theme so called the question of the great numbers. The development
of their work reveals their talent related to the construction of advanced scientific conceptions:
Archimedes presenting a new numeric representation using for the sake of efficacy the heliocentric
conception proposed by Aristharco; Dirac introducing the basis which gave grounds for attempts
for the construction of Quantum Gravitation.

I Introdugéo Tempo de Planck? 10~*® segundos

. . . ‘ Massa do elétron 10723 kg
Os calcu‘los realizados hoje em (.113, .seja no campo da Velocidade da luz 108 m/s
tecnologia como no campo da ciéncia pura, envolvem Idade atual do universo  10'° anos

quase sempre numeros que representam medidas de al-
gumas grandezas que podem ser tanto muito peque-
nas, relativas & dimensdo atomica ou menor, quanto
bastante grandes como é o caso da dimensdo de uma
galdxia ou mesmo do universo atual. Assim, pode-se
citar: abaixo:

]
10~** = 0,0000000000000000000000000000000000000000001

Estes numeros, quando escritos na forma natural, se
apresentam como numeros contendo muitos algarismos
antes da virgula ou um nimero muito grande de casas
decimais, como é o caso do Tempo de Planck escrito

Atualmente, mediante o uso da chamada notagdo propriamente dita. Na verdade, no emprego destes

cientifica ou notacdo de engenheiro, encontrada em
qualquer calculadora cientifica, estes nimeros sao fa-
cilmente expressos ou representados como mostram os
exemplos acima. Em geral estes niimeros expressam
a ordem de grandeza de uma medida e ndo a medida

nimeros, o que importa nao é o valor exato deles e sim
a ordem de grandeza, podendo as diferencas de unida-
des na expressao final do nimero serem desprezadas.
Assim, utilizando as regras de arredondamento prati-
cadas na fisica, o tempo de Planck poderia ter a parte

INa evolugio do universo a partir do Big-Bang, o tempo de Planck - (¢tpr) marca uma época de transi¢io. Para t > tpr as interagdes
gravitacionais sdo descritas pela Relatividade Geral, ao passo que para t < tpy, seria necessario o emprego da Gravitacdo Quéantica
para a descri¢do das interagoes. A unidade de tempo de Planck pode ser definida formalmente como tp; = 2’;?5. A densidade do

universo para t = tpy, é da ordem de 10°0 g/cm?.
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diferente de zero expressa por qualquer nimero menor
que 5 e sua ordem de grandeza permaneceria a mesma:
1043,

Neste contexto, sao nimeros desta ordem de gran-
deza que sao aqui denominados de grandes nimeros, e
que serao abordados a partir dos trabalhos desenvolvi-
dos por dois cientistas que muito contribuiram para o
progresso cientifico ao longo da histéria do saber hu-
mano. Esses cientistas sao:

1. Arquimedes (c.287-212 a.C.) matematico
e fisico grego, escreveu sobre os fundamen-
tos da geometria, aritmética e mecanica.
Nascido em Siracusa, Sicilia, no século IIT
a.C., foi educado em Alexandria, Egito, vol-
tando a viver a maior parte de sua vida na
Sicilia;

2. Paul André Maurice Dirac (1902-
1984) fisico inglés, um dos responsiveis
pela Mecédnica Quéantica e criador da es-
trutura de representacdo formal da fisica
quantica. Viveu no século 20 e durante a
maior parte de sua vida pesquisou e ensi-
nou em Cambridge, Inglaterra, vivendo os
ultimos anos de sua vida ligado & Universi-
dade da Flérida, nos Estados Unidos.

A ligacdo entre estes dois importantes personagens
da histdria da fisica reside no fato que, enquanto Dirac
com sua conhecida genialidade interpreta o significado
dos grandes numeros da fisica Moderna de uma ma-
neira inesperada e original, Arquimedes utiliza todo o
seu lenddario talento na construcao de um sistema de
representacao de grandes nimeros nos primordios da
filosofia natural, como era denominada a fisica em seu
tempo. Dessa forma, a questao dos grandes numeros é
abordada de maneira distinta e em diferentes perspec-
tivas, como é relatado a seguir.

I O sistema numérico para
representacao de grandes
nimeros de arquimedes de
siracusa

Arquimedes figura na histéria da ciéncia como um dos
mais talentosos personagens que surpreendeu o mundo
de sua época pelas suas conquistas tanto na matemaética
como na ciéncia da mecanica, tedrica e aplicada. Na
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matematica pura, antecipou muitas das descobertas da
ciéncia moderna, tal como o cdlculo integral, através
de seus estudos sobre as areas e volumes de figuras
sOlidas e dreas de figuras planas. Assim, ele demons-
trou a férmula para o calculo do volume de uma esfera
em funcdo do volume de um cilindro que a circunscreve
a partir do famoso teorema relacionando os volumes do
cone, da esfera e do cilindro, com o qual demonstra que
os volumes do cone, da semi- esfera e do cilindro estao
na razao 1:2:3.

Na mecénica, foi autor do primeiro tratado tedrico
sobre as alavancas e da descoberta da lei da hi-
drostatica, denominada de Principio de Arquimedes.
Durante a invasao romana, empregou sua genialidade
na mecanica aplicada construindo e fazendo funcionar
maquinas bélicas em defesa de Siracusa, impedindo sua
conquista por dois longos anos®. Todos os trabalhos de
Arquimedes apresentaram o rigor e a imaginagdo de seu
pensamento matematico.

Dessa forma, Arquimedes emprega toda essa genia-
lidade na resolucdo do problema da representacdo dos
grandes numeros, tarefa assumida por ele préprio e des-
crita a seguir.

I1.1 O Contexto histérico: A numeracao
alfabética grega

O grande problema na época de Arquimedes era a
inexisténcia da notacdo moderna posicional para a re-
presentacio dos nimeros. Até que a humanidade atin-
gisse este nivel técnico, o ser humano experimentou
inimeros métodos de contagem ou de representacoes
numéricas [2].

A representacido dos nimeros usada na Grécia an-
tiga, & época de Arquimedes, era constituida das letras
do alfabeto que era formado de 24 letras, acrescido de
3 letras arcaicas. Estas 27 letras davam possibilidade
de se nomear trés ordens de grandeza. Sao elas:

e as unidades: de 1 a 9 e representadas pelas pri-
meiras nove letras do alfabeto;

e as dezenas ou miltiplos de 10: de 10 a 90 e re-
presentadas pelas nove letras seguintes, da 10* a 18*
letra;

e as centenas ou multiplos de 100: de 100 até 900
representadas pelas nove letras seguintes, da 19* a 272
letra.

A Quadro 1 apresenta um resumo desta repre-
sentacdo com a utilizagdo das letras mindsculas e
maidsculas [2].

2Uma descricdo detalhada destas proezas foi minuciosamente relatada pelo préprio general romano Marcelo, comandante do exército

invasor [1].
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Quadro 01: Representacdo Alfabética dos Nimeros na Grécia Antiga

Ordam de Grandeza Representacao

Unidades a B y £ < Z n ] k-
Dezenas 1 « A v g 0 n 9 ‘%
Centenas o o T ¢ y 4 w © 3 3
Unidades A B r E r z H O g

- E
Dezenas I K A N = q ;
Centenas P L T O X v Q m J %

A representacdo dos nimeros acima de 1.000 era realizada por combinacoes de elementos do quadro acima
acrescentado de um sinal que identificava os milhares, conforme mostrado no Quadro 2.

Quadro 02: Representagao Alfabética dos Milhares na Grécia Antiga

1000 | 2.000 | 3.000 | 4000 | 5.000 | 6.000 | 7.000 | 8000 | 8.000
Minscula o B ¥ & & e N 0
i
f
Maidscula 1A B Ir A 1E : IC 1Z IH Te)
L

Existia, ainda, uma notacdo especial para a representacdo da ordem dos milhares, como mostra o Quadro 3.

Quadro 03. Representagdo Alfabética Alternativa dos Milhares na Grécia Anfiga

1.000 | 2.000 | 3.000 | 4.000

5.000

6.000 | 7.000 | 8000 | 9.000

1w xp Ap Hp

Ep op TP %

O nome especial para o numero 10.000 era a myri-
(e
ade, representada pela letra M ou H.

Por conseguinte, neste sistema de numeracao sé era
possivel distinguir claramente os nimeros até a myriade
de myriades, ou seja, 10.000 x 10.000 ou 100.000.000.
Uma conseqiiéncia incomoda era, é claro, que os ma-
tematicos gregos jamais poderiam expressar numerica-
mente grandezas cujas magnitudes ultrapassassem os
cem milhdes. Apolénio de Perga®, contemporaneo de
Arquimedes, propos um sistema que mais tarde foi ado-
tado por muitos astronomos. Entretanto, o foco do pre-
sente artigo serd o sistema proposto por Arquimedes,
pois o tratado escrito por ele sobre os grandes nimeros
contém informacoes de muito interesse para a histéria
da ciéncia [3].

I1.2 A motivacao

O interesse de Arquimedes na representacdo dos
grandes nimeros originou-se de uma discussao ocorrida
na corte do rei Gelon de Siracusa, onde algumas pessoas
teriam afirmado ao rei ser impossivel contar os graos de
areia das praias da Sicilia, pois, ainda que este nimero
nao fosse infinito, seria tdo grande que nao haveria uma
maneira de representa-lo.

A dificuldade levantada pelos interlocutores do rei
repousava sobre a limitacdo do sistema de numeracio
grega, entdo em uso, que representava enorme dificul-
dade ao célculo quando se tratava de niumeros de mag-
nitudes muito elevadas, conforme descrito na secao an-
terior.

Arquimedes propos, entao, demonstrar que esta
contagem era realizdvel e que, além do mais, era

3Matemaético grego viveu durante o final do séc. III a.C e inicio do séc. II a.C. Nasceu em Perga, Pamphylia, hoje Turquia. Escreveu
o célebre Tratado Sobre as Secoes Conicas, originalmente escrito em 8 livros. Fez importante contribuicao a astronomia grega com a
introducgao dos epiciclos e excéntricos no estudo do movimento dos planetas.
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possivel imaginar uma numeracdo adequada que permi-
tisse ndo somente resolver o problema em questao como
também exprimir numericamente qualquer quantidade
finita.

Para que as conclusoes de sua demonstracao resul-
tassem incontestdveis por parte de seus interlocutores,
Arquimedes passou a considerar as situacées mais des-
favoraveis aos seus propositos, trazendo ainda maiores
dificuldades ao problema inicial. Assim sendo, Arqui-
medes afirmou inicialmente que mediante raciocinios
geométricos os nimeros que ele propunha representar
poderiam ultrapassar ndo somente o nimero de graos
de areia de todas as praias da Sicilia, como também
o nimero de graos de areia contido no volume igual
de toda a Terra. E mais ainda, afirmou que estes
nimeros recém imaginados poderiam ultrapassar inclu-
sive 0 numero de graos de areia contido no volume de
uma esfera do tamanho do mundo!

No entanto, ainda nio satisfeito com o grau de di-
ficuldades que se atribuiu, Arquimedes vai ainda mais
longe, adotando posteriormente a definicio de mundo,
ndo a que estava em voga em sua época, mas a de-
finigdo de Aristarco de Samos (c. 310-230 a.C.), pri-
meiro astronomo a propor uma Teoria Heliocéntrica.
Em seu trabalho escrito e dirigido ao rei Gelon, ele de-
clara ter tomado conhecimento desta teoria pela leitura
dos livros publicados por Aristarco [4]. Assim sendo, as
defini¢bes de mundo eram:

Mundo aceito na época de Arquimedes, era
o nome dado pelos astronomos & esfera cujo
centro seria coincidente com o centro da
Terra e cujo raio seria igual a distancia
Terra-Sol - Sistema, Geocéntrico;

Mundo de Aristarco de Samos seria a es-
fera com centro no Sol e com raio igual a
distancia Sol-Estrelas Fixas. Neste sistema,
tanto o Sol quanto as estrelas fixas permane-
ceriam em repouso enquanto os outros cor-
pos celestes girariam em torno do Sol, tendo
este como centro de suas orbitas circulares
- Sistema, Heliocéntrico®.

Em outras palavras, Arquimedes se propoe a mos-
trar que seus nimeros poderiam exprimir a quantidade
de graos de areia contida no volume de uma esfera ex-
pressivamente maior que a esfera do mundo da época.
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Ele propoe calcular esta quantidade considerando a es-
fera, do mundo de Aristarco.

II.3 Os elementos
numéricos da solucao

geométricos e

Para demonstrar o proposto, Arquimedes desen-
volveu um argumento baseado em uma seqiiéncia de
calculos dos volumes de esferas cujos raios estariam
relacionados, comecando por esferas com raios cujas
medidas pudessem ser feitas com facilidade. Assim,
o calculo dos volumes comecga por relacionar geome-
tricamente volumes de esferas em ordem crescente de
tamanho, partindo de uma esfera de raio igual a um
dedo® até uma esfera de raio igual ao raio do mundo de
Aristarco.

A demonstracio é feita a partir de um procedimento
basico desenvolvido mediante a aplicacao repetida de
uma relacdo entre os volumes de duas esferas e seus
raios, dada pelo teorema ja conhecido na época:

Vi _ R .

Va R} W
onde R; é o raio da esfera de volume V; e Rs é o raio
da esfera de volume V5.

Além desta relacdo bésica, Arquimedes utiliza al-
guns elementos cujo conhecimento prévio é necessario
para o desenvolvimento dos cdlculos por ele elaborados.
Estes elementos se constituem em teoremas relativos a
circulos e poligonos ja demonstrados por ele anterior-
mente em outras obras, medidas astronomicas realiza-
das por ele mesmo e medidas e relacoes entre grandezas
astrondmicas estabelecidas por outros estudiosos. As-
sim, é necessario enumerar:

1. Relagado entre o diametro do Sol e da Terra

De Aristarco [4], considerando que Ds e Dr sdo
respectivamente os didmetros verdadeiros do Sol e da
Terra, Arquimedes adota

Ds ~ 30Dy (2)

2. Perimetro da circunferéncia da Terra

Apesar do calculo feito por Eratdstenes® (c. 276-
196 a.C.), obtendo para o perimetro da circunferéncia
da Terra o valor de 250.000 estadios” j4 ser do conhe-
cimento dos estudiosos da época, Arquimedes adota

4 Aristarco foi quem primeiro afirmou que a Terra girava ao redor do Sol, quase dois mil anos antes do astrénomo polonés Nicolau
Copernico (1473-1543) publicar sua obra Sobre a Rewvolugdo dos Corpos Celestes. Sua crenga na Teoria Heliocéntrica é conhecida
somente através dos escritos de Arquimedes, uma vez que nenhum de seus tratados sobre o assunto foi conservado. A tnica obra de
Aristarco que sobreviveu foi Sobre as Dimensdes e Distancias do Sol e da Lua, onde descreve um método para estimar a distancia
relativa do Sol e da Lua a partir da Terra. Embora seu método estivesse essencialmente correto, suas estimativas ndo foram corretas

devido, sobretudo, & falta de instrumentos precisos. Ver referéncia [4].

5Provavelmente o equivalente da polegada moderna.

6Matemaético, astrénomo, geégrafo e poeta grego, que mediu a circunferéncia da Terra com extraordindria precisio pela determinacio
astronomica da diferenga de latitude entre as cidades de Syene, hoje Aswéon, e Alexandria, no Egito: sua medida foi 15% maior do que

o valor hoje aceito.

70 estadio é uma antiga unidade grega de distancia igual & distancia entre as linhas de partida e de chegada da pista de corrida de
fundos do estddio de Olimpia e que media aproximadamente 194 metros.
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um valor, exageradamente superior, de 3.000.000 de
estadios. O quer dizer que ele atribui o valor de
582.000 quildmetros para a circunferéncia da Terra8.
Dessa forma, Arquimedes utilizou o valor abaixo para
o perimetro da circunferéncia da Terra,

Pr ~ 3.000.000 estidios (3)

3. Didmetro da Terra

Os teoremas demonstrados por Arquimedes sobre o
circulo, que estabelece a razao entre a circunferéncia e
seu diametro, juntamente com o dado numérico de (3)
permitem escrever,

D7 < 1.000.000 estadios 4)
4. Didmetro do Sol

Por meio de uma deducao geométrica bem elabo-
rada [3;5] fica demonstrado que o didmetro verdadeiro
do Sol é maior que o lado de um poligono regular de
1.000 lados inscrito no circulo do Mundo:

Ds > 1000 (5)
5. Relacao geométrica

Outro teorema de Arquimedes estabelece que o
didmetro de qualquer circulo é menor que o terco do
perimetro de qualquer poligono regular inscrito neste
circulo e que tenha mais de seis lados

1
D < 5P(> 6) (6)
Portanto, utilizando a relagdo (6) aplicada ao circulo
do mundo, tal que Dj; e Pjs sao respectivamente seus
didmetro e perimetro, e tendo em conta as relagoes (2),
(3), (4) e (5) pode-se escrever:
1
Dy < 5PM(> 6) =

]
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1

DM < 51000 X 61000 =
1

Dy < 51.000 x 30Dt =

1
Dy < 51.000 x 30 x 1.000.000 estddios =
Dy < 100 x 10.000 x 10.000

Donde pode-se escrever a seguinte relagio:

Ryr < 100 myriades de myriades de estddios

(7)

Finalmente Arquimedes deduz, a partir dos escritos de
Aristarco, a relacao final:

raio da terra raio do mundo

. ~ .
raio do mundo  raio da esfera das estrelas fixas

Com estes dados Arquimedes pode calcular progressi-
vamente as quantidades de graos de areia contidas nas
esferas a partir de uma esfera de didmetro previamente
escolhido até o numero de graos de areia contido na
esfera do mundo heliocéntrico.

I1.4 O sistema numérico de arquimedes

O nimero 10.000 em grego era, como ja descrito, de-

nominado de myriade e representado pela letra M ou ﬁ
Na sec¢ao I1.1 foi também visto que, para Arquimedes,
os nomes dos ntimeros iam desde a unidade até a myri-
ade, sendo portanto possivel exprimir um niimero com
clareza até 10.000 myriades, o que, na nossa notacao
moderna de poténcias de dez, daria 10%. No entanto,
estes numeros e esta representacdo ndo eram suficien-
tes para o seu proposito, levando-o a propor um novo
sistema, de nimeros®.

Inicialmente, Arquimendes considerou uma pro-
gressdo geométrica de razao igual a 10, denominada de
progressao décupla:

10°,10%,10%,10%,10%,10%, 105,107, 108, 10°,10*°, 101, 10*2...

Em seguida, a dividiu em classes de ordens constituidas, cada uma, por 8 nimeros, as quais denominou de
oitavas: a primeira comecando do 1 até 107 e denominada de nimeros primeiros; a segunda de 10% até 10'°,
denominada de nimeros segundos, e assim por diante e sucessivamente. Dessa forma, pode-se escrever:

10° 10t 10> 10® 10t 10°
108 10° 10'° 10!t 10'%2 10%3
1016 1017 1018 1019 1020 1021
1024 1025 1026 1027 1028 1029
10 105 10 10 107 10%"

10° 10" — Niimeros primeiros {1°%}
10'* 10 — Nimeros segundos {2°}
10*> 10 — Numeros terceiros {3}
10%°°  10*! — Numeros quartos {4°%}
109 10% — Numeros oitavos {8}

80 valor do perimetro da Terra calculado a partir do valor do raio igual a 6.370 km é de aproximadamente 40.000 km.

9Vide L’Arenaire em [3], p.365.
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No préximo passo Arquimedes denominou de
nimeros da Primeira Série os numeros que vao
da primeira oitava até a (10.000 x 10.000)* oitava;
seqliencialmente aos nimeros da (10.000 x 10.000)* oi-
tava da primeira série iniciava-se a Segunda Série.
Estas seqiiéncias podem ser estendidas ilimitadamente.

A partir desta construgdo, pode-se deduzir facil-
mente que o ultimo numero pertencente a dltima oitava
da primeira série equivale & poténcia 108 elevada a um
expoente igual a 108 ou (108)(10°. Além do fato de que
pode-se escrever:

10°  é a unidade dos nimeros {1°} = 1;

108 é aunidade dos nimeros {2°°} = 10.000 myri-
ades = 10.000 loi;

10'% 6 a unidade dos ntimeros {3°°} = 10.000 fifift
e assim por diante [5]. Cada ndmero é expresso em
uma unidade que corresponderd a um numero tradicio-
nal expresso em myriades. Este é o engenhoso sistema
numérico de Arquimedes.

I1.5 Calculo dos graos de areia: A solucao
do problema

Uma vez definido o sistema numérico, Arquime-
des iniciou os céalculos apoiando-se sistematicamente na
relacdo entre os volumes das esferas, que estao relacio-
nadas como na expressdo (1). As unidades de medida
iniciais tomadas por ele podem parecer um tanto es-
tranhas, porém, sdo unidades em perfeito acordo com

]

(100)3
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a época. Até hoje em dia ainda sobrevivem as unida-
des do tipo pés, polegadas, bracas, palmos. O dedo
ou polegada usado por Arquimedes é a largura de um
dedo polegar que, no caso presente foi estimado como
sendo de 2 cm. Assim, procedeu ao cédlculo dos graos
por etapas.

Inicialmente Arquimedes estimou o nimero de graos
de areia contido em um grao de papoula em no maximo
10.000 graos de areia! Ora, a medida de um dedo equi-
vale a 40 graos de papoula colocados em fileira. Por-
tanto, o niumero de graos de areia contido na esfera de
didmetro de um dedo sera:

3 _ 7
Norios/1 dedo < (40)° x 10.000 = 64.10
Este ndmero fica entre 6 e 10 unidades de numeros
{2°¢}. Portanto, o nimero de graos de areia contido
na esfera de diametro de 1 dedo pode ser escrito,

Ngréos/l dedo < 10+ {27} 9)

Usando a férmula (1), calculamos facilmente o nimero
de graos contidos nas esferas de volumes proporcional-
mente maiores que as precedentes e cujo coeficiente de
proporcionalidade é a razdo entre os diametros. Assim,
o nimero de graos contidos na esfera de didmetro igual
a 100 dedos sera!?:

N100 dedos = ~735~* M1 dedo < (1:000.000)10- 2 = 1000 j 2

ou seja'l,

N100 dedos < 1000 /Ci 2% (10)

Igualmente,

N1000 dedos < 1000 14 3 (11)

Em seguida passa-se ao cdlculo correspondente a esfera
de raio igual a 1 estadio'?, cuja razdo entre os volumes
é dada'3. Dessa forma, tem-se:

R

3
10000 dedos
Vi <dio < V1 =
estadio 0000 dedos Rai 000 de dosVlOOO dedos

Por aplicagdes sucessivas da expressio (1) e usando as
expressoes (6), (7) e (8) chega-se finalmente a,

Nestrelas fixas

< 1000 /i -8° (12)
Este nimero é uma estimativa do nimero de graos
de areia contido na esfera de raio igual a distancia

Sol-Estrelas fixas, e que, traduzido para a notagdo de

10F indiferente o uso do didmetro ou do raio, a razio permanece a mesma.

1 Para localizar, na progressio décupla, o produto de dois nimeros, Arquimedes lanca mao de uma propriedade fundamental deste
tipo de progressdo: o produto de dois elementos desta progressdo é igual a um outro elemento que estard localizado a uma posicdo
relativa ao maior dos fatores, igual a posicao do fator menor relativa ao primeiro termo.

121 estadio 9.600 dedos.

13Tendo em vista que as esferas sdo preenchidas homogeneamente com os graos de areia, o niimero de griaos numa esfera é proporcional

ao seu volume.
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poténcias de dez, ndo é superior™ a 1063,

N = {nimero de unidades: de 1 até 10.000x 10.000 } x

{unidade de uma dada enésima oitava da emésima série}

Como pode ser facilmente visto na expressao acima,
esta representacao se aplica a qualquer nimero inde-
pendente de sua magnitude, Dessa forma, Arquimedes
conclui seu trabalho apresentando uma maneira de re-
presentar os grandes nimeros em sua época.

Apesar da genialidade de sua criacdo, o sistema
de representacdo numérica adotado pela maioria dos
astronomos da antigiiidades néo foi o de Arquimedes,
mas sim aquele proposto por Apoloénio de Perga, como
dito anteriormente. Apolonio exerceu uma grande in-
fluéncia na Astronomia da época pela sua importante
contribuicdo matematica e pelo fato de ter sido um dos
responsaveis pela introducao dos epiciclos no estudo dos
movimentos dos planetas. Talvez seja esta uma possivel
explicacdo para a preferéncia de seu sistema ao invés
daquele proposto por Arquimedes.

IIT A  hipdtese dos
numeros de Dirac

grandes

P.A.M. Diragc, fisico tedrico inglés, estudou e desenvol-
veu seus trabalhos de pesquisa em Cambridge. Sua
contribuicdo cientifica foi toda voltada para o aper-
feicoamento formal da Mecanica Quantica. Sua maior
contribuicao, e que lhe valeu o prémio Nobel em 1933,
foi a previsao da existéncia de uma particula com massa
e spin iguais aos do elétron porém com carga positiva.
Das suas equagoes nasceu a primeira antiparticula, de-
tectada experimentalmente mais tarde e que recebeu o
nome de pdsitron'®. As equacoes descobertas por Di-
rac foram construidas para descrever o comportamento
do elétron relativista, cujos estados quanticos se distri-
buem em um espectro de energias que surpreendente-
mente revelou a existéncia de estados de energia nega-
tival Dirac associou estes estados de energia negativa
aos estados quanticos de uma anti-particula. Sua ge-
nialidade transformou uma enorme dificuldade tedrica
para a época em uma original e espantosa previsao.

Armado de sua habilidade para as questoes tedricas,
Dirac partiu em busca de uma explicacdo racional para
a existéncia de certas relagdes entre constantes funda-
mentais da fisica moderna e da construcao de novos
nimeros admensionais a partir destas. Partindo da
premissa de que nao se tratava de mera coincidéncia,
procurou uma interpretacao para os valores e as ordens
de grandeza desses nimeros.

14Todos estes niimeros pertencem ainda & primeira série.

III.1 Numeros adimensionais que ocor-
rem naturalmente na fisica

As constantes fundamentais da fisica, tais como a
constante de Planck, h, a massa do elétron, m, e a carga
do elétron, e, nos fornece um conjunto de unidades ab-
solutas para medidas de distancia, tempo, massa. No
entanto, existem muito mais dessas constantes do que é
necessario para aquele fim, uma vez que ainda é possivel
construir, com a ajuda daqueles, outros nimeros adi-
mensionais que cumprem o mesmo propdsito [6]. Estes
nimeros tém provocado o interesse de muitos pesquisa-
dores que questionam o significado da sua existéncia e
também a razao do aparecimento de um valor numérico
bem determinado, como por exemplo:

e valor da razdo entre as massas do préton e do
elétron = 1840 ou ainda

e 0 inverso da constante de estrutura fina, hc/e? =
137.

Segundo Dirac [7], Arthur Eddington (1882-1944)
chegou a propor uma teoria para obter, por via dedu-
tiva, todos estes numeros. No entanto, segundo ele,
a teoria de Eddington poderia ser, em principio, cor-
reta, mas seus argumentos nao eram muito rigorosos.
Mais ainda, Dirac afirmava que a existéncia de enormes
numeros adimensionais exigiria uma explicagdo inteira-
mente original.

A primeira vista este assunto sugere fortemente
tratar-se de uma preocupacao numerolégica pitagorica.
E um fato conhecido da histéria da ciéncia que entre os
pitagoricos, cuja contribuicdo a ciéncia foi fundamental
e inegavelmente decisiva para a construgdo deste mara-
vilhoso edificio que é a ciéncia, os significados misticos
dos niimeros eram levados em alta consideracao. Por
exemplo, a tetractys - o nimero 4, e a década - o niimero
10, gozavam de uma primordial posicao no conjunto dos
valores que, segundo eles, encerravam o conhecimento
dos segredos mais profundos do universo. Portanto, era
imperioso o estudo exaustivo destes nimeros por todos
que aspirassem atingir o conhecimento daqueles segre-
dos, e que uma vez conseguido, segundo os pitagdricos,
elevaria o estudioso ao mais sublime estado de felici-
dade.

Porém, Dirac e os que o seguiram na mesma linha
de raciocinio jamais estiveram motivados pela signi-
ficacdo mistica dos nimeros, mas sim decididos a encon-
trar alguma explicagdo racional para a existéncia destes
nimeros e também pelos valores particulares que eles
apresentam.

Dessa forma, como exemplos de grandes nimeros
dignos de nota pode-se citar:

e A razdo entre a forca de atracio elétrica entre um
préton e um elétron e a forca de atracdo gravitacional

15Dirac postulou a existéncia do pésitron em 1928, o qual foi experimentalmente descoberto em 1932 pelo fisico norte-americano Carl
David Anderson (1905-1991), quem também confirmou experimentalmente a existéncia do méson previsto pelo fisico japonés Yukava
Hideki (1907-1981). Em 1933, Dirac dividiu o Prémio Nobel com o fisico austriaco Erwin Schrodinger (1887-1961).
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entre eles:
Felétrica — 1039 (13)
F gravitacional

e A idade atual do universo, quando expressa em
unidades atomicas:

t ~ 10% (14)

¢ O nimero estimado de nucleons no universo atual,
que é dado pelo quociente entre o valor da massa total
do universo e o valor da massa do préton,

Massa.total.do.universo aTR3p (15)

N,
massa.do.proton myp

nucleons =

sendo R = 9.10°" ¢cm e p = 2.107%° g/cm® e m, =
1,67.10~2* g, valores fornecidos pelo chamado modelo
cosmoldgico padrao. Obtém-se,

N,

nucleons ~ 3-107prétons (16)

II1.2 A hipétese dos grandes niimeros

Para Dirac [7] a igualdade das ordens de grandeza
dos nimeros expressos em (13) e (14) ndo se trata de
uma mera coincidéncia, mas tem um significado es-
pecifico.

A idéia bdsica de Dirac é que estes numeros de-
vem estar ligados com o parametro t, a idade atual do
universo, e que a razdo entre as forcas elétrica e gra-
vitacional tem esta magnitude agora. Em outro mo-
mento este valor seria diferente do atual. Entdo, se-
gundo o raciocinio de Dirac, a expressdo (13) caracte-
riza a época presente de um modo natural, indepen-
dente dos padroes estabelecidos pelo homem.

Dessa forma, os grandes niimeros adimensionais da
fisica estariam intimamente conectados com a idade do
universo expressa em unidades atdomicas'®, e, por con-
seguinte, variam conforme a variagdo de ¢. De um modo
geral, de acordo com Dirac [7], pode-se escrever,

(1039)™ ~ ¢ (17)

Vé-se que o nimero adimensional expresso por (16),
isto é, o numero total de nucleons do universo atual, sa-
tisfaz a relagdo (17) para n = 2,

107 ~ #? (18)
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Todavia, nem todos os grandes numeros satisfa-
zem ao que afirma esta hipétese. Por exemplo, o raio
maximo do universo fornecido por um modelo cos-
molégico pulsante independe da época atual e, por-
tanto, ndo estda incluido na Hipdtese dos Grandes
Numeros de Dirac. Por outro lado, uma vez adotada
a Hipdtese dos Grandes Numeros, este modelo, por
ser incompativel com a hipdtese, deve ser desconside-
rado como um modelo possivel. Em outras palavras, a
Hipdtese dos Grandes Nimeros impoe severas restrigoes
aos modelos de universos permitidos.

IT1.3 Conseqiiéncias fisicas da hipétese
dos grandes nimeros - HGN [7]

II1.3.1 Criagao de matéria

Tendo-se em conta a expressao (18), deve-se concluir
que a HGN aponta para o fato de que o nimero de nu-
cleons no universo cresce com o quadrado do tempo,
colocando em ’cheque’ o principio da Conservacao da
Matéria, condicdo comum a quase todas as teorias
fisicas. A tnica teoria compativel com esta imposiciao
do HGN é a chamada Teoria do Estado Estacionario
proposta por Hoyle & Narlikar!”, a qual revelou-se pos-
teriormente em desacordo com a observacao.

Dirac [7], [8], especulando sobre as conseqiiéncias
destas conclusoes, conclui pela existéncia de dois tipos
de criacado de matéria:

e criacao aditiva: os nucleons seriam criados unifor-
memente pelo espaco, principalmente no espacgo inter-
galéctico;

e criacdo multiplicativa: através de algum processo
semelhante & radioactividade onde a taxa de criagao de
nucleons seria proporcional & quantidade de nucleons ja
existentes 18,19,

II1.3.2. A constante de gravitagao Newtoniana -

G

A razao entre as forcas eletrica e gravitacional entre
um préton e um elétron, como foi visto, é um nimero

adimensional da ordem de 10%°, o qual, de acordo com
a HGN,
2
e
— ~t 19
GM,m, (19)

Portanto, admitindo-se que tanto a carga elementar
e quanto as massas do préton e do elétron sao verda-
deiramente constantes2®, a HGN prevé que:

16 A expressio dada por 137 # tem a dimensdo de tempo. Nesta, h é a constante de Planck, m. é a massa do elétron e ¢

é a velocidade da luz. Como sido constantes atémicas, o valor desta expressdo é tomado como unidade atémica de tempo. O valor

aproximado deste tempo é t, ~ 10729 segundos.

I7Ver referéncias e discussio detalhada desta teoria em Weinberg [10].

18Mesmo para grandes cientistas a especulagio exagerada conduz a situagdes bizarras. Dirac, com o intuito de tornar a sua teoria
criacionista compativel com o principio da conservagdo da matéria ja incorporado em todas as teorias fisicas modernas, supds que a
criagdo de nucleons prevista pela HGN, provocaria criagao simultanea, e & mesma taxa, de antimatéria, inobservavel.

9A criacio multiplicativa sugere, segundo alguns intérpretes das idéias de Dirac, uma possivel alteracio na propor¢io de isétopos

entre os elementos naturais. Vide [9].

2080bre possiveis variagdes das constantes fundamentais ver também [9] mais adiante.
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G~t! (20)

Ou seja, de acordo com a HGN, a constante da gra-
vitagdo universal nao é uma verdadeira constante mas
uma quantidade que varia com o tempo.

II1.3.2.1 Conseqiiéncias da variagao da constante
de gravitacao G

O fato de que G varia como t~' aponta para a
existéncia de um efeito ‘acelerativo’ na expansao do
universo descrita sob a perspectiva de uma teoria de
gravitacdo newtoniana. Isto se deve ao fato de que G
teria um valor extremamente alto nos instantes inici-
ais do Big-Bang para em seguida diminuir rapidamente
com o tempo.

Ora, a acdo gravitacional que normalmente atua
como um freio a expansao seria intensamente atuante
no comeco e fracamente no futuro; este fato produz um
efeito dela se processar cada vez mais livre & medida que
o tempo flui. A mesma época, a expansao do universo
descrita pelas teorias tradicionais seria diferente: a ex-
pansio se processaria com menos rapidez, enquanto que
no presente caso, com (G varidvel, a expansao se daria a
uma taxa comparativamente maior, causando o efeito
acima denominado de acelerativo.

Outra conseqiiéncia notavel é a tendéncia que teria
o universo de se dissipar em poeira com o ‘desmanchar’
de todos os aglomerados de matéria, pois a velocidade
de escape,

2GM
r

Vescape = (21)

importante parametro associado ao processo de eva-
poragdo nos aglomerados, tenderia para zero! Mais
ainda, além da variacdo da velocidade de escape, as
dimensoes das érbitas planetdrias e lunares, por agao
do mesmo fator, sofreriam alteracgoes.

Como pode ser visto, as conseqiiéncias que decor-
rem da HGN sdo muito importantes e de grande im-
pacto, principalmente a que toca a ndo-conservacao da
matéria. O Principio da Conservacao da Energia é uma
das pecas mestras da fisica e s6 um pesquisador ge-
nial como Dirac, com sua autoridade, poderia especu-
lar sobre uma possivel violagao deste principio. As teo-
rias subseqiientes, elaboradas nesta linha de G varidvel,
mantém-se estritamente dentro da ortodoxia, como ve-
remos mais adiante.

I11.4 Teorias propostas com a variabili-
dade de G

Segundo o préprio Dirac [7], [8], a HGN impde um
severo e rigoroso critério de selecdo de modelos cos-
moldgicos possiveis. Mas os modelos que sobrevivem a
restricao imposta pela hipétese sao essencialmente mo-
delos estaticos. Isto vai de encontro a interpretacao

2INotar que G ~ E~! na Eq. (20).

moderna, e geralmente aceita, do deslocamento para
o vermelho das galdxias, segundo a qual elas estariam
animadas de grandes velocidades de recessao.

Todavia, uma conseqiiéncia direta das reflexoes de
Dirac a respeito dos grandes numeros foi o surgimento
de outros enfoques relativos & mesma questdo. Assim,
pode-se obter a massa do méson pion, a partir das cons-
tantes atomicas e cosmoldgicas G, h, c e Hy, a constante
de Hubble:

h2H0 1/3 .
( ) ~m,; (mz éa massa do méson pion)
Gc
(22)
E possivel mostrar que a expressio acima é equi-
valente & expressio (19) substituindo h por e?/c e
m§/3m;/3 em lugar de m,. Ou seja, a hip6tese de
que estas relacoes ocorram nao somente devido & mi-
crofisica mas, também, devido & interferéncia césmica
é ainda aqui resguardada, admitindo, no entanto, outra
interpretacdo, distinta da apresentada por Dirac:

as massas inerciais das particulas elementa-
res nao sao mais constantes, porém, variam
em funcdo de acoes cosmicas! 2t [10]

Ou seja, esta nova maneira de ver estas relagoes
envolvendo constantes atomicas fundamentais e o
parametro de Hubble conduz, de uma maneira quase
natural, a uma explicacdo machiana [11] para a massa
inercial das particulas elementares!

Com respeito & Eq. (22), as palavras de Weinberg
[10] sdo esclarecedoras:

Considerando possiveis interpretacoes da
Eq.  (22), devemos ser cuidadosos de
distingui-la de outras ‘coincidéncias’. A
Eq.  (22) relaciona um tnico pardmetro
cosmoldgico Hy com as constantes funda-
mentais G,h,c e m, e isto é inexplicdvel!
E claro que nds somos perfeitamente livres
de ver a Eq. (22) como uma coincidéncia
numérica sem significado, mas devemos no-
tar que esta combinacdo peculiar fornece um
valor muito prozimo do valor da massa de
wma particula elementar tipica, fato que nao
ocorre com outras combinacoes aleatdrias
destas constantes.

Este novo enfoque favoreceu o aparecimento de no-
vas teorias de gravitacdo e modelos cosmolégicos gene-
ralizando a teoria da gravitagdo einsteniana, sem o in-
conveniente da violacdo do principio da conservacao da
matéria. Além do mais, como decorre das consideracoes
acima, este género de teoria se revelou compativel com
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o conhecido Principio de Mach que atribui a inércia da
matéria & interacdo com a matéria césmica [11].

A teoria que teve maior sucesso nesta direcao foi a
teoria de gravitacdo de Brans-Dicke, na qual G é assi-
milado a um campo escalar ¢ que seria o intermedidrio
da interagdo césmica [10]. Esta teoria adota, além dos
potenciais de gravitacao previstos pela relatividade ge-
ral, e que em casos de alta simetria se restringem a
dois, mais um potencial de gravitacao representado pelo
campo ¢, controlado por equagdes propostas pela teo-
ria. Estas equagdes se compoem de equacgoOes classicas
para os potenciais de gravitacao einsteinianos e de uma
equacao especifica para o potencial escalar ¢.

A influéncia da variabilidade de G na expansio cos-
moldgica mencionada acima é preservada e aqui repre-
sentada pela intensidade do campo escalar ¢: quanto
mais intenso for este campo em dada época, menor é
a acdo freiadora da gravitacdo, ocorrendo, assim, o tal
efeito acelerativo.

Uma teoria de gravitagdo ainda caracterizada como
newtoniana, mas com G varidvel, foi proposta por Mc-
Vittie [12] e o estudo da estabilidade de um modelo
cosmoldgico original baseado nesta teoria foi elaborado
por Baptista et al. [13]. Entretanto, estas tentativas
se revelaram apenas como bons exercicios tedricos, pois
o desempenho das mesmas é, na melhor das hipéteses,
igual ao das teorias & G varidvel, ou a potencial escalar,
ja propostas.

Pode-se dizer, dessa forma, que a curiosa inter-
pretacdo dada por Dirac & existéncia dos grandes
nimeros se revelou, em tltima andlise, extremamente
fecunda. Além de ter induzido a elaboracdo de teo-
rias que generalizam a prépria teoria da relatividade
geral, permitiu ainda generalizagoes destas ultimas sob
forma de propostas de teorias multidimensionais que se
revelaram muito promissoras para solucionar o grande
problema do momento: a quantificacdo do campo de
gravitacao.

IV Uma comparacgao final

E interessante registrar um espantoso resultado nes-
tes cdlculos. As ordens de grandeza do nimero total
de grios de areia na esfera de Aristarco (R4) e do
numero total de nucleons no universo visivel (R) sdo
muito préximas, o que é bastante curioso. Haveria al-
gum significado profundo para este fato?

Para que se possa ter uma idéia mais precisa de

]

N.

massa de um grao de areia 1077
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7

quao espantoso é este fato, serd necessario expressar
estes resultados sob formas que permitam a sua com-
paracdo. Em outras palavras, os resultados finais dos
calculos poderao ser expressos em graos de areia ou
em niumero de nucleons. Por outro lado, para se ten-
tar compreender as razdes para este curioso resultado
é necessario examinar e analisar o desenvolvimento dos
célculos. Inicialmente poderdo ser comparadas as den-
sidades numéricas de graos de areia e de nucleons.

Da Eq. (9) tem-se que o nimero de graos de areia

por cm? serd da ordem de:

_ 8

Mtga = Ngréos de areia/cm? ™ 10 (23)
e da Eq. (15), juntamente com os dados subseqiientes,
vé-se que o nimero de niicleons por cm? serd da ordem
de:

~107° (24)

fn = Nnucleons/cm3
Da Eq. (8) pode-se calcular o raio da esfera de Aris-
tarco em centimetros,

Ra ~ 10'%cm (15)

e dos dados fornecidos pelo modelo padrao a ordem de
grandeza do raio do universo visivel é

R ~ 10*cm (26)

Portanto, o numero total de graos de areia fornecido
pela férmula (12) pode ser expresso agora em funcédo da
densidade numérica,

ngq.RY ~ 105 (27)

e, semelhantemente para o nimero total de nucleons

Ny - R3 ~ 107 (28)

Ou seja, as ordens de grandezas anteriormente es-
critas sdo expressas agora em funcido das densidades
numéricas. Este resultado mostra que a proximidade
das ordens de grandezas mostradas em (27) e (28) de-
corre do fato de que a grande diferenca entre as den-
sidades é compensada pela grande diferenca entre os
raios R e R4, o que significa que tudo ndo passa de
uma simples coincidéncia!

Por outro lado, adotando-se o valor de 10~7 g para
a massa de um grao de areia [14], o nimero de nucleons
contidos num grao de areia pode ser estimado como

nucleons/grao de areia ™

massa de um proton 1024

=10'" (29)
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Assim é possivel expressar a Eq. (27) usando a den-
sidade numérica equivalente em nucleons

Nyo.R% ~ 10™nucleons (30)

Entdo, o nimero de nucleons na esfera de Aristarco
é da mesma ordem de grandeza que a ordem do nimero
de nucleons na esfera do universo atual. A coincidéncia
neste caso é ainda mais espantosa!

A\ Conclusao

Foi visto o tratamento dado & questao dos grandes
nimeros por dois pensadores de grande expressao ci-
entifica: Arquimedes e Dirac. O que se encontra de co-
mum nos dois trabalhos ndo é somente o fato de ambos
terem abordado o mesmo tema, mas também a grande
e fecunda criatividade demonstrada nos trabalhos.

De um lado Arquimedes, que, além de demonstrar
seu talento, apresenta seu testemunho a respeito do sis-
tema heliocéntrico, proposto primeiramente por Aris-
tarco e nao referenciado por Copérnico em sua obra
maxima. No trabalho O Contador de Areia, no qual
é baseado parte deste artigo, verifica-se que seu ta-
lento é mais amplo do que se julga a principio, pois
al encontra-se a descricdo de dispositivos mecanicos
concebidos e construidos especificamente por ele para
observacoes astronomicas. E extraordindria esta ha-
bilidade de um matemadtico grego, herdeiro de uma
tradicao platonica que abominava qualquer dispositivo
mecanico na solucdo de problemas matematicos.

De outro lado tem-se o génio do cientista inglés
que ousa propor hipéteses revoluciondrias e delas tira
grande proveito no sentido de provocar o aparecimento
de novissimas teorias de gravitacao, abrindo possibili-
dades para solucoes de problemas que desafiam os cien-
tistas contemporaneos, que é a unificacdo dos campos
e a quantificacdo do campo de gravitacao.
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